Compositio Mathematica 110 (1998), 239-250.
©1998 Kluwer Academic Publishers.

Sur la répartition des valeurs
de la fonction d’Euler

MICHEL BALAZARD & GERALD TENENBAUM

Received : 7 August 1996 ; Accepted in final form : 29 January 1997
Mathematics Subject Classification (1991). 11N25, 11N37, 11L07.

Abstract. Let ®(x) denote the number of those positive integers n with ¢(n) < z, where ¢
denotes the Euler function. Improving on a well-known estimate of Bateman (1972), we show that
®(z)— Az < R(x), where A = ((2)¢(3)/¢(6) and R(z) is essentially of the size of the best available
estimate for the remainder term in the prime number theorem.
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1. Introduction

Il est bien connu que la fonction d’Euler ¢(n), égale au nombre des résidus
inversibles modulo n est usuellement de taille comparable a n. On a

fe +o(n/logyn <p(n) <n  (n— o0),®

ou 7y désigne la constante d’Euler, et les valeurs de n pour lesquelles p(n)/n est petit
sont rares. On peut exprimer rigoureusement ce phénomene, sous forme probabiliste,
en énongant que la fonction ¢(n)/n posséde une loi de répartition limite : c’est le
théoréme de Schoenberg (1928) [10]. Cependant, il est naturel d’attendre que le
rapport ¢(n)/n se comporte de maniere plus réguliere en moyenne, autrement dit

que la fonction
O(x):= » 1
p(n)<z

soit asymptotiquement tres proche d’un fonction linéaire de x. Ce probleme, abordé
depuis plus de cinquante ans, possede une histoire féconde sur le plan de la
méthodologie, ou, comme pour le théoreme des nombres premiers, les méthodes
élémentaires et analytiques ont entretenu une passionnante émulation réciproque.

Erdés et Turdn ont montré en 1945 (cf. [5]), comme un corollaire simple du
théoreme de Schoenberg, que

O(x) ~ Ax (x — 00),

pour une constante convenable A. Un argument abélien appliqué a la série de
Dirichlet

(1) F(s):=>

n=1

1
o) = ((s)G(s) (0:=Res>1)

1. Ici et dans la suite nous désignons par log,, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
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avec

Il a d’abord montré que le probleme peut étre plongé dans la théorie des nombres
premiers généralisés de Beurling : I’étude de ®(x) se rameéne naturellement a celle
du nombre des entiers généralisés n’excédant pas x lorsqu’on choisit pour nombres
premiers de Beurling les nombres premiers translatés p — 1. Il s’agit de la version
abélienne du probleme originel de Beurling, qui envisageait plutét de décrire la
répartition des nombres premiers a partir de celle des entiers. Un théoreme général
de Diamond fournit alors, grace a la majoration de Vinogradov—Korobov pour le
terme d’erreur du théoreme des nombres premiers,

(2) A(z) < ze~(los)"

pour toute constante ¢ < %.

Cela étant, la forme particuliere des nombres premiers généralisés intervenant
ici permet une étude directe par voie analytique. La relation (1) fournit un
prolongement analytique de F'(s) au demi-plan Res > 0 dont la seule singularité
est un pole simple, de résidu A, en s = 1. Bateman établit facilement la majoration

(3) G(s) < exp{50|7'|1_" log, |7}

pour || = 8, % < o < 1.@ Il en déduit, & laide de la formule de Perron, l’estimation
plus fine

(4) A(CC) < zefcwlogzlogzm

pour tout ¢ < 1/\/§

Malgré la simplicité de la preuve de Bateman, il a semblé difficile d’améliorer
(4) pendant plus de deux décennies, et la recherche s’est orientée vers d’autres
techniques. Ainsi Nicolas en 1984 [8], puis Smati en 1989 [11] ont exploré les
possibilités offertes par une méthode élémentaire de pondération logarithmique,
obtenant successivement les estimations A(r) < z/logz et A(z) < z/(logx)?.
Balazard et Smati ont montré en 1990 [2] que I'on pouvait retrouver exactement la
majoration (4) par une autre méthode élémentaire, reposant sur la décomposition
canonique n = ab ou les facteurs premiers de a sont tous < y alors que ceux de b
sont > y.

Enfin, Balazard [1] a récemment établi que l’estimation (4) est valable pour toute
constante ¢ < v/2. La méthode employée est également élémentaire et fondée sur une

2. Ici et dans la suite la lettre s désigne une variable complexe et nous définissons
implicitement les variables réelles o et T par la relation s = o + i7.
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application du théoreme de Diamond dans le probleme abélien de Beurling. Il est
cependant a noter que cette application est de nature différente de celle de Bateman
et, en particulier, qu’elle est indépendante du théoréeme des nombres premiers.

Posons )
L(z) = exp{%} (z = 3).

Nous nous proposons ici d’établir le résultat suivant.

3/5

Théoreme 1. II existe une constante positive a telle que
Ax) < x/L(x)°.

Notre approche est analytique et repose fondamentalement sur une amélioration
de la majoration (3) de Bateman. Posant

B(T) = (logT) "> (logy T)1* (T = 3),

nous obtenons dans cette direction ’estimation suivante.

Théoreme 2. II existe une constante xk > 0 telle que 'on ait
G(s) < (log T)"/*(log, T)*/*

pouro >1—kp(T), T = |7| + 3.

Remarque. On peut obtenir par la méme méthode une majoration directement
comparable a celle de Bateman : il existe des constantes C' et D, avec D > 0
telles que, pour tout og 6}%, 1], on ait

G(s) < (log T)*/*(log, T)?/® exp {CTl—ﬂ—Dﬂ(T)}

uniformément pour o9 < o < 1, avec T = |7]| + 3. Seule la forme apparaissant dans
le théoreme 2 nous sera utile dans ce travail.

Le Théoréeme 1 découle du Théoreme 2 par intégration complexe a partir de la
formule

x b+ioco s
(5) /1 B(u) du = — ()G () =3 (b>1)

T2 fyee s(s+1)

et en utilisant la croissance de ®(u) pour déduire une estimation de ®(z) & partir de
celle de (5). Nous omettons les détails, qui sont exposés, pour une situation générale
trés voisine, dans la démonstration du théoréme I1.5.3 de [12].

Il est assez facile de voir que le probleme de la majoration de G(s) se ramene a
celui de sommes d’exponentielles du type

Sv= Y (-7

M<p<N

avec M < N < 2M et |7| grand en fonction de M. Pour ce faire, nous avons recours
a des arguments différents selon la taille de |7|. Lorsque

(6) log(|7|/M) < (log M/ logy M)'/3,
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une technique d’intégration complexe permet de majorer Sy a partir des estimations
de Vinogradov—Korobov pour la fonction zéta de Riemann. Cela est rendu possible
par le fait que, pour ces valeurs de 7, 'approximation de (p—1)*" par p‘” est, en un
certain sens, pertinente. Lorsque (6) n’est pas réalisée, nous exploitons le fait que les
comportements de (p — 1) et p™ sont effectivement dissemblables en considérant
SN comme une somme d’exponentielles du type Zp e2mif(P) relative & une fonction
réguliere f suffisamment éloignée d’une fonction additive pour que la méthode de
Vaughan soit applicable. Le probleme est ainsi transformé en celui de majorer non
trivialement des sommes d’exponentielles du type

Ry (M) = Z (k‘n—l)”

jn—1
M<n<N

pour certaines valeurs relatives de k, j, N et 7. Nous employons a cette fin un
résultat de Karatsuba obtenu par la méthode de Vinogradov.

Notre résultat n’est sans doute pas optimal. Erdés a conjecturé que (2) est valable
pour tout ¢ < 1 et 'on pourrait effectivement obtenir un tel résultat si 'on disposait
de majorations pour Sy comparables a celles que I'on peut déduire de I’hypothese
de Riemann pour la somme

Iy = Z ,n/—iT’

M<n<N

portant sur des entiers ordinaires. Tous les résultats arithmétiques actuellement
disponibles concernant les nombres premiers translatés concourent effectivement
a l'idée que ces entiers se comportent statistiquement comme des entiers pairs
ordinaires. Il reste que l'estimation de Sy est a priori plus délicate que celle
de Zy, et que les meilleures estimations connues sur cette derniere quantité ne
permettraient pas, appliquées a Sy, d’améliorer par cette méthode notre majoration
de A(z).
Dans la direction opposée, Pomerance [9] a considéré les grandes valeurs de

N(m):=[{n e N: p(n) = m}|

et ses résultats entrainent que A(z) = Q(zF+°W) avec E = 1-1/(2+/e). Il développe
d’autre part un argument heuristique trés convaincant en faveur de 1’assertion

A({E) _ Q(xl—(l-‘ro(l)) logg x/ log, w)

2. Sommes d’exponentielles

Nous ferons un usage crucial du théoréme suivant, dit & Karatsuba [7], que nous
énoncons sous une forme légerement moins générale que 'original.

Lemme 0 (Karatsuba). Soient P € Z,Q € Z*, et g € CK([P,P + Q],R),
avec K > 3. On suppose qu’il existe des constantes c; (1 < j < b) vérifiant
0<c3<ea<er <1,0< ey <5< 1, telles que

(K)
(7) W0l g (Peu<rq)



Sur la répartition des valeurs de la fonction d’Euler 5

19" ()|
Z!

(8) Q! < <Q % (P<u<P+Q, K <l<K).

Alors il existe des constantes positives A et v, ne dépendant que des c;, telles que

9) max | Y0 e(g(n)| <AQVE (@ 1),

<
Q<@ P<n<P+Q,

Nous utilisons ce résultat sous la forme suivante.

Lemme 1. Soient P € Z, Q € Z™, et g € C=([P, P + Q],R) tels que l'on ait pour
des constantes convenables by, by, § avec 0 < by <1 < by, § >0,

D/(iQ) < lg© )|/ < DJ0Q)* (€21, P<u<P+Q)

ot D > @°. Alors il existe des constantes positives Qo = Qo (bg,b1,6), A= A() et
¢ = ¢(9) telles que

(log Q)?
(10)  max | P@;@ e(9(n)| < AQexp (—cw) (@ > Qo).

Démonstration. C’est un corollaire immédiat du Lemme 0, aussi nous nous con-
tentons de quelques indications. Soit ¥ un parametre positif assez petit. Définissons
K = K(9,Q,D) comme l'unique entier tel que QMQ(K_D <D< QQWK. Les
hypotheses effectuées impliquent

D/(bs@Q)" < Q174K
D/(bQ)" < Q% (19K < ( < 9K)
D/(hQ)f = Q1=

des que Q > Q1(Y) et 492 < 6, de sorte que D > Q‘w2 et K > 3. Le Lemme 0
nous permet alors de majorer le membre de gauche de (10) par <y Q1K * avec
v = (8). Cela fournit bien I'inégalité annoncée.

On pose

Su(r) = sup Z A(n)(n —1)7"7].
M<N<2M | S

Lemme 2. II existe une constante cy > 0 telle que I'on ait

11 Sy (1) < MBI 4 M + ML(M)~ ¢
T

/
i)

Démonstration. En utilisant la région sans zéro de Vinogradov—Korobov

pour M >3 et T :=|7| +3 < M1+eof) — Mexp{c(J(

{S:|T| > ]-v 0-2 l_Clﬁ(T)}a

et la majoration ('(s)/{(s) < logT valable dans le méme domaine, on établit par
la méthode standard d’intégration complexe (cf. par exemple la démonstration du
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lemme IT1.5.9.1 de [12]) l'existence d’une constante absolue positive ¢z telle que 'on
ait, pour z > 3, 7 € R, log T < (log 2)3/2/(log, 2)?,

(12) Vo(2) = 3 Aln)n ™7 < 2170 % +oaL(z)e.

n<z
Maintenant, il existe un N €)M, 2M] tel que

N
Sur(7) = / (1—1/2)" dV.(2)

M
1
< (T+M) (M‘CZﬁ(T) +5+ L(M)—Cz),
ou I'estimation résulte d’une simple intégration par parties. Lorsque 7 et M satisfont

a la condition de I’énoncé avec, par exemple, ¢y = %02, ona T < MH(e2/2)8(T)
Cela implique bien le résultat annoncé.

Lemme 3. II existe une constante absolue positive cs telle que 'on ait
(13) SM(T) < M(lOgM)7/2{e_CS(IOgM)B/(logT)Z n (%)71/2}

pour T =|7|+3> M > 2.

Démonstration. 11 suffit d’obtenir la majoration indiquée pour

Sy(m) =Y Am)(n-1)"" (M<N<2M,T>M).

n<N
L’identité de Vaughan sous la forme donnée dans [4] — formule (24.6) — permet
d’écrire
(14) Si () < MY + (log M)Ay (1) + (log M )P M2 Ay (7)!/?
avec _
Ry(w):= Y (tn—=1)7", Ax(r):= > max | Ry (w)],
w<n<N/t t<N2/3
kn — 1\
Rp@= Y (%)
Qincag M1

n<N/ max(j,k)

AR () =

Yo IRk

max
MYELQEN/MY/®

M'Y3KN/Q

On majore R;(w) en scindant la somme en intervalles
max(w, N/t2"1) < n < N/t2" (h > 0)
et en appliquant le Lemme 1 & chaque sous-somme pour la fonction

gt(u) := —(7/2m) log(tu — 1).
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On a \gy) (u)|/€! = |7|/(27f|u — 1/t|*), de sorte qu’il existe des constantes absolues
bo, by telles que 'on ait pour U < u < 2U, £ > 1,

T/(bU)" < |gt (w)] /00 < T/(boU)".

Les valeurs de U que nous considérons n’excedent pas N/2 < M < T, donc les
hypotheses du Lemme 1 sont remplies avec 6 = 1. 11 suit

M (log M)? 2
ey <t<
m3x|Rt(w)| < ; exp( 4 (log T)? ) (1<t N2
dott, pour M < N < 2M, T > M,
. (log M)3

On procede similairement pour estimer R;;(Q). Posant

_ _ T Ju—1
gt = 1o (1),

on a, sous les conditions @ < u < 2Q, min(j, k,¢) > 1, et pour des constantes
convenables bj, b7,

7 gR @)l _ 71
Q o TQly

Pour max(j, k) < N/Q et [j — k| > NY% on a [1/j — 1/k| > Q?*/N7/%. La
condition du Lemme 1 relative & § est donc certainement remplie des que 'on a
TQ/NT/* > @, c’est-a-dire T > N7/*/Q'~9. Elle est en particulier satisfaite avec
0= % des que T > 4M1'9/12_ On obtient dans ce cas

1 1 * —L 1 * —L
(16) FRACTORE - |eio

(log M)3

@) < o (- 20

i5(Q) < Qexp ( —c¢5 (o T)?

des que M3 < Q < N/M'/3, |j — k| > N'/%. Lorsque 'on somme ces quantités

pour k& < N/Q, la contribution des indices k tels que |j — k| < N'* est

< QN'Y* <« M'/12_ On obtient donc I’existence d’une constante positive c; telle
que, pour T > 4M19/12

o 3
(17) AN (1) < M exp ( — c5((11(;gg]\:,/{))2).

Lorsque M < T < 4M'9/12 nous estimons R;1(Q) grace a la méthode de van der
Corput. Nous pouvons employer, par exemple, le théoréme 2.9 de [6] qui énonce que
l'on a

sup < FYOQV2+Q/F

Q<Q1L2Q

e(f(n))

Q<N
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pour toute fonction f € C3[Q, 2Q)] satisfaisant &
Ol =F/Q (1=1,2,3;Q <u<2Q).

La relation (16) montre que les conditions sont satisfaites pour f = g, lorsque
j # k avec
T 1

<

F=Fj =

pour T < 4MY/2 min(j,k,Q) > M'/3. On a donc, sous la condition supplé-
mentaire max(j, k) < 2M/Q,

R. M11/72 1/2 . k,
d’ott, pour M < T < 4M19/12)
M2
(18) AN (r) <« M™/7™2 4 — log M.

On obtient Pestimation (13) en insérant (15), (17) et (18) dans (14).

3. Démonstration du Théoréme 2

Pour tout ¢ > % et uniformément pour o > oy on a
G(s) < 1)

avec

La majoration |(p — 1)™% — p~*| < |s|(p — 1)77~! nous permet, pour tout choix
de la constante positive x de 1’énoncé, de tronquer la somme & T := T+256(1) 1]
découle en effet d’'une majoration élémentaire que

|S| 1—-kpB(T
E:W«T/T1 AT « 1.
p>T1

Posons ensuite
To = exp (2/k6(T)).

Nous estimons la contribution & H(s) des nombres premiers p n’excédant pas Ty en
employant U'inégalité triviale [(p — 1) —p~°| < 2(p — 1)~ 7. 1l suit

D

;0<T0

1+ O(3(T)logp)
<2y, ——
p<To
3log, T+ 2logs T + O(1).
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Nous avons ainsi réduit la preuve du théoreme a montrer que, pour un choix
convenable de k > 0, on a

(19) > (p_—ll)s—]%<<1.

To<p<Th

La contribution & (19) des quantités p~—* peut étre estimée a partir de la variante
suivante de (12) : on a pour une constante positive convenable kg

A(n) ¢'(1+ir) —koB(T) 1
L= — " 1 /BT < 2 < T?).
Z n1+rr C(l + 7/7') + O(Z og Z) (e < )

n<z

Cette formule résulte de la majoration de Vinogradov-Korobov

¢()/¢(s) <1/B(T) (02 1-ap(l)),

par application d’une formule de Perron (cf., par exemple, [12], théoréme 11.2.3) pour
U(z) == Y ,<. An)log(z/n)/n' '™ avec un terme derreur < (log z)?z~“#(1)/2,
Ensuite, on considere U(z+y)—U(z), et 'on utilise le théoréme de Brun-Titchmarsh
pour majorer dans cette expression la contribution des entiers n de |z,z + yl.
On choisit finalement le paramétre y tel que log(1 + y/z) = z~#T)/4(log 2).
Nous omettons les détails. Une simple intégration par parties fournit alors, lorsque
k < 3 Ko,

Th yl-0o
= / dO(z7%0A M) Jog z)
7, logz

1 i
<1+ (|1 — o+ ) / Z1mRoBI/2 4y
log Ty Ty

1
S
To<p<ty P

et donc finalement
(20) > L
P '

Il reste a majorer

W= Z (p—1)""°.

To<p<T1

Nous introduisons Tp := T—<B8(T)/2 désignons par Wi la sous-somme de W
correspondant au domaine de sommation Ty < p < 715, et par W la sous-somme
complémentaire.

On traite W; a ’aide du Lemme 3. On introduit un découpage dyadique de bornes
M, = min(2"Ty,T2) (0 < r < R) avec R < logT. On peut alors écrire grace a (13)

WAl < Y MPTS )y, (r)
0<r<R

< (logT)7/2 37 9srP(T) fomealionMr)* /08 T)? o p-cod(T)/4)
0<r<R
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(log M,.)? < rs log, T

En ob: t >
n observant que (log T2 8{log T)? 3

, il suit

sup (QHT[J(T)Q—CgrB/S(log )% )

9/2) OSrsR (k—co/4)B(T)
‘W1| < (log T) (log T)Cs/f‘ig +T
<1,
des que k < min ((503)1/3, %co), ce que l'on peut pleinement supposer.

On procede similairement pour estimer W5 mais en employant maintenant le
Lemme 2. Le choix de T garantit que les conditions d’application sont remplies.
Posant

Nj :=min(2Ty,Ty) (0<j<J)
avec J < log T, on déduit de (11) que

|W2| g Z NJ’?ﬂ(T)*ISNj (T)

0<y<J
K —c 1 —c ’
< Z Njﬁ(T)(Nj Oﬁ(T)+T+’£’(Nj) o)
0<y<J

On a L(N)% > N?*8(T) pour N < T?. La majoration précédente est donc
< (1OgT){T2(K*CO)ﬁ(T) + T—1/2 + T;Nﬁ(T)} < 1’

en supposant de plus x < cg.
Nous avons ainsi établi que W < 1. Compte tenu de (20), cela prouve (19) et
acheve la démonstration du Théoreme 2.
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