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SUR UN PROBLEME EXTREMAL
EN ARITHMETIQUE

par Gérald TENENBAUM

1. Présentation du probléme et des résultats.

Presque toujours d’énoncés simples, les problémes arithmétiques
d’Erdés peuvent quelquefois sembler anecdotiques. C’est, & mon sens,
une apparence trompeuse. A l'instar des énigmes anciennes, ces questions
paradoxales proposent, sous une forme littéralement condensée, des
conjectures profondes, riches d’implications, parfois, dans des branches
variées des Mathématiques.

Un exemple édifiant parmi d’autres est la question du comportement
asymptotique de la quantité

Vy(n) = Z (ai+1 - ai)ya (Y > 0) )

Isi<o(n)

oug < a, < ... < aym désigne un systéme complet de résidus inversibles
modulo n. La conjecture

Vi) <, om/om)y,  (v>0),

établie par Hooley pour y < 2, vient d’étre entiérement confirmée par
Montgomery et Vaughan. 11 est incontestable qu’un tel résultat, et
surtout les idées impliquées dans sa démonstration, constitue une étape
significative dans notre compréhension des nombres entiers.

L’objet du présent article est une autre conjecture d’Erdds, plus
modeste, mais qui se présente en quelque sorte comme une forme duale
de la précédente. Nous en donnerons une solution qui suggére une
méthode générale féconde, que nous décrirons briévement plus loin.

Mots-clés : Structure multiplicative des entiers - Fonctions arithmétiques - Intégrales
de Fourier.
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Soit n un nombre entier, et T = 1(n) le nombre de ses diviseurs -
désignés par
l=d <dy<...<d, =n

Erdos a défini la famille de fonctions arithmétiques

F= ¥ <d;‘—1>“, (@>0),

1<i<t(n)

et conjecturé il y a quelques années [2] que

1)) liminf F (n) < + o0, (a>1).

L’inégalité triviale (d;.,;/d) — 1 > log (d;+,/d) montre assez que la
condition o > 1 ne peut étre affaiblie. On en déduit aussi, par 'inégalité
de Holder

logn= Y log(d/d) < (Fu(n))"t(m)* V",

1<i<t(n)
ce qui implique que les candidats a (1) doivent satisfaire
t(n) » (log n)¥@Y

Il faut donc chercher des entiers n possédant beaucoup de diviseurs (on
sait classiquement [4] que I'ordre normal de t(n) est (log n)*#**°") avec
des rapports d;,,/d; petits. Partant, Erdos a été naturellement conduit
a la sur-conjecture selon laquelle les suites

F =1{k!k21}
2 ¥ ={1,2,...,kl:k=1}
A= {1yipps...pk=1}

(ou [1,2,...,k] désigne le plus petit multiple commun aux entiers < k,
et p, <p, < ... dénote la suite croissante des nombres premiers)
satisfont (1).

La conjecture (1) a été récemment établie par Vose [8] qui, par une
ingénieuse construction, exhibe une suite infinie d’entiers N tels que

F.N) = 0.(1),  (a>1).

Sa méthode, cependant, ne permet pas de conclure dans le cas des
suites (2).
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Nous énongons notre résultat concernant cette question dans le cadre
sensiblement plus général des fonctions

FN;hy = ¥ h<%-1>

I1gi<t(n)

ou h appartient a la classe # des applications continiment différentiables
h:[0, +00) > [0, +o0), satisfaisant a h(0) = h'(0) = 0, et telles que
(1+u)h’(u) soit dérivable et non décroissante pour u > 0.

THEOREME 1, — Soit h une fonction de . S’il existe un réel B,
0 <P <3/2, tel que
3 Y ne"h (exp(—n?) < + o
n=1
alors on a

F(N;h) = O(1)
uniformément pour Ne F 0. U #.

Il sera patent dans la suite que notre méthode s’applique a de
nombreuses autres suites. Nous n’avons pas cherché & caractériser
lesquelles.

Pour tout o > 1, la fonction h(u) = u* appartient a la classe 5.
La serie (3) converge alors pour tout B > 1, et ’on obtient la seconde
partie de la conjecture d’Erdos, soit

F.(N) = 0,1, NeFuZu4%).
On peut aussi choisir (au voisinage de u = 0)
h(u) = uexp {—llogul’}, (0<8<1).

La condition (3) est alors réalisée si, et seulement si, § > 2/3 — ce
qui concrétise assez bien la limite de la méthode.

L’¢tape liminaire de la démonstration de Vose consiste & remarquer
que l'on peut simplifier utilement le probléme en restreignant 1'étude
aux suites {N,} satisfaisant

@) N,=1 e NN, (k=1,2,.).

En effet, il suffit alors d’imposer une condition de proximité aux
seuls diviseurs de N, qui appartiennent a (,/N,_,,./N,]: les intervalles
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(/Nj-1,/Nj, j < k, seront couverts par les diviseurs de N; (qui sont
donc a fortiori des diviseurs de N,) et Pintervalle (,/N,,N,] par symé-
trie.

Etant donné une suite d’entiers {N,:k>1} satisfaisant (4), nous
dirons qu’une suite {g, : k=>1} de réels positifs est admissible pour {N,}
si, pour chaque k > 2 et chaque z, /N, ; <z < \/ﬁk, I'intervalle
(z,(1+¢)z] contient au moins un diviseur de N,.

Avec cette définition, on peut formaliser agréablement le principe de

Vose dans 1’énoncé suivant :

THEOREME 2. — Soit he o, {N, :k=1} une suite d'entiers satisfai-
sant (4) et {g, :k=1} une suite de réels admissible pour {N,}. Alors on a

k
F(Nih) < 3 (1+¢g)h'(g) log (N/N,_)).
j=2

Compte tenu de I’hypothése de croissance faite sur (1+u)h'(u), le
théoréeme 1 découle du théoréme 2 si 'on peut montrer que, pour tout f8,
0 < B < 3/2, la suite définie par

(5) & = exp{_(logk)ﬁ}’ (k=1929~--)9 -
est admissible pour chacune des suites (2).

Le probléme se raméne donc a prouver l'existence de diviseurs d’un
entier N dans de petits intervalles centrés au voisinage de \/ﬁ . Nous
utilisons a cette fin la méthode « naive» consistant essentiellement a
exprimer le nombre des diviseurs ayant la propriété souhaitée par une
intégrale de Fourier portant sur la fonction

1(N,0) = Yd°, (8eR).

dIN
On a en effet
6) card {d : dIN, |log (z/d)| < n/2}
_n +o _is {$IN(MB/2)
=3 J_w t(N,0)z <————(n9/2) )de.

(Nous emploierons en fait dans la suite un noyau absolument intégrable
fournissant une approximation du membre de gauche).
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Lorsque |0| est assez petit, on a

) T(N,0) = t(N)N®2 exp {— <%+ 0(1)>GZS (N)z}
ou

® SNY = = 5 v(v+2)(log p)?
12 SN

est la variance de la variable aléatoire Dy prenant les valeurs logd,
lorsque d parcourt I’ensemble des diviseurs de N, avec probabilité
uniforme 1/1(N). On a d’ailleurs

Dy = Z Dp'
PN
ou les D,v sont indépendantes, ce qui implique immédiatement (8).

Au vu de (7), on constate que si z est proche de \/ITI, le point
0 = 0 est proche d’un point-selle pour I'intégrale de (6), i.e. d’une
racine de I’équation

d o/ Sin(M/DY) _
®) 56(‘(N’9)z°< o) )) 0-

Dans ces circonstances, on peut s’attendre 4 ce que le membre de
droite de (6) soit équivalent a

™ " L 2} =_E(_I\L_
o J_m exp{ 2GS(N) do \/ﬁS(N)

Ce raisonnement heuristique peut étre rendu effectif sous des
hypothéses assez générales. Cela fournit un théoréeme d’existence de
suites admissibles suffisant pour impliquer le théoréme 1.

Avant d’énoncer le résultat obtenu, introduisons quelques notations
et conventions supplémentaires.

On pose pour N > 1

®(N) = card{p:pIN},  P"(N) = max {p:pIN},
R(N) = max {vlog p :p"IN}.

La quantité S(N) étant définie par (8) pour N > 1, nous dirons qu’une
suite d’entiers o/ est de type W si les conditions asymptotiques suivantes
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sont satisfaites, pour des constantes positives convenables c¢;, ¢;, A,
lorsque N — oo en restant dans o/

(W1) o(N) > P*(N)(log P*(N)) ™«
(W2) R(N) = o(S(N))
(W3) log R(N) < (log P*(N))**~*
1
(W4) S(N) < ¢; min {—d Y (vlogp)*: logP*(N) <u < R(N)}.
PIN
Ko
Ces conditions peuvent paraitre techniques, mais elles sont facilement

vérifiables dans la pratique. Par exemple, (W4) est vide si N est sans
facteur carre.

Nous pouvons établir le résultat suivant :

THEOREME 3. — Soit B un nombre réel, 0 < B < 3/2, d3(N) une
fonction tendant vers 0, et o/ une suite de type W. Lorsque N tend
vers l'infini en restant dans .o/, et uniformément pour tous les couples
(x,n) tels que

exp{—(logP*"(N) < n <1,
llog (x//N)| < S(N)S(N),

on a
(L+o(D)ntN)
\/ZnS(N)
Dans le cas des suites £ et & les conditions (W) sont facilement

vérifiées. Cela implique I’admissibilité des suites (5), d’ou, grice au
théoréme 2, la conclusion correspondante du théoréme 1.

(10) card {d:d|N, |log (x/d)| <n/2} =

Pour N =k!, on a S(N)Rk et R(N) Rk, donc la seconde des
conditions (W) n’est pas réalisée. On vérifie aisément les trois autres
conditions. Le théoréme 1 découle alors d’une manipulation supplémen-
taire. Notant v,la valuation p-adique, on décompose

k!=MN,
avee
M, = [] o, N, = []p,

p<E 243
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ou & = £(k) tend vers I'infini assez lentement. Les conditions (W) sont
alors satisfaites pour N,, k —» oo. En particulier

R(Ny) R k(log &)/, S(N)) 8 k./(log £)/&.

De plus le rapport de deux diviseurs consécutifs de M, ne dépasse
pas 2. On a en effet pour tout entier n ([3], p. 19)

max d,.,/d; = max p(]_[ q”q(")>_1.

1<i<t(n) pin q<p

Lorsque n = M,, le maximum du membre de droite est atteint pour
p =2 et vaut 2. Cela implique l'existence d’un diviseur m, de M.,
\/I\_/II/2 <m < \/IVI‘,( En appliquant le théoréme 3 a N, avec x = z/m,,
on obtient que, si (k) —» oo assez lentement, la suite (5) est également
admissible pour & . Dans ce contexte, nous énongons le résultat suivant,
qui peut étre d’un intérét indépendant :

THEOREME 4. — Soit Y(k) - o0, et B un nombre réel, 0 < g < 3/2.
Il existe une constante positive C telle que, pour tout entier k assez
grand et tout z satisfaisant a

(k)" exp {—k/(k)} < z < (kD' exp {k/U(k)}
le nombre D(k,z) des diviseurs d de k! tels que
z(1— exp {— (log k)®}) < d < z(1+ exp {(log K)*})

vérifie
D(k,z) > k™ Cexp {— (logk)P}t(k ).

On obtient ce resultat par la construction précédente, en choisissant
£ assez grand mais fixé. On peut encore appliquer le théoreme 3 a N, :
dés que R(N)/S(N) est suffisamment petit, la quantité (1+o0(1)) dans

(10) est X 1.

Une des conséquences du théoréme 4 est l'existence d’entiers sans
grand facteur premier dans de petits intervalles. Dans un travail récent
en collaboration avec A. Hildebrand, nous avons traité spécifiquement
ce probléme. Nous aurions pu employer la méthode décrite précédemment
en évaluant

Y(x,y) = card {n< x :P*(n)<y}
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par une intégrale du type (6) avec

N = I‘I pﬂosx/losp].

psy

Cela conduirait a des calculs difficiles car, en ’absence d’une relation
particuliére entre x et y, le point 8 = 0 n’est pas une approximation
de la racine de (9). Nous avons préféré utiliser la formule de Perron

1 k + ico 1 et xsd
V) = 5 Lm Ey( P S ds
qui permet de choisir ’abscisse d’intégration k en fonction de x et y
de maniére 4 ce que s = k soit un point-selle de I'intégrande. Cette
altération ne modifie pas I'aspect fondamental de la méthode. Dans le
cas considéré cette approche s’est révélée étonnamment fructueuse. Elle
fournit en particulier un équivalent asymptotique de Y (x,y) dés que x
et y tendent vers l'infini, et, des résultats sur les petits intervalles de
qualité similaire a ceux des théorémes 3 et 4. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur a [5].

Il m’est agréable d’achever cette section en remerciant B. Saffari et
M. Vose. Le second pour m’avoir aimablement donné accés a son
manuscrit avant publication. Le premier pour une intéressante conver-
sation épistolaire concernant les dérivées des polyndmes de Tchebychev
— cf. Lemme 1.

2. Démonstration du théoréme 2.

Posons @o(u) = uh'(u—1), (u=1), et

] _J1 st din=d¢u,]
X(miu.) = {o i ddn,u<d<o

Notant toujours 1 =d, <d, < ... <d, = n la suite des diviseurs
de n, on a pour 1 < r < 1(n)

h (v [ dudv "l (51" v\ du
an J J <p’(-> x(mu,0) —— = I J <p’<—>—2dv
1 1 u u j=1 dj d. u/ u

(1<u<v).
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Maintenant, grice a la  symétrie d;,,/d; =d, ;. \/d._;,
1 <j<1(n) — 1, on peut écrire pour r = [1(n)/2]

F(n;h) = 2(% h(% - 1) + h(xj;y)

ou l'étoile signifie que le terme ainsi désigné doit étre pris égal a 0 si
\/; n’est pas un entier. Comme he s, on a h(u) = 0 pour tout u,
donc h(u)* < h(u). Compte tenu de (11), il vient

G e
(12) F(nh) < 2 j f w'(ﬁ)x(n;u,v)d—“@-
1

2
1 u

Appliquons cette inégalité avec n = N, en remarquant que, puisque
NiN,, 1 <j<k,ona

x(Nsu,v) < x(Nju,0),  (I1<u<v).

En permutant les sommations et en scindant la somme externe, on
obtient

k \/rTJ ©
(13) F(Ngh) <2} f d—u(J‘ <p'<2> X (Nj;u,0) d—v)-
j=2 m u " u u

L’hypothése d’admissibilit¢ de la suite {g :k>=1} implique que
x(Nj;u,0) = 0 pour \/N,_; <u< /N, v> (I+¢g)u. Llintégrale en v
ne dépasse donc pas

J‘“hjw ‘P'<E)d§g = o(l+g) = (1+g)h'(g).

u

En reportant dans (13), on obtient la conclusion annoncée.

3. Lemmes.

Nous rassemblons dans cette section quelques résultats auxiliaires

simples qui nous seront utiles au cours de la démonstration du
théoréme 3.

Nous commengons par une inégalité concernant les fonctions

sin (vx)
hEE——

- (xeR,v22),
v sin x

g(x) =

que nous énongons sous une forme optimale due a Saffari [7].
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LEMME 1. — Pour x réel et v entier > 2, on a

2
X
n )

ou |lull désigne la distance de u a l'ensemble des entiers.

2
lg(x) <1~ gmin (l,v2

Démonstration. — La fonction g,(x) posséde dans Dlintervalle

n . . , .
(0,5) des extrema locaux aux points x; < x, < ..., racines de ’équation
tg vx = vigx.

1
Posons m (v) = g,(x)), 1 <k < [5 (v—1) - Il est bien connu que

(m; (v)) est pour chaque v > 3, une suite décroissante en k: on a en

fait
. 2 2
sin vx; \" _ fcos vx,\ 1
<v sin xk> <cos xk> (cos x.)*(1+ (tg vx,))

1
1 + (V1= 1)(sin x.)*

m,(v)’

On a x; < 3n/(2v), donc

x 1)

"> =

| v
sin y

v sin (p/v)

|gv(x)| < Ml(v)’ <V>3,\

avec

M,(v): = max

n<y<In/2

Comme on a

d
(14) —— {vsin (y/V)} = cos (y/V)(tg (WM~ (V) 2 0

pour (y/v)e[0,m], on voit que M;(v) est une suite décroissante pour
v=3. Dou

(15) g(x) s M,(3) =

pour v = 3 et ||x/mj| > 1/v.



SUR UN PROBLEME EXTREMAL 11
Lorsque |jx/n|i < 1/v, on a
sin y
wWX) = —————
|gv(x)| v sn )
avec y = mnvi|x/nl| €[0,n]. L’inégalité (14) montre que I'on a dans cette
circonstance

8.(0) < lg2(x) = cos (y/2) < 1 - y¥/m?

2
<-]-
v

Compte tenu de (15), cela implique bien le résultat annonce.

soit

8.0 < 1 — Vx/ml?, (vzz,“%l

Le lemme suivant peut étre prouvé par la méthode classique
d’intégration complexe, reposant sur la formule de Perron (cf. par
exemple [6, Satz A31]), en utilisant la région sans zéro de Vinogradov
pour la fonction zéta de Riemann (cf. [I, Théoréme 11.2]). Nous
omettons les détails.

LEMME 2. — Pour x 22,0<e< 1, 8eR, |0 < exp {(log x)"*"%},

on a
1+i0

Y Amn® = =

+ —_ £/2
T+ Odxexp {— (log )

ou A désigne la fonction de von Mangoldt.

Il est & noter que, sous Yhypothése de Riemann, la borne
exp {(log x)¥*"*} peut &étre remplacée par exp {x'?"*}. Le lecteur en
déduira sans peine une amélioration conditionnelle du théoréme 3.

Le lemme 2 implique le résultat suivant qui nous servira & majorer
la contribution des grandes valeurs du paramétre 6 a lintégrale de
Fourier du type (6) apparaissant dans la démonstration du théoréme 3.

LEMME 3. — Pour tout €, 0 < g <1, il existe un entier Ny(e) tel
que si N = Ny(e) satisfait a

(16) o(N) > P*(N)(log P*(N))~17!**
alors on a
(17) 2. 118 log pi* > o)

2
o 4
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uniformément pour
(log P*(N))*! < 1] < exp {(log P*(N))’*~%}.
Démonstration. — On a pour tous 0, p,
1 — cos (2n0log p) < 2n%|9 log pii*.

Si (17) n’est pas réalisée, on peut donc écrire
Y (1—cos (2n0 log p)) < % o(N)
pIN
d’ol en posant x = P*(N)

(18) Y (1—cos (2n8 log p)) < m(x) — %o)(N).

p<x

Or, d’aprés le lemme 2, on a pour tout y,\/; <y<ux,

S : = Ey (1—cos(2n0 log p)) log p > y (1 ~ (logcx)")

si N,(g), et donc x, est assez grand (la contribution des puissances
= 2 de nombres premiers 2 la somme estimée au lemme 2 est en effet

trivialement O(\/;)). D’ou

dS(y)

1- 210 1 >
Y. (1-cos(2n0 log p)) fﬁlogy

. c .
> 11(x<1—m) + O(li(\/x))

_ n(x)
= 7(x) + O((l—og—x)‘—l>

ce qui, compte tenu de T’hypothese (16), contredit (18) pour x assez
grand.

4. Démonstration du théoréme 3.
Soit o/ une suite de type W. Nous voulons montrer que, sous les
conditions du théoréme, on a
(1+o()nt(N)

V27 S(N)

lorsque N tend vers I'infini en restant dans .

19 card {d :d|N, |log (x/d)| € n/2} =
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Soit € un réel positif fixé, 0 < e <1, et x la fonction trapézoidale
définie par

1, (us(/2)-e),
x@) = (1-2u))/(e), ((1/2)—e<ul<1/2),
0, (u>12).
Posant
1(0) = f: e ™y (wdu = ?sm( )sm ((1 _28)9>,
et
N,8) .-~
J(N.®) = T.(C(N)) x"*x(m9),

on voit que le membre de gauche de (19) est au moins égal a

(20) zx( log (x/d)) "“N)j £(N,8)d6.

i 2n

Nous allons montrer que I'intégrale en 8 vaut

2
(1 —s+o(1))%

Comme ¢ est arbitrairement petit, cela fournira la minoration asymptotique
contenue dans (19). Une altération convenable de la fonction y conduirait,
par des calculs identiques, a la majoration.

Ftant donné un réel ¢, satisfaisant a
min(0 §—IS—JL) <g < 3_ B
2 )
nous posons

To=0, T, =1@MN)SN), T,=mnRN), T,=rnllogP*(N),
T, = (log P*(N))", T; = exp {(log P*(N))’**1}, T, = + o0,

et désignons par I; la contribution a I'intégrale (20) du domaine

@) T, <18l < Ty,  (0<j<5).
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Nous allons prouver les relations asymptotiques

J2n
(21) I, = <1—s+o(1)>S(N)
1 .
22) 1,.=o<s_®), (1<j<9),

qui suffiront donc & établir le théoréme 3.

Pour 6 réel, p premier et v entier > 1, on a

1 o _v(@v+])
=]+ - 9 1 — (01 2+ 1 Y.
G2 z p vlog 55— (@ log p)* + O((6v log p))
Il existe donc une constante c, telle que pour {8] < ¢,/R(N) le membre
de gauche soit de la forme 1 + u, avec |u| < 1/2. La détermination
principale de son logarithme vaut alors

j +
Loviogp — V(VZ . 2 @ log p)? + O((®v log p)’)

2
d’ou
T(N,0) _ ‘
T(N) plv;L ( +1 mz=: )
= N2 exp { - 9% (N)2+O(93V(N))}
avec

V(N): = Y (vlogp)’ « R(N)S(N)?.

pYIN
Comme R(N) = o(S(N)), on a
TIV(N) = o(1), (N-ow ,Ne),

si 8(N) tend vers 0 assez lentement. Sous les hypothéses du théoréme,
on a donc

N 0
f(N,0) = <~‘xC) %(v8) exp {—% BZS(N>2+0(TiV(N»}

= (i(O) + 0(1)> exp { —% GZS(N)’}
= <1 —g+ 0(1)> exp {—% GZS(N)Z}
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uniformément pour 8 € (I,). Cela implique
T

I, = (1—e+0(1))f

-T

exp {—% OZS(N)Z}dO ,
1
dod (21).

Pour montrer (22), nous écrivons

(23) IF(N,8)l = [x(®)l T]

pYIN

910
gy+1 2 gp

ou g,(u) est la fonction introduite au lemme 1. On a donc

(24) If(N,®)| < exp {_ %(p(N,O)}
avec ,
®(N,8) = ) min(1,(v+1) —e—log p“ )
PN 2n

Pour 8 € (I,), il vient

2
Ovlo 9
oN.9) > ¥ (———g—”) > 5 S(NY

p o\ 2T
d’ou par (24)

® 207 . 1
L[| <2 — == S(N)*} do = ( )
(1] J;l (2.9Y) { I N) } o S(N)

puisque T;S(N) - co.
Lorsque 6 € (1), on a en utilisant ’hypothése (W4) pour u = 2r/(0|

2 2
o(NGO > ¥ min<1,(v";’f < )) > (%) Y (viogpy

PIN PN
p¥ < exp(2n/18])

)
> L sy
21tc2

d’ou

@ 1
I <2 —0S(N)/3 do = .
11| L; exp { (N)/3mcy} 0<S(N)>
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Nous allons voir que I'on a uniformément pour 0 e (I,)

2
—glog pll = c@(N)Y'P*(N)2.

@5) > I

pIN

Cela implique bien (22) pour j = 3. On déduit en effet de (25)
?(N,9) = c,o(N)’P*(N) 2,

d’ou par (24) et (W1)
3] < 2 (log P*(N))* exp {— §c4m(N)3P+(N)-2}
< exp {— %c@(N)’P*(N)‘Z}.
Comme, par la majoration triviale
S(N)’ < R(NY'o(N),

on déduit de (W1) et (W3)

1
2

1
b= °(S<N))'

Pour établir (25), nous fixons un 6 dans (I,) et posons pour chaque
a,0<ax<1,
< }

Nous allons voir qu’il existe une constante c¢s telle que

(26) log S(N) < log R(N) + = log o(N) = o(a(N)’P*(N)~?),

il suit

0
A(a) = card {p :pIN, HZ—n log p

27 A < % o(N)

pour tout o satisfaisant a
o(N)
P*(N)’

0a<c
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ce qui implique (25) sous la forme
2
o(N)
>
) ( spran) 2000

pIN
Par raison de symétrie, nous pouvons supposer 6 > 0. Ona

A@< Y (@) - (o),

ks%logP*(N)ﬁ»a

Elo

En utilisant le résultat classique de Hardy et Littlewood

nxty) - w(x)«n(y) +1, (A<y<x),
il vient

(28) A(x) « (e log P*(N) +<x> <n<P+(N)(e4W°— 1)) + 1).
Pour o = ¢;0(N)/P*(N) et 0e(l;) on a par (W)
PT(N)""? « o «1
d’ou par (28)

P*(N )a/O

A(a) « Olog P*(N) PN

aP*(N) = c;0(N).

On a donc (27) pour c¢s assez petite.

L’intégrale 1, est traitée en faisant appel au lemme 3. En effet on a
d’aprés ce résultat

o(N
> ( 2)

4

9 2
—log p

o(N,8) > ) o

pIN

pour tout N = N(g,) dans o/ et tout 8 de (I,), d’ou
1
L4l < 2exp {(log PH(N)yPF*o — 6n2m(N)}

< exp {—csow(N)} = o( 3 (IN)>

ou la seconde majoration provient de (W1) et la derniére découle de
(26) en remarquant que P*(N) = o(N).

Enfin, nous estimons I; en utilisant (23) sous la forme

If(N,0)| < [x(n0)} «, 72072
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= d9 1
I = = T = o )
Ll «.n LSB’ n"T; 0<S(N)>

d’aprés (W3) et le choix de g, puisque

d’ou

S(N) < R(N)o(N)"? < R(N)P*(N).

Cela achéve la preuve de (22) et la démonstration du théoréme 3.
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CORRIGENDUM

SUR UN PROBLEME EXTREMAL EN ARITHMETIQUE

par Gérald TENENBAUM

Article paru dans le tome 37 (1987), fascicule 2, pp. 1-18

La preuve du lemme 3 est inexacte car la formule (18)* ne découle
pas de ce qui précede. On peut rectifier la démonstration du théoréme 3 en
remplacant le lemme 3 par I’énoncé suivant.

LEMME 3'. — Soit ¢; > 0. Pour chaque £ €]0, 1], il existe un entier
No(ec1,€) tel que, pour tout entier N > Ny(cy,€) satisfaisant &
(16) w(N) > z/(log z)* T17¢
avec x := PT(N), et pour tout nombre réel ¥ tel que
0-1) (log ) /2 < [9] < exp { log2)*/*},
on ait
(17) > 9 logpll? > grw(N)* /m(x)*.

pIN

Avant d’établir ce résultat, montrons comment il peut étre utilisé
pour prouver le théoréme 3.

Page 17, on remplace la minoration de (N, d) pour ¥ € (I;) par
(toujours avec z := PT(N))

o(N,9) > Y| st 10| 2 drew(W)? ()
pIN

* Ici et dans toute la suite, les numéros d’équation simples renvoient & ceux de Particle
original, ceux du présent corrigendum étant de la forme (0-n).
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Cela implique
14| < 2exp {(log 2)3/? — ;Zw(N)?/n(z)?} < exp {~ t2:w(N)3/n(z)?},

puisque w(N)3/z? > z/(logx)** d’aprés 'hypothése (W1). De (26), on
obtient alors I'estimation requise

I4:0(S(:5V)>'

Démonstration du lemme 3'. — Soit Sy (?) la somme & minorer. On
a, pour chaque entier K > 2,
1
(0-2) S (0) > 223 {w(N) ~ Tie(z,9)}
avec

TK(J,',’19) = Z 1.

pP<T
19 log pli<1/K

On majore Tk (z,?) en notant que

k
1< (Frert) = " 2 (1~ B costomky) (il < /).

11 suit
(0-3) Tx(z,9) < —2{$+ sup |7r(z,27rk19)|}

1<k<K
ol 'on a posé

T) = Zp”.

pszT

Le lemme 2 fournit facilement par sommation d’Abel que

(0-4) n(z,T) = 7(z) IiT. {1 + O(é;)} + O(xe‘(l°gz)5/2)

14147

3/2—¢
uniformément pour = 2> 2, |7-[ < ellog =) . Choisissons

= [Ar(2)/w(N)] +1
ou A est une constante numérique que nous préciserons plus loin. Comme
w(N) < n(z),on a

(0-5) Ar(z)Jw(N) < K < (A + Dm(z)/w(N) < (logz) .

En reportant dans (0-3) et en tenant compte de la condition (0-1), on voit
que

72
Tk (z,9) < {1+ 0(1)}aw(N)

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



SUR UN PROBLEME EXTREMAL EN ARITHMETIQUE 319

lorsque £ — oo. En reportant dans (0-2), il suit

Sn(9) > w—(N)S——{l - +o(1)}.

(A +1)27(z)? 4
On obtient le résultat indiqué en choisissant A := g7r2 et en remarquant
que, pour cette valeur,
1 { ) 7r2} _ 1 o1 g
(A+1)2 ) 3+ )2 T T

Nous saisissons ’occasion pour mentionner également une coquille
dans I’énoncé du théoreme 4, ot il faut lire d < z(1 + exp{—(log k¥)?}) &
Pantépénultieme ligne.
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