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1. INTRODUCTION

Soit .o/ une suite d’entiers positifs et # 'ensemble de ses multiples: £ =
{ma: meZ*, aeo/}. Deux théorémes classiques concernent la densité

de %:

THEOREME A (Davenport et Erdos [3]). Tout ensemble de multiples #
posséde une densité logarithmique, égale & sa densité asymptotique inférieure.

THEOREME B (Besicovitch [1]). 1l existe une suite </ dont lensemble

des multiples 88 = B(.of ) ne posséde pas de densité asymptotique.

Les preuves de ces deux théorémes, et beaucoup d’autres informations,
sont données dans le chapitre 5 de [17]. La construction de Besicovitch a
mspiré un lemme d’Erdés [6] qui précise le point fondamental de la

démonstration originale du Théoréme B:

Si d(T) désigne la densité asymptotique de Tensemble des multiples de

A(T):={a: T<a<2T},

alors d(T) — 0 lorsque T — .
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On sait maintenant [39, 40], que

exp{—c \/(log log Tlogloglog T)} <d(T)<
(log T)° (log T)’ ./ (log log T)
avec 0 :=1— (log(elog 2))/log 2 =0.086071...; la lettre ¢ désigne une cons-
tante absolue positive (non nécessairement la méme a chacune de ses appa-
ritions) tout au long de cet article.

De nombreux problémes d’Arithmétique font intervenir la localisation de
diviseurs dans des intervalles du type (7, 27]. Le plus connu est sans doute
la conjecture d’Erdos, récemment établie par Maier et Tenenbaum [34],
affirmant que, pour presque chaque entier », il existe au moins un tel inter-
valle contenant au moins deux diviseurs de n. La fonction de Hooley
A(n) :=max, card{d: d |n, T<d<eT} a été étudiée dans [28-30, 34, 35]
(la constante en facteur de T est sans importance tant qu’elle dépasse 1), et
la fonction d’Erdés t*(n) :=card{k:3d |n, 2¥<d<2**'} dans [12,27].
A une époque, Erdds espérait que sa vieille conjecture pourrait étre prou-
vée en établissant que T (1) = o(z(n)) pour presque tout n (t(n) désignant
le nombre des diviseurs de n). On a montré dans [12] que ce n’est pas le
cas.

Il est évident que I'ensemble des multiples de {J, ., S/ (2*)=2Z"* est de
densité 1. Mais quelle est la maniére la plus “économique” de choisir les
intervalles &/(T) tout en conservant la propriété que I'ensemble des muiti-
ples de leur réunion soit de densité 1? Autrement dit, quelle est la vitesse de
croissance limite pour une suite {7,: k=0, 1, 2,...} compatible avec la con-
dition dens(Uy .o Z(#(T,)))=1? Erdos a conjecturé l'existence d’une
constante 4> 1 telle que le choix T, =exp(k*) soit admissible. Nous éta-
blissons cette conjecture au § 2.

La démonstration repose sur les notions de densité divisorielle
[25, 26, 411, et d’équirépartition sur les diviseurs [4, 24, 25, 41]. Rappelons
briévement les définitions. On dit qu’une suite .o/ posséde une densité divi-
sorielle Do/ =z si

t(n, of) :=card{d:d |n,de of } ~zt(n) (p-p.).

On dit qu’une fonction f: Z* — R est équirépartie sur les diviseurs (erd) si
la quantité 4(n; f), définie a la Sect. 3, est o(t(n)), p.p.. Ici et dans la suite
la mention p.p. (presque partout) signifie “sur une suite de densité 1”; nous
utiliserons également la notation p.p.l. pour “sur une suite de densité loga-
rithmique 1”—donc une condition plus faible.

Les concepts de densité divisorielle et d’équirépartition sur les diviseurs
sont interdépendants et en corrélation avec celui d’ensemble de multiples.
Cest cette liaison qui est a la base du présent travail.

Le Théoréme A cité plus haut nous a suggéré la véracité du résultat sui-
vant.
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THEOREME 1. Soit o/ une suite dentiers telle que t(n, o/ )~ zt(n), (p.p.l).
Alors Do/ = =

Une autre particularité de la notion est que les progressions arithmeéti-
ques (autres que Z ") n'ont pas de densite divisorielle. Cela pourrait passer
pour une déficience de la définition. En réalité, I'ensemble des suites ayant
une densité divisorielle posséde une structure relativement rigide. Dans le
théoréme simple suivant, nous en exhibons un aspect qui permet effective-
ment d’en exclure des suites dont les propriétés multiplicatives sont trop
simples—comme les nombres sans facteurs carrés ou les progressions arith-
métiques.

THEOREME 2. Soit &/ une suite dentiers. Une condition nécessaire pour
que Do/ =z est que, pour chaque entier q fixé, Ton ait Do/ (q)=: ou
A(q):={mmqge o}

Les deux théorémes suivants ont été prouvés dans [417.

TutorREME C. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite <7,
de fonction caractéristique y, posséde une densité divisorielle égale a - est que

Y =o(/log x)

k<x

am)—z
L gE

m=0(mod k)

THEOREME D. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit erd
est que Ton ait, pour chaque entier positif v,

XX %ﬁ%f((mlm”] = o({/log x)

k<x m << x
m=0(mod k)

Dans ces deux énoncés, 2(m) désigne le nombre des facteurs premiers,
comptés avec leur ordre de multiplicité, de lentier m.

Le Théoréme 2 est une conséquence immeédiate du Théoreme C: il suffit
de restreindre k& a parcourir les muitiples de g. On peut aussi procéder
directement. Il suffit en effet de supposer g premier; définissant g = f(n) par
pPln, il vient

t(n, o(q))=card{d:d |n,dge o}
=card{d: dq|nq, dge o}
=1(ng, o/ )—card{t: t|ng, te L, q}1t}
=1(ng, o) —t(ng " o)
=(z+o(1))t(ng) —(z+0(1)) t(ng "), (p.p.),
=(z+o(1)) t(n), (p-p-)-
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Aucune des deux démonstrations ne semble réversible. Cela pose le pro-
bléme de lexistence d’un ensemble 2<=Z*\{1} tel que les conditions
Dst(q) =z, g€ 2, impliquent D&/ = z. Le Théoréme 2 montre que 'on peut
se restreindre au cas ou 2 est inclus dans la suite des nombres premiers.

Dans 'un des tout premiers travaux consacrés a ’étude de I'équiréparti-
tion sur les diviseurs, Katai [32] a donné une élégante condition nécessaire
suffisante pour qu’une fonction additive soit erd. Il semble & présent naturel
de déduire ce résultat du critére général énoncé au Théoréme D. Cela fait
I'objet de la Sect. 4.

Lorsque f est additive, la fonction e(vf(n)), v € Z, est multiplicative. On
est donc amené & évaluer des sommes du type

s &) G)gm

n<x n

ou g appartient a la classe .# des fonctions multiplicatives complexes de
module au plus 1. Abordé directement & la Sect. 4, ce probléme induit la
question du comportement asymptotique des sommes

2 gln) yo

n<x

pour ge #, 0< y <2, que nous traitons a la Sect. 5. Le résultat obtenu
é¢tend le Théoréme de Delange-Wirsing-Halasz, qui correspond au cas
y=1.

On sait que les fonctions (log log d)*, (log d)?, 6d sont erd si et seulement
sia>1, >0, et 0 est irrationnel, respectivement [4, 25, 417]. Elles ne sont
pas additives (sauf si f=1), et, de plus, |6d| est a croissance trop rapide
pour que le Théoréme 2 de [41] ou les résultats de la Sect. 3 ci-dessous
s’appliquent. Cela est également vrai pour la fonction d* « > 0. Il est bon
de garder 4 I'esprit que les diviseurs d’un entier “grand” et dont les facteurs
premiers sont normalement répartis ont grosso modo une croissance expo-
nentielle: on s’attend donc a ce que la correspondance avec le cas de I’équi-
répartition usuelle (mod 1) sur les entiers soit logarithmique. Partant, il
faut considérer la croissance de 4 comme tres rapide. En utilisant le Théo-
réme D, nous montrons cependant a la Sect. 6 que cette fonction est erd
pour chaque o > 0. Qu’un tel résultat soit accessible souligne les limitations
de I'analogie avec I'équirépartition classique.

Nous concluons cette section par la preuve du Théoréme 1.

Supposons que 7 soit telle que t(n, o)~ zt(n), (p.pl); on a

Y ! <r(n, 4)_ 2)2 = o(log x).

n\ 7(n)

nEx

641/22/3-5
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Donc

et il suffit de prouver que

(Y2
S(x):== Y (vl ,i)mn;r(n)) = o(x).

n€x

Posons r(m)=3%. {(x(d)—z)(x(d')—z): [d,d']=m} (ou y est la fonction
caractéristique de /), de sorte que

r(m) 1
L(x)= Z 490myy, hg/m 42wy

m<x

11 est bien connu que pour 0 < y <2, il existe une constante C(y) telle que

Y ¥ =C(y) x(log x)” "' + O(x(log x)* ~?).

n<x

Il s’ensuit que

1 x ; 1/4
L(x)=4C (Z) j] <1og ;) dR(1) + O(1).

et similairement

1 x X 73/4 X
S(x)=C (Z> x L <log 7) dR(1)+ 0 <W)

r(m)
49y

ou

R(t):= Z

Ensuite, nous calculons ia transformée de Laplace de la fonction L(e®).
Par la formule de convolution classique, nous obtenons

L(s):= j: e "L(e’)dv=4C (%) (4> RS) +0 <§)

lorsque s — 0+, et, puisque L(e”) =o(v) par hypothése, nous en déduisons
que

R(s):= Loo e " dR(e*) =o(s ).
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Le théoréme de Hardy-Littlewood—Karamata implique donc
R(e") = o(v™");

(la difficulté mineure provenant du fait que r(m) n’est pas de signe constant
peut étre contournée en ajoutant 3°*™). 1l reste & établir que

j" (— 1)~ dR(e") = o(1)
)]

lorsque u =log x — co. Comme |r(m)| < 32", on a |dR(e*)| < dR* ("), ou

R¥(t):=Y L <%>9("ﬂ,

m

m<t

et, donc, l'intégrale précédente vaut

JM —nu (u—v) ** dR(e’) + O(n"*)

nu

uniformément pour 0 <n < 1. En intégrant par parties, on obtient que cette
quantité est

(L —n)u
<o()n ¥+ [ o) —0) 0¥ do+ O
nu

pourvu que nu — co. Si # — 0 suffisamment lentement, cette majoration est
bien o(1), ce qu’il fallait démontrer.

Une version avec terme reste du théoréme de Hardy-Littlewood-
Karamata [14] permet de déduire de celles de L(x) des majorations de type
“O” pour S(x). Cependant, les résultats que I'on peut atteindre par cette
méthode sont trés faibles: si 'on dispose de suffisamment d’informations
concernant 7, il est en général préférable de s’attaquer directement au
probléme de I'estimation de S(x).

2. LA CoNJECTURE D’ERDOS

THEOREME 3. Posons T, =exp(k?), k=1, 2, 3,..., pour tout A fixé <A,
ou Ay =1.314578... satisfait a A, log(1 —1/244) +24,—2=0. Alors presque
tout entier posséde un diviseur dans Tun des intervalles [T, 2T,).

Soit A, le supremum des nombres A pour lesquels la conjecture d’Erdos
est valide. On a 1, > 4,. L’argument heuristique suivant suggére que 4, =
1/(1 —log 2) = 3.258891.... Les diviseurs de n occupent I’échelle logarithmi-
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que [0,logn] dont les intervalles [T,.2T,) couvrent une longueur
approximativement égale a (logn)"* log2, c'est-d-dire une proportion
d’environ (log n)"*'~! log 2. 1l est raisonnable de penser que la conjecture
ne peut étre réalisée que si cette valeur est au moins égale 4 I'ordre normal
de 1/2(n), soit (log n)~'°82. Cela conduit a la borne 4, citée plus haut.

Il est parfois possible de donner des preuves probabilistes de P'existence
de diviseurs dans des ensembles minces [8,9,22]. Il peut également se
produire qu'une démonstration probabiliste soit (gravement) en défaut et
que le résuitat qu'elle suggérait soit pourtant démontrable par d’autres
moyens [11]. Nous ne pouvons pour le moment confirmer la supposition
A, =1/(1—log 2) ni d’'une maniére ni de 'autre, mais, nous notons que la
majoration de d(T) énoncée au début de I'introduction implique I'inégalité
4,<1/6=11.618270... En effet pour A>1/3, le produit infini [z,
(1 —d(T,)) est convergent, et, d’aprés un théoréme de Behrend, sa valeur
ne dépasse pas 1 —d |J, B(T,)< 1.

Preuve du théoréeme. Dans un premier temps, supposons A< 1. Pour
k>ko(4), les intervalles [T,,2T,) et [T,.,,2T,,,) se chevauchent et
donc pour 1> ny(4), n lui-méme appartient a I'un de ces intervalles.

Examinons ensuite le cas A= 1. Il faut montrer que presque tout entier
posseéde un diviseur 4 tel que logd<log2 (mod1). Cela découle
immédiatement de [21; Theorem 1]. On peut méme considérablement
affiner ce résultat. Il a été établi (indépendamment) dans [23] et [31] que
pour chaque z fixé de [0,1], on a

|card{d: d |n, log d< z(mod 1)} — zt(n)| <m’)§2v (P-p.),

pourvu que 5 < (log n/log 2) — 1 =0.651496.... On connait donc assez bien,
pour presque tout s, le nombre des diviseurs qui appartiennent & la
réunion des intervalles [T, 27T,). Le résultat suivant est un corollaire
immeédiat de [9; Theorem2].

THEOREME 4. Supposons que E(k) — oo lorsque k — oc. Alors, pour pres-
que tout n, il existe un entier k et un diviseur d de n tel que

- ' S low by
ek <d<€k(1 +k710g2+§(k)/\/ (logk))

De plus, si E(k) > —oo, Pensemble des entiers n ayant cette propriété est de
densité asymptotique nulle.

Les résultats de [9] dépendent de théorémes de Théorie Probabiliste des
Groupes (cf. par exemple [10]). Il est usuel, lorsque de telles méthodes
sont applicables, qu’elles fournissent une information assez fine.
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Il reste a traiter le cas le plus important, soit A€ (1, 4,). Posons «=1/4.
11 suffit de montrer que, pour presque tout n, il existe un diviseur d et un
entier & tel que

k<(logd)y*<k+3ik'~*
Posons
o = s () := {d: (log d)* < J(log d)*~ '(mod 1)}

et, soit # 'ensemble des multiples des nombres de .. Nous devons établir
que % est de densité asymptotique unité. Grice au théoréme de Davenport
et Erdos [3] énoncé dans I'introduction, il suffit de prouver que # est de
densité logarithmique 1.

Posons f(d)=(logd)*. On sait [41] que f est erd et la conclusion
souhaitée découlera d’une estimation adéquate de la discrépance. Avec les
notations de la Sect. 3 ci-dessous, on voit que si 4(n; f) < it(n)(log n)*~!,
alors ne #. En effet, on peut choisir u=0, v=1% (logn)*~' et en déduire
que

card{d: d |n, (log d)* <} (log n)* '(mod 1)} > & t(n)(log n)* .

Comme uf”(u) = a(log #)*~", on peut appliquer le corollaire au Théoréme 5
énoncé plus bas, avec §=1—a. On trouve que, si £(n) —» o avec », on a

A(n; f)<&(n)t(n) loglogn  (p.pl),

ou y =log,(4 — 2a). Puisque I'ordre normal de t(n) est (log n)'°¢2, il s’ensuit
que pour chaque ¢>0, on a

A(n; f)<zt(n)logn)<**  (ppl),
ou

1 1 1
Kzzlog(4—2a)—log2=§10g(1 _ﬁ>'

Comme A< iy, ona k<i '—1et k+e<a—1 pour ¢ assez petit. Ainsi
A(n; f) < irt(n)(log n)*'; cela achéve la démonstration.

3. DISCREPANCE

Soit f une fonction arithmétique (f: Z* — R) qui est erd, c’est-a-dire

A(n; f)
= sup |card{d:d |n, f(d)e [u,v)(mod 1)} —1(n)(v—u)| =o(t(n))

Ogu<vgt
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Dans cette section nous obtenons une majoration, valide p.p.l. pour
A(n; f) sous 'hypothése que fe C'(R*), que uf’(u) est monotone pour u
assez grand et satisfait une condition de croissance. Le type de condition
que nous envisageons comporte un parametre unique f e {0, 1) qui mesure
la précision de notre borne supérieure pour 4. Nous imposons

(log u) P < uf"(u)| < R((log )’} (u>uy),

ou R appartient 4 une classe de fonction décrite plus loin. Cette classe con-
tient par exemple la fonction R(u)=exp(\/z~4): nos résultats s’appliquent
donc a f(u) = (log u)* pour tout a>0.

THEOREME 5. Sous les hypothéses précédentes, on a

I A(n; f)?

7 (2 12y <(loglogx)"log x

"< x

COROLLAIRE 1. Si &(n)— oo lorsque n— o, on a
Ad(n; fy<i(n)t(n)’loglogn  (ppl),

avec v =log,(2 + 28)

COROLLARE 2. Sous les hypothéses précédentes, f est erd,

En effet, définissons pour chaque z de [0,1] la suite &/(z;f)=
{d: f(d)<z(mod 1)}. D’aprés le corollaire 1, 4(n; f)= o(z(n)) p.p.l. donc
t(n, &{z; {)}~zt{n) p.p.l. pour chaque z fixé. D’aprés le Théoréme 1, on a
donc DA (z; f) =1z pour chaque z fixé, 0 <z < 1. On a montré dans [26]
que cela implique que f est erd.

La classe des fonctions qui sont erd pour de simples raisons de
croissance comprend donc des fonctions d’ordre relativement élevé, comme
Jiu)=exp( /log u). Pour des fonctions f a croissance lente, comme f(u)=
(log log u)*, on dispose du corollaire 2 au Théoréme 2 de [41], qui est
optimal. Le Théoréme 5 ne donne rien dans le cas de telles fonctions parce
qu’il correspond au cas f=1. Le Théoréme 6 énoncé a la fin de cette sec-
tion, étend le domaine de validité du Théoréme 2 de [41] et par la-méme
notre connaissance des suites par blocs d’Erdos.

Deécrivons maintenant la classe des fonctions R; elle est définie par les
deux conditions suivantes:

(i) R:R™ — R™ croit assez vite pour que, quel que soit le réel positif
a <1 fix¢, il existe un b=5(a) <1 tel que

R(au)<,; R(u)".
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Q(n) v T ;
Ty -_-JO x dX_v(”)+0(m)

ou

|dy,(v)| <v~ " dv uniformément pour $ < y <4,

Le probléme de la détermination des couples {x,, R} pour lesquels on a
(1i) est assez intéressant. Bien entendu, en dehors du présent contexte, il
faudrait considérer un domaine de variation plus étendu en y. Nous n’ap-
profondirons pas cette question ici, et, nous nous contenterons de noter
que 'on peut choisir

sin wy
(1 —v) v’ h(1

R(u) = exp{c(e)(log u) ¥~ 7}

dy,(v)= —o,p)dv (0<y<y,<l),

ol c(g) est positive pour chaque ¢ positif. Nous avons posé

h(s, )= (s=1)" {s, y)=(s =)' [T (1 = yp~) !

(initialement définie dans le demi plan Re(s) > 1 et prolongée a un domaine
convenable simplement connexe et sans zéro de la fonction zéta de
Riemann [47]). Remarquons également que la condition (i) implique
I'existence de constantes positives ¢, k telles que R(u)>exp{cu*}, d’ou

j” uR(u) P du<oo  (6>0).

0

Preuve du Théoréeme 5. Posons

Q(n) o 9(")

Lix, y):= ¥ Z—a(m f)*< z

n<Xx =

pour 6 =1+ 1/log x et ye [1, 1]. L'inégalité d’Erdés et Turan pour la dis-
crépance [33] et celle de Cauchy-Schwarz impliquent que I'on a, unifor-
mément pour TeZ*,

()2

+ (log T) Z%

v=1

A(n; f)*<
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ou
o n; f) =) evf(d),  (e(x):=exp(2inx)).
d|n
La contribution du terme t(n)?/T? 4 la majoration de L(x, v) est

1 {(o, y)*
<-7-;2-Z—(-2;:“—-) ( —1) =0(1)

si I'on choisit 7= [log x]. Nous allons montrer qu'avec ce choix de 7 on a

oo Q(Hl T
Z

1
7 2 = loum f)I? <(log x)**** log log x;

v=1

la conclusion s’ensuit en choisissant y = 1/(2 + 2f). Posons

o0 yQ(n)
Z(o,0)= ¥ Lo ot )12
n=1
o =« yQ([d,I])
={(o, y) dgl El E(Vf(d)“vf(f))m
B xr W yQ(df) B r g, y)
= C(U’ y) dg] ’gl (dt)a ( f Vf ),|(§1) yQ(r)

S0 )| 0 el o)

ou I'on a posé

$(r;o, y)=r"[1A—yp~")<r°.

plr

Pour chaque M eZ™*, la somme intérieure est (uniformément)

ow 1/2
<(log M)ujM e(vf(ur))u—° (L (1—v) u-vdxy(u)> du

fw R((log ur)?) "
M R(logu)

On choisit M = [exp{(log x)* + c(log r)’}]. Si ¢ =c(p) est assez grand, on
voit que pour u> M, on a (logur)? <ilogu. Avec b=b(}), le troisiéme
terme est donc

[ _ v
<VJ R(lOg u)b ldu—VJ;OthR(l)b ldt<W.
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La contribution de ce terme a la somme finale est négligeable et celle du
terme (log M)’ compatible avec la majoration annoncée. Il reste a estimer
le second terme, soit

1/2 o0
J, (v atrme [ em g ) dr dy (o)

0

compte tenu du changement de variable défini par » = Me’, et, ou I'on a
posé

, 1
(1) == fo e(vf(Mre”)) do <= (log(Mre)”

d’aprés le Lemme 4.2 de [43]. En intégrant par parties en ¢ on majore I'in-
tégrable double par

1 r172 0
«;j (v+0—1) M=~ [ " e C+e (1P + (log Mr)"} dr di,(v)
0 )] .

1 r12
<;J M *{(v+a—1)"P+(logMr)®} v ¥ dv
0
<% {(log x)* + (log Mr)* }(log M)> !

<% {(log x)* + (log r)"}.

La contribution de cette majoration a la somme finale ne dépasse pas la
borne annonceée, et, cela achéve la démonstration.

Nous concluons cette section en énoncant une forme plus forte du
Théoréme 2 de [41].

THEOREME 6. Soit {b,} une suite croissante de nombres réels satisfaisant
a
card{j: b, < x} <R(n(x)log x)

ou n{x)=o0(1) et R est une fonction de la classe décrite plus haut.
Si la suite

o ={a:3j:by<a<by,,}
posséde une densité logarithmique égale a z, alors Dsf = z.

COROLLAIRE 1. Conservons les notations du théoréme précédent. Si f est
une fonction derivable sur R™ telle que
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(1) f'(x)=o(1)
(i) la suite {f(n):n=1, 2, 3,...} est équirépartie modulo 1,
et, si 0 est une bijection croissante de C'(R™) satisfaisant a
(iil) H(x)<®(x)xlogx
(iv)  8(x)<R(n(x)log x)

alors la fonction < 0(d) est erd.

COROLLAIRE 2. Si g est une fonction dérivable sur R et s'il existe une
fonction 8 satisfaisant aux hypothéses du Corollaire 1 telle que

(i) 19'(x)/g'(x) + |xg'(x)]| = o(8(x)),
(ii) 68'(x)/g'(x) soit monotone a I'infini;
alors la fonction g(d) est erd.

Nous nous bornerons a faire quelques remarques concernant les démons-
trations, pratiquement inchangées. Aprés avoir prolongé a R* la fonction
caractéristique de &7 en posant y(u) := x([u+1]) et défini

M) =3 3)*",
n<iu
on constate qu’il suffit de montrer que I'on a

x/k _— - 3/4
JM/ 2(—(—]ﬂ—"dM(u)=o(logx<log§> / )

x/x1 u k

uniformément pour k < x, := x exp{ —#(x)log x}. On estime l'intégrale en
écrivant M(u) = M (u)+ &(u) ou M, e C'[1, x] est seulement astreint a la
condition

F |ldM'i(e”)f <o~ ¥,

v

Les détails sont comme dans [41], sauf pour le choix

172
M) =| "' dyyate)

qui remplace I'approximation précédente ¢,(u). Le Corollaire 1 découle du
Théoréme et du fait que, pour tout & >0 assez petit, les suites
At ={d f([0(d)])<z+e(mod 1)}

sont de densité logarithmique z 4+ & On obtient le corollaire 2 en vérifiant
que f(x)= go6~!(x) satisfait aux hypothéses du Corollaire 1.
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4. LE CAS DES FONCTIONS ADDITIVES ET LE THEOREME DE KATAI
Dans [32], Katai a prouvé le résultat suivant:

TreorReME E (Katai). Soit f une fonction arithmétique additive réelle.
Alors [ est erd si, et seulement si, on a pour tout entier relatif non nul v
5 Ivf(p)I? _
> P

+o0. (1)

On obtient ainsi, par exemple, que les fonctions di— 0Q(d) et d— Bw(d)
sont erd si, et seulement si, 6 est irrationnel. L’idée essentielle de Katai,
pour démontrer le théoréme E, consiste & considérer les moyennes de Weyl

au(n, f)=1(n)"" ) e(v/(d)).

din

Drapres le critére de Weyl, si 4(n; f) — 0 alors o ,(n; f) = 0. De plus I'iné-
galité d’Erdés—Turan

1 T
A(m; f) <+ Y

v=1

1 . 1 S . 2 2
s i<+ 3 lom 1)

v=1
implique

T 1/2
5 a0if)<5+(x T lon?)

n<x v=1n<x

on voit donc que la validité, pour tout v non nul, de la condition

Y loy(n ))I*=o(x) (2)

n<x

est nécessaire et suffisante pour que f soit erd. Lorsque f est additive, les
fonctions n—s |a (n; £)|? sont multiplicatives et de module <1. D’aprés le
théoréme de Wirsing ([49, Satz 1.2.27]) on a alors:

xli_{xlwi ¥ lav(n;f)|2=l—[<1—11)) f lo(ps O p~7

n<x P j=0

ou le produit infini doit étre intérprété comme valant 0 lorsqu’il est diver-
gent, c’est-a-dire lorsque I'on a

= 4.

1—lo(p; NI? _ 1« 1—cos(2mvf(p))
; p _2§ p

Cette derniére condition est classiquement équivalente a (1).
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On peut également donner une courte preuve du théoreme E en utilisant
le théoréme D, le théoréme taubérien de Karamata et le lemme suivant:

LemMme 1. Soient f et g deux fonctions arithmétiques additives réelles
coincidant sur lensemble des nombres premiers. Alors f est erd si, et seule-
ment si, g lest.

En effet, admettons momentanément ce lemme qui nous permet de nous
restreindre au cas ou f est complétement additive. On a dans cette circons-

tance
e(vf(n)) 1 x
kgr ngv n49(n> N kz<:‘( k4g(k) SV E ’
xlns 3
ou I'on a posé
e(vf(n))
Sv(ll) = 2 '—W

n<u

En remarquant que S,()=S.(x)+ O(e(log x)'*) pour k<x*, on
constate que I'équirépartition de f sur les diviseurs équivaut a la validité de
la relation asymptotique

S,(x)= o((log x)""). (3)
En appliquant alors le théoréme de Karamata aux séries de Dirichlet

L 1+ cos(2nvf(n)) 1 1+ sin(2nvf(n))
) ngm & X
n=1

n=1

1

nd s n
on obtient que (3) a lieu si, et seulement si,

o eyf(n))

Flo)=) ———L =9(c
(o) ngl Lt ogem o(e™ ")

lorsque 6 - 0+. Or on a,

| _e0f(p))

AP =TT {1 -2 s

P

-2 cos(2nvf(p)) 1 -1
=H<l_ 2p1+a +16p2+20> ’
P

d’ou P'on déduit facilement la conclusion souhaitée.

Preuve du lemme 1. Supposons f équirépartie; il existe donc une suite
d’entiers {n;: j=1, 2,...} de densité 1 telle que, pour tout intervalle 7 du tore
R/Z, on ait en notant A la mesure de Haar sur le tore

t(ny; f, 1) :=card{d:d |n, f(d)e I(mod 1)} ~ A(I) 7(n;)
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lorsque j — + 0. Considérons alors un entier k arbitrairement grand mais
fixé. La densité de la sous-suite {n,(k): j=1,2,.} de {n;} constituée de
tous les n; qui sont produits de facteurs premiers distincts et >k vaut
(6/7%) T1,<x (1+(1/p))~". Notons {m,(k):h=1,2,..} la suite des entiers
dont tous les facteurs premiers sont <k; la densité¢ de la suite des entiers
qui sont le produit d’un m,(k) par un n,(k) vaut

6 ' 1

— 14+~ 1= —— .

n’ p[lk< +P) hgl ) pl;[k <1 PZ)

Cela implique, pour tout ¢ de ]0, 1[, lexistence d’un k=k(c) et d'un
ho = hy(e) tels que, la suite L(k, hy) des entiers n qui se décomposent sous
la forme n=m,(k)ni(k), ave 1 <h<h, et j>1, soit de densité >1—e.
Etant donné un intervalle / du tore, on obtient, lorsque n=m,(k) n,(k)
tend vers l'infini en restant dans & (k, Aq),

n g, D= Y (ngk) g, —gd)+D)= ) t(nik);f,—gd)+1)
dimpik) dlmy(k)
~t(m(k)) AI) t(nk)) = A1) t(n).

Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, cela achéve la démonstra-
tion.

Remarque. En comparant les deux démonstrations du théoréme E on
voit que les conditions (1), (2), et (3) sont équivalentes. En fait, on peut
montrer élémentairement le résultat général suivant:

Etant donnés un nombre réel y,, 1 < yo <2, et une fonction multiplicative
complexe g a valeurs dans le disque unité et telle que pour ye[1, yo[ et
p=2ou3onait 37, g( P y/pY #0, les quaire propriétés suivantes sont
équivalentes:

(1) dye]0, yo[ tel que

(n)
)} y—-—n‘(’@wmogx)y); (4)

(ii) la relation (4) est satisfaite pour tout y de 10, yol:
(iii) pour presque tout entier n on a |3 4, g(d)| = o(t(n));
(iv) 2, (1—-Reg(p))p=+co.

5. UNE GENERALISATION DU THEOREME DE DELANGE-WIRSING-HALASZ

Nous avons vu dans la section précédente comment le probléme de
I’équirépartition sur les diviseurs d’une fonction additive réelle se raméne a
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celui de la validité d'une relation du type (4) avec y=4. Dans le cas y =1,
le théoréme de Delange-Wirsing-Halasz fournit un équivalent asymptoti-
que de la moyenne de la fonction multiplicative g de module <1; on en
déduit un équivalent du membre de gauche de (4) par simple sommation
d’Abel. Le probléme général de I'estimation de

Y, y"g(n)

n<X
pour y réel, 0 < y <2* a été abordé par Timofeev [42] dans le cas y > 1 et
peut étre complétement résolu en utilisant un résultat de Wirsing [49] et la
méthode de Halasz dans [16]. Ainsi le Théoréme 7 présent€ ici n'est pas, a
proprement parler, un résultat original. Il nous a toutefois sembié utile d’en
donner un énoncé précis et une démonstration compléte—ce qui, a notre
connaissance n'existait pas dans la littérature.

THEOREME 7. Soit g une fonction multiplicative de module <1 et soit y
un nombre réel, O < y <2. Alors
(1) Sl existe un nombre réel 1 tel que la série

1 — Ref it
y egp(p)p )

(5)

converge, on a, pour X infini,

K (y) xl+ir
,82(n) D
gJ )= T

(log x)*~! L(log x)* + o(x(log x)* ') (6)

ou K.(y) est égal au produit infini convergent
1y L . o
H(lw-) exp{ —iy Im(g(p)p~"' ")} Y ye(p)p T (T7)
» P i=0
et ou L.(u) est la fonction a croissance lente et de module 1 définie par

L.(u):=exp {ilm Y g(p)p-(l+ir;}'

p<e¥

(i1} si la série (5) diverge pour tout t, on a, pour x infini,

Y y¥"e(n) = o(x(log x)* ). (8)

B X

* 8i l'on remplace £ par w, cette condition devient 0 < y € y, ou y, est arbitraire,
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Remarque. Posons

K.(»)/{r(ya+in} si le produit (7) converge
0 sinon.

Ki(y) :={

11 existe alors un réel 7 tel que 'on ait pour x infini

2(n) logx |
3 TE (o) [ e L) dckofog 1),
0

n<x

Comme l'intégrale est o{(log x)*) si, et seulement si, t #0, on voit que
(4) équivaut & Ky(y)=0. On retrouve ainsi I'équivalence des conditions (i),
(i), et (iv) de la derniére remarque de la section 4.

DEMONSTRATION.  Montrons le point (i). Dans un premier temps, on a

1
Y ‘Pigég(w:(l-ﬂ?(l))logx. (9)

p<x
En effet, si 'on note respectivement r(p) et 6(p) le module et l'argument du
nombre complexe g(p)p~*, avec —n < 0(p) <, on peut écrire le membre
de gauche de (9) sous la forme

¥ logp+0( 5y e,,logp)

BP<x p p<x p

avec ¢, :=|1—r(p) e®?| <1 —r(p)+10(p)l. Des inégalitées 1 —r(p)<1—
Re(g(p) p~ ™) et |8(p)|> <n*(1 —Re(g(p) p~—™)) on déduit alors la conver-
gence de la série 3, £2/p, d’ou, pour x, < x,

2 2y 172
ngzzb_{gj_&r{ v ﬂgg_f’l_.z&} :

P<x £y YEp<x p P2 Xl p

en choisissant x, =x"" - +o0, on obtient (9). La fonction arithmétique

ni>y?™e(n) n =" satisfait donc aux hypothéses du Sarz 1.1.1 de Wirsing
dans [497], d’ou

Z yﬂ(n)

n<x

H Zyg —j(1 +it)

p<xj=0

F(y)logx

1 :
~—mx(logx)” 11 G, L.(log x)*,

p<x

ou G, désigne le facteur d'indice p de (7). En utilisant linégalité
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llog(1 + 1) — u| <2|u|* valable pour |u| <3, neC. on montre que, pour p
assez grand,
I —Re S 16

(glp)p ") 4

log G,| <y .
gG,l » =7

Cela implique la convergence du produit infini (7} et, par conséquent, la
validité de la formule asymptotique

) K
L vl n = (T L (log )" +of1) ) log ). (10)

Le fait que L, (u) soit une fonction a croissance lente de u découle de (9)
par sommation d’Abel. Une nouvelle intégration par parties permet ensuite
de déduire (6) de (10).

Montrons le point (i1).

Remarquons d'abord que 'on peut s¢ restreindre au cas d’une fonction
complétement multiplicative. Admettons, en effet, que la conclusion est
valide pour la fonction g* définie par g*(2)=g*(3)=0, g*(p)= g(p) pour
p=5, et g*(p/)= g*(p) pour tout p et tout j=1; si x, désigne le caractére
principal modulo 6 et 4 la fonction multiplicative déterminée par I'identité

nygn)=Yy hid)g (d)

dln

on vérifie facilement que A(p) =0 pour tout p, A(2/)=h(3/)=0 pour j>1,
et, |h(p/)| <2/ pour p>5 et j> 1. Ainsi il existe un >0 tel que la série
>x  y?9h(d)d"~" soit absolument convergente et 'on a:

Y. xo(n) y*g(n)| < Y ¥y h(d)]

n<x d<x
y*Nh(d)| _1 ¥y h(d)|
< ——o(x(log x)* ")+ _
d;ﬁ 7 (log x)’ b}jﬁ 7
= o(x(log x)* ).

Y g*(m)y

m < x/d

“xlog x

On en déduit (8) en utilisant I'inégalité
Q(d)

)/?
2 d

d|6%

2y g(n)| <

n<x

Y Xoln) y?g(n)

n<x/d

et la convergence de la série 3 6. y<“/d.
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Supposons, donc, la fonction g complétement muitiplicative et introdui-
sons les notations suivantes:

(s, y):=TT(A=yp~)"", Gis, y):=TT(1-ye(p)p~) ",
P(T, x) :=|n|1inT Y 1—Re(glfp)p”)’ N(x):= Y y®"g(n)logn.

Pour tout réel positif T fixé, on a lim, , , P(T, x)= +o0. La relation
1 w _
—=G'(s, y) ='[ N(e¥) e e ™ du
s 0
montre que, pour ¢ > 1, la fonction 17— — /(o +it) G'(6+1it, y) est la

transformée de Fourier de la fonction u+— N(e*)e~*°. L'existence de la
majoration triviale

[N(e*)| <, e*u” (11)
permet donc d’écrire la formule de Plancherel
+ o0 ’ 2 ©
X(o) :=j SACP =2nj IN(e")|? e 2 du. (12)
—w 0

En écrivant (12) pour la fonction G, (s, y) :=G(s+im, y), meZ, et en
constatant que (11) est également valable pour la fonction N,, correspon-
dante, on obtient pour 1 <o <2,

R

m—

2

<k, (c—1)"1 "%

1 1 4
G Pdess | | D)
1 —1 N

d’ou, pour 7>0,

J\III>T

G'(s, y)|°
S

drg, T (o—1)"""2 (13)

De plus, on a:

'[IIIST

alors que, d’une part,

IG(s, »)l =exp{_ yea —Re(g(p)"p""“))}
{(a, y) phk=2 k Pkg

<exp { —%P(T, e‘/‘”‘”)}

2 dr

|s|?

G'(s, y)
G(s, y)

G'(s, )|’
S

+ o
&t < max |G(s, y)|2f

ltls T

641/22/3-6
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et que, d’'autre part, la formule de Plancherel appliquée a G'/G s'écrit

d o
s (1:2 L)

On obtient donc finalement

Y ¥ g(n) An)| e du(o—1)"".

n<et

J*-%ac !G(S y
|G(s, )

o)<k, (e—1)"'~% <T“ +exp{—g§P(}‘Z e““"“)}\). (14)

En utilisant encore (12) sous la forme

NG 2 e V)
lo)=2n j —3'12(_aT)d Z7) e du

il vient, en choisissant o= 1+ (1/log x),

f‘lN(u)l du
o
. 2 . 12 )
s{j ‘NS;N dwf d—:} <, (k)gx)v"“(T“"2+exp{~‘:-P(T’ -’f)})
1 )]

d’ou, pour chaque &> 0 fixé

f [V(u)]

' fN(u)f
ulog X} j‘ u?

«* d
———du<, f (logu)-"“—E + (el
U
<, (log x)* (8~“+s"T“"Z+s”‘exp{—%P(T,x)}). (15)
Le résultat suivant démontré par Elliott dans [5] (lemma 19.3) permet
maintenant de conclure.
LEMME 2. Soit h une fonction arithmétique complément mudtiplicative

satisfaisant a |h(p)l < y <2 pour tout p et soit A un nombre complexe.
Posons N*(u) =3, _, (h(n)—~ A4) logn. Alors on a

* |N*(u)|

.Vx 21

N*(x)— Adx ¥ (h(p)—nk’g"

pex

a’ + x(log x)* log log x,

ou lon a posé v :=max(0, y—1).
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En effet, en choisissant A(n)= y*"g(n), 4=0, et en utilisant (15), on
obtient:

|N(x)| <, x(log x)” (sy+s“T‘1/2+a' exp { —gP(T, x)}

+ (log x)" "7 log log x).

En faisant, dans cette inégalité, tendre successivement x et T vers linfini
puis ¢ vers 0, on déduit

N(x) = o(x(log x)")

d’ou finalement (8) par sommation d’Abel.

6. LE cas f(d)y=d*
Nous prouvons le théoréme suivant:

THEOREME 8. Soit o un nombre réel positif non entier. Alors la fonction
dv— d* est erd. Plus précisément, si y est réel, 0< y< 1, on a pour x infini

)

k<x

= o(x(log x)*~1). (16)

Z e(na) yQ(n)

n<x
kin

Compte tenu du Théoréme D le résultat d’equirépartition découle de la
formule asymptotique, avec y = i, par sommation d’Abel. Nous n’avons pas
cherché ici a expliciter la quantité figurant au membre de droite de (16); le
lecteur pourra y parvenir en réduisant, dans le Lemme 3, la valeur de 4
lorsque j> 12 grice aux résultats de Vinogradov [48], et, en choisissant
convenablement, dans les calculs qui suivent, ¢ en fonction de x.

Le cas f(d) = d* est semblable au cas f(d) = 0d traité dans [4] mais plus
simple car la discrépance de la suite {n*} est majorée indépendamment de
la nature arithmétique de «. Le point fondamental réside dans le résultat
suivant di 4 van der Corput [44, p. 401].

LemMME 3. Supposons a<b, j=2, et considérons une application f de
classe C7 sur Ja, b[. On note

h:=2/, p:= min [fYu)|, o:= max [fP(u).
b

asus asus
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Alors on a

) e(f(k))q <2(b-a){(po=2) "D 4 (p(b—a)) ¥

a<k<?b

+(po ~'(b—a)) "},

Choisissons f(u)=vu® avec v >0; en appliquant le résultat précédent aux
intervalles [a,,, b,,[ :=[27" 'x, 2 "x[ successivement pour m=0, 1,...,
{log x/log 2], on obtient, pour 4> «a, lestimation

Y (xio,a) =Y e(vk®) <&, x{(vx*")H2 4 (ox®) " 4 x72(17)

k<x

En particulier, on voit, en choisissant j= [« + 2 + (log v/log x)1, que pour
tout A >0, il existe un 5> 0, dépendant de « et de A4, tel que 'on ait pour
1<v<x?

Y (X0, 0)<,  x' (18)
Choisissons alors un réel ¢ dans 0, [ et posons x,:=x" x,:=x!"" Le
membre de gauche de (16) est

<<,v U(x; ¥ Cl) + g»“x(]og x‘)z_v* i

avee

Ul y,a)i= 3

xp €k <x;

Z e(maka) yQ(m)

m< xj/k

Or, d’aprés Pinégalité de Cauchy-Schwarz,

}U(X; v, a);2< Z k~1 2 ke((mo:__m/a) ka)yﬁ(mmr)

xo<k <x| mam’ < x/k
x2
<<logx{——+ Y ¥ ke({m*—m'*y k%) }
X0 m' <m<x; x0€ k< min{xy,x/m)

(19)
Lorsque o> 1, on a, d’aprés (18), en choisissant 4 = 2a/e,
Z (u; me - mma ‘x)<:z.s “1 o

pour (min{x,, x/m})"><u<min{x,, x/m} et m' <m < x,; on en déduit,
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par sommation d'Abel, que la somme intéricure de (19) est
<, (min{x,, x/m})*~", d’ou

m

2-n
IU(x;y,oz)|2<ulogx{x2_6+ Y mxivn+ Y m<£> }

m < xgp xp€m< Xy

Ly X7 log x.

La formule (16) découle aisément de cette majoration. Lorsque 0 <a <1,
on majore la sommme intérieure de (19) en appliquant directement (17) avec
J>1/g; il vient, en notant w =min{x,, x/m},

|U(x; 3, )] <, (108 ) (x“ T wAH{(m® — ) Byt 2
m< x|

m<m

+ (ma_m/a)72/h W—Qd/h+ W_Z/h}><a_e,j x27(5

pour tout ¢ satisfaisant a 0<d <min{2a/h, 2¢/h, (5f—a)/(h—2)}. Cela
acheéve la démonstration.
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