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1. Introduction et description des résultats
1-1. Entiers friables

Depuis une quinzaine d’années, ’étude des propriétés arithmétiques des entiers
friables, i.e. sans grand facteur premier, a pris une place considérable dans les
travaux de recherche en théorie des nombres et en algorithmique. Soit P(n) le plus
grand facteur premier d’un entier n > 1. Convenons encore de poser P(1) =1 et
introduisons les notations

S(z,y) :={n<z:Pn) <y},
pour ’ensemble des entiers y-friables n’excédant pas x, et
V(z,y) = [S(z,y)l,

pour son cardinal. La série de Dirichlet associée a ¥(z,y) est le facteur initial du
produit eulérien de ((s), soit

1 1
Y =y =][—— (>0
P(n)éyn p<y1_1/p

ou, ici et dans la suite, nous définissons implicitement, pour s € C, les nombres
réels o et T par la relation s = o + i7.
La majoration de Rankin

U(z,y) <27C(o,y)  (>22,y22,0>0)

est optimale lorsque 0 = o = a(x,y) est défini comme 'unique solution positive
de I’équation transcendante

1
(1-1) Z 08D =logx.

Nous rappelons au Lemme 3.1 infra les principales estimations explicites disponibles
pour « et notons immédiatement, pour fixer les idées, que

o~ log(1 + y/logx) (

r>y>2).
logy

La méthode du col a permis & Hildebrand et Tenenbaum [18] d’évaluer préci-
sément le rapport de ¥(z,y) a la majoration de Rankin : on a

(12) ¥ =TS 0(1)) @xuz2),
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ou l'on a posé

(1-3) u:= (logz)/logy, u:=min(u,y/logy),

et
_[d2log((s,y)
g9 :— 7d82 sfa.

Les formules asymptotiques (3-3) et (3-8) infra fournissent respectivement des
approximations explicites de « et o9 en fonction de x et y.

Conformément a 1’'usage, nous désignons par ¢ la fonction de Dickman, définie
comme 'unique solution continue sur [0, co[ et dérivable sur |1, 00[ de I’équation
différentielle aux différences

vo'(v) +o(v—1)=0

avec la condition initiale
o(v)=1 (0<v<1).

Nous posons g(v) = 0 pour v < 0 et prolongeons toutes les dérivées de g par
continuité a droite sur R.

L’intérét de la formule (1-2) est double. D’une part elle permet de retrouver
facilement la validité de la formule de Hildebrand [16]

log(u + 1) ) }

(1-4) U(z,y) = xé’(“){l T OE( log y

dans le domaine
- )\3/3+e
(H.) z >3, ellog2?) <y <z,

oll € est un parametre positif arbitraire.(!). D’autre part elle permet d’étudier,
uniformément en z, y, le comportement local de 'application x — ¥(z,y). Il est
ainsi établi dans [18] que I'on a

(1:5) U(cx,y) ZCa‘l’(%y){l‘*‘O(%)}

uniformément pour (z,y) € (H:) et 1 < ¢ < y. Les formules de ce type, désignées
par Erd6és comme « semi-asymptotiques», sont des sous-produits spécifiques de la
méthode du col et de ses avatars.

1-2. L’inégalité de Turan—Kubilius

L’inégalité de Turan-Kubilius est un outil essentiel de la théorie probabiliste
des nombres, ou elle est le pendant du théoreme classique de Probabilité relatif

1. Ici et dans la suite, nous notons log;, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
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a la variance d’une somme de variables aléatoires indépendantes. Elle est souvent
employée, via 'inégalité de Bienaymé-Tchébychev, pour déterminer 1’ordre normal
d’une fonction arithmétique additive. Pour plus de détails, le lecteur pourra
consulter les chapitres concernés de [10] et [30].

L’un des objets du présent travail consiste a donner de l'inégalité de Turdn—
Kubilius une version adaptée au cas o seuls les entiers de S(x,y) sont retenus.

Une telle étude est a mettre en perspective avec le modele probabiliste de Kubilius
— voir notamment [21], [22], [10], [11], [31]. Le lemme fondamental de Kubilius
fournit une mesure universelle de ’approximation de la loi de répartition d’une
fonction additive réelle f dont le support est inclus dans S(x,y) par celle d’une
variable aléatoire abstraite

(1-6) Zry = &

Py

ou les &, sont des variables aléatoires indépendantes de lois définies par

(1'7> P(gp = f(pl/)> = (1 - 1/p)p_y (V =0,1,2,.. )

Désignons par v, la mesure empirique uniforme sur l’ensemble des entiers
n’excédant pas x. Kubilius [21], [22], a montré que la quantité

K(z,y) :=supsup |v;(f € A) —P(Z; € A)],
f ACR

ou le premier supremum porte sur toutes les fonctions additives nulles hors de
S(x,y), tend vers 0 dés que le parametre u défini par (1-3) tend vers Uinfini, i.e.
y = 2°(). Une définition plus intrinseque, mais équivalente, de K (z,%) est donnée
dans [32]. Il est établi dans [31] que l'on a, pour tout € > 0,

K(z,y) <cu %+ e (x >y >=2).

Le méme travail fournit également, dans un large domaine en (x, y), une formule
asymptotique pour K(z,y).
Considérons les variables aléatoires de Bernoulli X, définies sur 2, par

X o= {1 S0,
pv = .
0 dans le cas contraire.

Le modele de Kubilius repose sur l'observation que X4 et X, sont «presquey
indépendantes lorsque, d’une part, ¢ # p et, d’autre part, g* et p” sont petits
devant z. Comme ’espérance de X, vaut

(1-8) we (p”) = ﬁ{ [ﬁ] - [ﬁ} } - ,%(1 N %) - O(é)’
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les approximations naturelles de l'espérance et de la variance d’une fonction
additive complexe f sur {2, sont, avec la notation (1-6),

Ase) =Bz = Y IO,

<z jud p
1y? fo") [
vz = Ber -3 (1) X S
< log a
T 1<y<10gp

ou l'on a posé

v\|2
Bf(w)2 = ZE(‘&DF) = Z %(1 B 1)

p<T pYsw p

et ou E et V désignent respectivement ’espérance et la variance relatives a la loi
de probabilités définie par (1-7). Il est a noter que 'inégalité de Cauchy—Schwarz
implique immédiatement

V(Zs0) > 1By(z)>.

Avec ces notations, I'inégalité classique de Turan—Kubilius (cf., par exemple, [10],
chap. 4 ou [31], chap.IIL.3) s’écrit

(19) Vi) =+ 3017 — Ag(e)l* < By(a)?

ou f est une fonction additive complexe arbitraire et la constante implicite est
absolue — donc en particulier indépendante de f.

Notons
(1-10) Up(z,y) = > 1
neS(z,y)
(n,m)=1

le nombre des entiers y-friables n’excédant pas x et relativement premiers avec m.
Lorsque l'on remplace la mesure v, par la mesure uniforme, disons v, ,,, sur S(z,y),
l’analogue du membre de gauche de (1-8) devient

Yp(z/p”,y)

(1-11) Wz, y)

Cette quantité ne possede a priori pas d’approximation simple et 'on peut dire
qu’en un certain sens toute la difficulté inhérente a l'introduction du parameétre y
réside dans la compréhension des fluctuations de ce rapport relativement aux
différentes variables.
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Nous nous proposons ici d’exploiter les formules semi-asymptotiques du ty-
pe (1-5), issues de la méthode du col, qui suggerent que le rapport (1-11) est
proche de

(1-12) 1 (1 - i),

pVOé

avec @ = «(z,y). Cette approximation possede le double avantage d’étre une
fonction simple de p lorsque = et y sont fixés et d’étre pertinente sans restriction
sur les tailles relatives de x et y. Cela conduit naturellement & introduire, pour
chaque fonction arithmétique additive complexe f, les quantités

Af(z,y) = Z m(l—i), By(x,y)? = Z M(l—i)

ro (e}
pY €S(z,y) p p pr€S(z,y)

Posons encore

1

Vf(i[,’,y) = \I/(Z‘,y)

Yo 1) = A,y

nes(z,y)

et désignons par A I’ensemble des fonctions additives complexes. Nous obtenons le
résultat suivant, dont la preuve repose essentiellement sur les estimations établies
dans [5] pour la fonction ¥,,(z,y) et son comportement local — cf., notamment,
les Lemmes 3.4 et 3.5 infra.

Théoréme 1.1. Il existe une constante absolue C' telle que I'inégalité
(1-13) Vi(w,y) < CBy(a,y)*

soit valide pour toute fonction arithmétique f € A et tous nombres réels x, y tels
quezx =y = 2.

Nous formulons au paragraphe 4.4 quelques remarques sur cet énoncé.

Il est bien connu (cf., par exemple, [10], chap. 4, ou [30], chap. III.3) que I'inégalité
de Turan—Kubilius peut-étre interprétée comme une majoration de norme d’appli-
cation linéaire dans £2(C). La forme duale de (1-13) s’écrit de la maniere suivante.
Ici et dans la suite, nous posons, pour m > 1 et s € C,

(1-14) gm(s) = [[0 7).

plm



Inégalité de Turdn-Kubilius 7

Théoreme 1.2. Soit x > y > 2. Pour toute suite {a, }>2; de nombres complexes,
on a

2

P gplov
s ¥ IS w2 Y af <oven) X laf
neS(z,y) neS(z,y) neS(z,y)

p”|ln

ou C est la constante apparaissant au Théoréme 1.1.

Nous terminons ce paragraphe par une remarque concernant l’interprétation
probabiliste de ’étude des fonctions arithmétiques sur les entiers friables.

Soit f une fonction additive réelle dont le support est inclus dans S(x,y). La loi
de f relative a I'espace probabilisé

Q :={neN:n<a}

muni de la mesure uniforme v, est donnée, lorsque x € N*, par la fonction de

répartition
> o)
z —®(—
T m7y

mesS(z,y)

fm)<z
ou, selon l'usage, nous notons ®(¢,y) le nombre des entiers n < ¢ dont tous les
facteurs premiers excedent y. On peut donc voir le lemme fondamental de Kubilius
comme un résultat d’approximation de la répartition d’une fonction additive sur
S(x,y) par celle de son modele probabiliste pour la mesure p, définie sur S(z,y)
par

1 T

m(A) =3 ~o(Zy)  (ACS@y)).

X
meA

Cette mesure privilégie clairement les petites valeurs de m. La problématique
abordée dans le présent travail consiste a remplacer 1, par la mesure uniforme.
1-3. Sur la constante de l'inégalité Turdan—Kubilius

Pour tous z,y, la quantité Bf(z,y)? est le majorant naturel de la variance du
modele probabiliste Z¢ ., de la fonction additive f obtenu comme somme de
variables aléatoires géométriques dont les lois sont données par (1-12), soit

V)= Y a5 g o L)

pl/&
pY€S(z,y) Py ISvg s

2

On aen fait By(z,y)? = V(Z;. ) lorsque les variables &, sont centrées et, en toute
généralité,

(1-16) (1-27)By(z,y)* < By (z,9)* < V(Zfuy) < By(x,9)?,
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avec

(1-17) Biewr= Y gpl®)0

pre
pveS(z,y)

Au vu du Théoreme 1.1, le probléme du comportement asymptotique des quan-
tités

Clay) = sup 2D, () o p THEY)

N N rzy=2
rea By(z,y)? ren V(Zs0y) ( )

est naturellement posé.

Il est essentiel de noter d’emblée que, dans le cas x = y, cette question ne coincide
pas exactement avec celles qui ont été jusqu’ici traitées dans la littérature : cf. [15],
(23], [24], [28]. Hildebrand [15], par exemple, compare Vy(x,z) aux quantités

V|2
B]—r(fﬂ)z — Z f(;)y” ,

pY <
(1-18) et
2
Bi(x)? = Y 1f0)Pw0) =D | Y. f@)wL(p")]
pY<e Pz | 1o B

olt wy(p¥) est défini en (1-8). Ainsi By(x)® < Bjf(x) < 2Bj(z)? et Bj(x)?
représente la somme des variances, relativement & la mesure v,, des fonctions
additives f, définies par

fotmy = {50 Sl

Kubilius [23], [24] et Stein [28] consideérent des quantités similaires.
Les évaluations de Hildebrand, dont des analogues ont été établis indépendam-
ment par les deux autres auteurs, peuvent étre énoncées sous la forme
Vi(x,x)

Ve(x,x
(1-19) iggé}(@)Q) =2 +0(1), ?CEKW =2 +0(1) (x — o0).

Ce résultat a pour pendant, dans notre cadre, les formules asymptotiques

(1-20) supC(z,2) =24 0(1), supC*(z,z) =2+ 0(1) (x — o).

z<z z<z

Ces estimations peuvent étre aisément établies & partir de celles de [15], et nous
fournissons les détails au paragraphe 2.

Au Théoreme 5.1, nous donnons une évaluation asymptotique de la variance qui
implique notamment (Corollaire 5.2) le résultat suivant.
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Théoréme 1.3. On a

(1-21) Clz,y) =1+40(1) et C*(z,y)=1+0(1)
des que
(1-22) y/logx — oo, u — 0.

En particulier, pour tout € > 0, les inégalités (1-13) et (1-15) ont lieu avec C' = 1+¢
dés que u et y/log x sont assez grands.

Ce résultat atteste ainsi d’une remarquable distorsion de comportement entre
le cas classique, matérialisé par (1-20), et le cas friable de l'inégalité de Turdn—
Kubilius. On peut, par ailleurs, établir par une étude directe que

(1-23) C(z,2) =e+o(1), C*(z,2) < e® +o(1).

L’argument du Théoréme 5.1 nous permet également d’obtenir (Corollaire 5.3)
une condition suffisante pour qu’une fonction additive f vérifie

Vf(l‘,y) = 0<Bf(‘r7 y)Q)

uniformément lorsque x et y tendent vers 'infini dans un sous-domaine prescrit de
la région asymptotique (1-22). Sous I’hypothése supplémentaire y > (logz)'*? ot
0 est une constante positive arbitraire, cette condition est également nécessaire.

Alladi [1] a, le premier, remarqué que 'on peut obtenir, dans le cas f = w
et pour le domaine exp{(logz)?/?} < y < , une estimation de la variance
asymptotiquement meilleure que ’espérance de la loi de répartition correspondante.
L’étude de Hildebrand — voir [17], remarque (ii) p. 83 — suggere,®) dans le cas de
la fonction Q(n) := Zp””n v, que ce phénomeéne apparait lorsque
(1-24) y > logz, u/logy y — 0.

Le Corollaire 5.3, qui englobe & la fois les résultats de [1] et [17] cités ci-dessus,
signifie qualitativement que le phénomeéne de petite variance se produit lorsque,
pour un nombre complexe A convenable, la fonction | f— A log | est petite en moyenne
sur les puissances de nombres premiers.

1-4. Théoréme d’Erddés—Wintner

Notre premiere application du Théoreme 1.1 consiste & en déduire un théoreme
de type Erd6s—Wintner pour les entiers friables. Nous exprimons notre résultat a
laide de la distance de Lévy, définie, sur ’ensemble des couples (F, G) de fonctions
de répartition sur R, par la formule

L(F,G) :=inf{w>0:F(z—w) —w < G(z) < F(z+w) +w (Vz € R)}.

2. Voir la remarque (ii) apres I’énoncé du Corollaire 5.3 pour un commentaire plus détaillé
sur ce point.
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On sait classiquement que la topologie associée a cette distance est celle de la
convergence faible des fonctions de répartition.
Soit f une fonction additive. Posons

1
szyvf(z) = \I/(J? y Z 15

nes(z,y)
f(n)<z

et, pour T' > 2, p > 2, définissons une fonction multiplicative xr par

w1 siph < T,

Ecrivons encore vp(p) := [(logT)/log p] et, avec la notation (1-14),

. -—_ gp(a)
(s 0) = ] | gpla) +1/pelrr @+

plm
On a, pour tout a > 0,
Xz (m)hr (m; o) T S A N
Hio,T) = L (1 g s petiron)
(,T):= )" - II (1 p Y +p
m>=1 p<T

On définit donc une fonction de répartition z +— Dq 7 (2) par la formule

(1-26) Dars(2) ;:ﬁ 3 W
T pm)<z

Théoréme 1.4. Soit R > 0. Pour tout T > 2, il existe yo = yo(R,T) tel que 'on
ait
L(Gz,y’fv Da,T,f) < 771/3

uniformément pour x >y = yo et toute fonction additive réelle f satisfaisant a

9p(@) fp¥)?
Z ;ua < m Z pya gp(a) < m,
T<p<"<x T<p<"§x
PY PRY
(127 FG)I>R SR
f(p")
Z pua gp(a) < n-
T<p’<z
PSY

[F(P")ISR
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En particulier, si x et y tendent vers l'infini de telle sorte que x > y et
a(z,y) —a” €0,1],

et si les trois valeurs absolues de (1-27) sont uniformément majorées par une
fonction de T qui tend vers 0 lorsque T — oo, alors il existe une fonction de
répartition z — D*(z) telle que l’on ait

1
1=D*(z)+0(1)
V(z,y) neg(;)y)
f(n)<z

pour tout point de continuité z de D*.

Lorsque les conditions du Théoreme 1.4 pour l'existence de la loi limite D*
sont satisfaites, la formule (1-26) permet aisément d’en expliciter la fonction
caractéristique ¢ : nous avons

; irf(P”) — 1
(,O(T) = / eiT? dD*(z) = lim H 1+ gp(a) Z eT )
* Ly_)mpéy p

v>1
p’ <z

Cela permet de déterminer des conditions suffisantes simples sur f pour que la
fonction de répartition limite D* soit celle d’une loi de probabilités prescrite a
I’avance. Nous voyons ainsi, par exemple, que loi limite est normale lorsque

lim Z f(pu)gp(oz) =0,

T,Yy—00 v

pv€S(z,y)

. f)?
lim E =1
:c,ylﬁoo pre gp(a) ’
pveS(z,y)

v\|3
lim > FIE (@) =0,

T,y—00 pre
preS(z,y)

ou les limites sont prises sous la condition supplémentaire a(x,y) — o*. Il en est
ainsi, quand y = log x et donc o™ = 0, pour la fonction additive f définie, pour une
constante K > 0 convenable, par

(—1)e=1/2
") = K.\/p

0 dans tous les autres cas.

sip>2,v=1,

Contrairement au théoreme classique d’Erdés—Wintner, qui correspond au cas
2 = y du Théoréme 1.4, les sommes de (1-27) font intervenir les valeurs f(p"”)
pour v > 2. La seconde partie de I’énoncé permet cependant de retrouver la forme
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usuelle du théoréeme d’Erdés—Wintner : comme lim,_,o a(z,z) = 1 d’apres (4-25),
les contributions aux sommes de (1-27) des exposants v > 2 sont trivialement
o(1) lorsque T — oo. Plus généralement, on peut déduire de notre résultat que
lexistence d’une fonction de répartition limite sur les entiers friables ne dépend
que des f(p”) avec 1 < v < k si x et y tendent vers l'infini de sorte que
a(z,y) =2 1/(k+1—46) avec § > 0.

Nous n’avons pas cherché ici a établir ici un analogue de la condition nécessaire
du théoreme d’Erdés—Wintner. Quoiqu’un résultat de ce type soit certainement
accessible, il devrait, compte tenu du nombre des parametres du probléeme, prendre
une forme relativement compliquée et serait, finalement, difficilement utilisable.

Notre démonstration, basée sur une idée de Rényi [25] (voir aussi [26]), fournit,
dans le cas particulier x = y, une preuve tres rapide de la condition suffisante du
théoreme d’Erdés—Wintner.

1-5. Théoréme de Daboussi

Comme seconde application du Théoreme 1.1, nous obtenons une généralisation
du théoreme de Daboussi [6] sur les sommes d’exponentielles & coefficients multi-
plicatifs.

Soit

E¢(z,y;9) == Z f(n)e(v¥n)

nes(z,y)

avec la notation canonique e(t) := exp(2wit). D’apres [3] (cf. Lemme 8.1, infra), il
existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout nombre irrationnel ¢ fixé, on ait

(1-28) Er(z,y;0) = o(¥(z,y))
uniformément lorsque z et y tendent vers I'infini de telle sorte que
(1-29) D(z;¢) := exp{c(log zlog, 2)*3} <y < .

Le résultat suivant étend la relation (1-28) & une large classe de fonctions
multiplicatives.

Théoréme 1.5. Soient Y : [2, 0o[— R une fonction croissante telle que D(z;c) <
Y (z) < x pour tout x > 2 et f une fonction arithmétique multiplicative satisfaisant,
pour une constante convenable K = Ky,

(1-30) > WP <K¥(z,y) (222, V() <y<a)
neS(z,y)

Alors, pour tout nombre irrationnel ¥, on a
(1-31) Ey(xz,y;0) = o(¥(x,y))

uniformément lorsque x et y tendent vers l'infini dans le domaine Y (z) < y < x.
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Ce théoreme apporte un élément de réponse supplémentaire a la question posée
par Dupain, Hall et Tenenbaum dans [9] concernant les conditions suffisantes pour
qu’une fonction multiplicative f vérifie

> fmje(n) = o D 1f(m)])

n<T n<x

pour tout nombre irrationnel 9. D’autres progres ont été accompli sur ce probleme
par Daboussi [7].

1-6. Les facteurs premiers d’un entier friable

Soit {p; (n)};}g) la suite croissante des facteurs premiers distincts d’un entier
générique n. Notre troisieme et derniere application du Théoreme 1.1 concerne
I’ordre normal des fonctions p; lorsque n parcourt I’ensemble des entiers y-friables.

Considérons la fonction additive paramétrée

wi(n) := Z 1.

pln
p<t

On a wy(n) = j si, et seulement si, pj(n) < t < pj11(n), avec la convention que
pj+1(n) = oo lorsque j = w(n). L’inégalité (1-13), qui fournit des renseignements
uniformes en ¢ sur wy(n) lorsque n est y-friable, est donc un outil bien adapté a
une étude quantitative des fonctions p;(n) sur S(z,y).

Posons, pour a = a(z,y),

M(t) = My y(t) = ]% (t>2).

p<t

11 résulte de (1-13) que, pour chaque ¢t fixé dans [2,y],

V(z,y)
(1-32) > < —5 (x>y>2 h>0).
neS(z,y)

|we(n)—M(t)|>hy/M(t)

Un raisonnement standard, fondé sur I'introduction de points-tests et tirant parti
de la monotonie de la fonction ¢ — we(n), permet de déduire de cette majoration
un résultat d’approximation de wi(n) uniforme en t.

Théoreme 1.6. Soient b > 1 une constante et T, une fonction positive tendant
vers l'infini avec x. Il existe une fonction e, telle que lim, . e, = 0 ayant la
propriété suivante : pour tous les entiers n de S(x,y) sauf au plus £,V (z,y) d’entre
eux et pour T, <t<y<x,0na

(1-33) Jwe(n) — M(8)] < M(1)**{log M(1)}"°.
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Remarques. (i) Des évaluations précises de M (t) sont fournies au Lemme 9.1 infra.

(ii) Lorsque = = y, on a M(t) = logy 2t + O(1) et, en vertu de la version
arithmétique de la loi du logarithme itéré, encadrement (1-33) a lieu, pour tout
e > 0, avec le majorant /(2 + ¢)log, tlog, t — cf. [14], chap.2. Ce résultat est
optimal au sens ou ’on ne peut y remplacer 2 + € par 2 — ¢.

(iii) L’exposant 2/3 apparaissant dans (1-33) est caractéristique de 'emploi de
I'inégalité de Turan—Kubilius dans ce probleme, ce qui correspond & une estimation
de type Bienaymé-Tchébychev en théorie des probabilités. Une technique plus
sophistiquée reposant sur des analogues arithmétiques des bornes exponentielles
fournirait probablement la valeur attendue 1/2.

Comme annoncé plus haut, nous pouvons déduire du Théoreme 1.6 une évaluation
uniforme de p;(n) valable pour presque tous les entiers n de S(z,y). Etant donné
un parametre b > 1 fixé, nous posons

b/3

log y ) .

Hay =1log (2 * log 2u Hy = Hey + HZJ {log(3 + Ha ) }

Corollaire 1.7. Soient b > ¢ > 1 deux constantes et J, une fonction positive
tendant vers 'infini avec x. Il existe une fonction ¢, telle que lim, .., &, = 0 et
vérifiant la propriété suivante : pour tous les entiers n de S(x,y) sauf au plus
exY(z,y) d’entre eux et pour J, < j<w(n),2<y <z, ona

|logy pj(n) — j| < 5%/3(log j)*/® sij < Hj,,
(1-34) 108 s o + 1085 7o + O(1
logpj(n) _ 08 Jz,y + 10g2 Ja,y T ( ) sij > H? ”
o :

oll 'on a posé jz = j — Hy .

On a H, , =log, z+ O(1). En vertu du théoreme de Hardy et Ramanujan, seule
la premiére des relations (1-34) est donc a considérer lorsque z = y. Comme indiqué
plus haut, on déduit alors de la loi du logarithme itéré que, pour tout € > 0 on a

llogy pj(n) = jl < V(2 +¢e)jlogej  (Jo <Jj <w(n))

pour tous les entiers n < x sauf au plus o(z). Voir, par exemple, [14], chap. 2.

La formule (1-34) met en évidence le phénomeéne suivant : les « petits» facteurs
premiers d’un entier friable se comportent statistiquement comme ceux d’un
entier normal ordinaire, alors que les « grands» subissent un considérable effet de
tassement. Lorsque, par exemple, y < (logz)'t°(M), et donc a = o(1), nous avons,
pour presque tout entier n de S(z,y),

pi(n) =M (Jy <G < w(n)),

ol p; est le j-eme nombre premier.
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1-7. Commentaires historiques et méthodologiques

L’inégalité (1-9) a été initialement établie par Turdn, d’abord [33] pour la fonction
w(n) := Z 1,
pln

puis [34] pour les fonctions bornées sur I’ensemble des nombres premiers. Kubilius
[21], [22], a par la suite généralisé le résultat a toutes les fonctions additives.

Ainsi qu’il a été souligné au paragraphe 1.2, 'obtention d’une inégalité de Turdn—
Kubilius friable est conditionnée par la qualité des estimations disponibles pour la
quantité (1-11). Lorsque z/p” est assez grand devant y, on peut utiliser la formule
(1-4). On obtient ainsi pour approximation de (1-11) la quantité

(1-35) o(u —up)/{p”o(u)}
ou l'on a posé
ug = (logd)/logy.

C’est la voie suivie en 1982 par Alladi [1] — avec bien entendu la version de (1-4)
disponible & cette époque. Il obtient ainsi, pour les fonctions complexes fortement
additives, 'extension de (1-9)

(1-36)

Yo ) = (@) < Og(a,y),

U(z,y) neSog)

dans le domaine
exp(logz)®® <y <z
avec
|29(U - “p)

PLY g(u) PY

Il est & noter que l'insertion de (1-4) dans la preuve d’Alladi fournit immédiatement
le domaine de validité

exp{\/logxlogzx} <y<z.

La majoration (1-36) a été étendue par Xuan [35], [36] & toutes les fonctions
additives pour le domaine restreint

exp{(log m)1/2+5} <y < gt/ logz @ (e >0)
avec maintenant
(1-37)
f(p")o(u — upr F))Po(u — upw

i p¥o(u) e So) p¥o(u)
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Au prix d’une rédhibitoire complication de ces définitions,®) Xuan, dans les mémes
travaux, établit la validité de ’analogue de (1-36) dans la région

(10g5€)c+6 <y< ml/logzx

ou € est un nombre positif arbitraire et ou ’on a posé ¢ = 1 lorsque f est fortement
additive, ¢ = 2 dans le cas général.

2. Le cas classique revisité : C(z,z) = 2 4+ o(1)

Nous établissons ici (1-20). A cette fin, nous utilisons, sans en rappeler explicite-
ment la définition, les coefficients A;(f;z) introduits par Hildebrand dans [15]
comme des produits scalaires, pour une structure adéquate, de f avec les éléments
d’une famille asymptotiquement orthonormale de fonctions additives. Avec ces no-
tations et en posant

Nei= Y N(f2)%

1<k

le résultat principal de [15] peut étre énoncé sous la forme
* -1 i
Vi) = 1+ oW)Bi@? + Y C (i) + o)
1<k

uniformément pour f € A, lorsque k = k(x) tend vers U'infini avec x suffisamment
lentement.®) De plus, il résulte des calculs menés dans [15] pp. 168-9 que l'on a,
sous les mémes hypotheses,

5 A2 (f3 2)] <{%+0(1)}Z|f(p)|2wx(p)(1_1) < {3 +o(1)}Bj(2)*.

1<j<k/2 2 b

Nous obtenons donc

2 Ao . 2
Vi) < (o LEE (D) 5 PRaaldl oy,
p<z 0<j<(k—1)/2

Comme

. . 2
Ne<k Y W + {3 +o(1)}kBj(x)?,
o<z Y

3. Xuan remplace dans la définition (1-37) la fonction d’une variable g par la fonction de
deux variables
o5 () i= = V¢(ay)
an/2moa
avec a = a(y*,y). Cela correspond & une estimation de (1-11) par insertion brute de (1-2).
4. Rappelons que B;ﬁ(x) est défini en (1-18).
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il s’ensuit finalement que, pour k tendant assez lentement vers ’'infini,

2
(21) Vi) < {1+ o}B @2 + 30 PO (12 ),

Compte tenu de lestimation (4-25) infra pour a(x,x), il résulte de (2-1) que

Vi(z,z) <{1+0o(1)}V(Zs34) + R1+ Ra,

avec

Rii= Y {uno) = 5o (1= H@E+ 3 {wa0) = (1= 7))

p<zT p’ <z
v>2

et, en posant v, := [(logz)/logp],

p
2 v 1f (")l
< p |f(p”) Z Py
p<z ISv<yy 1<v<yy p
1 1/2 Y| Bf(z,x)?
<! ( py) ( 3 \f(pu)l )<< r ()
z p<zr  1<v<y, 1<v<y, p \/E

Pour estimer R1, nous observons d’abord que
V(Zfzw) 2 {14+ 0(1)}V(Zs0)

et, pour tout € €]0,1],

1\ f") |
(1-3)%
1<§up p/ p
1 f(p”)2 1+e 1\ f(p¥)
<(1+¢) 1)L 1- - )28
) 1<vz<;p/2( p) P c up/z;@p( p) P
N[ f)P? | 2 N [f()?
<(1+¢) 1-- > + — L— =)=
1<u§p/2( p> Pt gﬁup/;@p( p) P

En choisissant par exemple ¢ = 2~/4, nous obtenons

(22) {1+oWIV(Z) > 3 (1_%)2%+ 3 (1_%)%
N VE<p<a
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Comme la majoration w,(p”) < (1 — 1/p)p™" + min(1/p**1,1/x) implique

wz(p)—i(l—l) <L0(1)(1—%>2 sip <z

2p P D
1 1 1 1 _
wx(P)——(l——><—(1——> sip> 3,
2p D D P
1N 1 1\ 1
wx(p”)—(l——)—g(l——>— siv>2,
p/ p¥ p/ p¥

il s’ensuit que
Ry < {1 + 0(1)}V(Zf)$,x).

Cela établit bien les deux majorations contenues dans (1-20). Pour établir que ces
inégalités asymptotiques sont optimales, il suffit de considérer la fonction additive
f définie par

£0) ::{1 sip=2et 2 <a <2V,
0 dans tous les autres cas.

On a en effet dans ce cas

1—27 1
Ap(w, @) = By(w,2)* = —o— ~ 5o
1

V(Z5) = By(w,2)* = Ap(2,2)" ~ 5

1—2t=ve(1—272) (1-27%2 1
Vf(.’II,J?) = [SU] + 22va ~ E’

ou l'on a utilisé I'estimation (4-25) pour a(x,x).

3. Préliminaires
3-1. Point-selle

Nous rassemblons dans 1’énoncé suivant les estimations explicites de a(x,y) dont
nous aurons 'usage, et qui sont établies dans [18], formules (7-8) et théoréme 2,
ou [30], formules (IT1.5-73) et (I11.5-12).

Pour v > 0, nous définissons £(v) comme 'unique solution réelle positive de
I’équation
(3-1) 1+ vE =ef
lorsque v # 1 et nous posons £(1) = 0. On a(®)

(3-2) &(v) =log(vlogv) 4+ O(log, v/ log v) (v = 3).

Enfin, nous posons

Le(y) = exp{(logy)**°}  (>0,y>2).

5. Voir le lemme 1 de [18] ou le lemme II1.5.8.1 de [30]
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Lemme 3.1. On a

~ log(1+y/logx) logs y
(33 ey =" —— {1+ 0(—logy )} @zyz2).

Plus précisément, pour tout € > 0, on a

£(u) 1 1 "
o logy O<Ls(y) " U(logy)Q) ((log @)= <y < =),

log(1+y/logx) 1 9
o/ E— <y < .
b {1+0(10gy)} (2 <y < (logz)?)

Nous notons que (3-3) implique

u+ logy

3-5
(35) ulogy

SN

< a(z,y) <

)

ou W est défini en (1-3). De 'estimation classique

1
5B o o)) (o)
p<wp7

ou <y désigne la constante d’Euler, nous déduisons aussi que l'on a, pour une
constante convenable xg,

(3-6) alz,y) <1 (z>m0, x>y >2).

Posons

vo(s,y) :=logC(s,), @r(s,y) == (s,),

3-7
37 o) = (—l)kgak(a,y) (k € N).

Il a été établi dans [18] que 'on a, uniformément pour = > y > 2,

I B e e (R [ LT

Py

Nous ferons également usage des relations
(3:9) op = (ulogy)*/@*" (k2 1),

établies aux lemmes 2 et 4 de [18].
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3-2. Moyennes pondérées des f(p")
Rappelons la définition (1-3) de w.

Lemme 3.2. On a

(3-10) > —gp(z‘) <u+logyy (z=y>=2).

v
pYES(z,y)

De plus, pour chaque entier k > 1 fixé,

(3-11) 3 M(M)’“ < a4

1 (x>y>2).
V2% O
p¥ €S (x,y) p gy

(alogy)k

Démonstration. Désignons par Tj lexpression figurant au membre de gauche
de (3-11). On a pour k > 0

To<Y (logp)kgp(a) > pyyi < (logp)k !

-
= = logy/ p2gy(a)

Lorsque y < log x, nous obtenons

1 m(y) u

T, < )
12 (logy)ra® = (alogy)* ~ (alogy)*

grace a (3-3). Cela implique bien (3-10) et (3-11) dans ce cas.
Lorsque y > log x, on a alogy > 1. Pour toute constante x > 0 fixée assez petite
pour que €*/® < y, on peut donc écrire

1 1 1
(3-12) Ty < Z —a K Z + Z —.
= < alogp £ p
pu\<y p<exp{r/a} Py
pY<z

La premiére somme est < o™ @. Pour k assez petite, cette majoration est < u :
onaa>1siy> (logz)® et u>> \/y dans le cas contraire. De plus, d’apres le
lemme 3.5 de [4],

(3-13) Z]% :1og2y+{1+O(i)}/lwtg'(t)dt+0(1)

Py log y

avec w = {y7* —1}/(1 — a)logy. Le lemme 3 de [18] garantissant que 'on a
w = @ uniformément pour z > y > 2, nous obtenons ainsi que le membre de droite
de (3-13), et donc aussi celui de (3-12), est bien < u + log, y.
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Maintenant, on a, pour k > 1

lo LA | lo Kk 1 1
( gp) p < ( gp) ( < s <1 (alogp < K),
p

log y (a)k logy/ (« 1ogp)’“ (alogy)
1 k 1 1 1
( ng) " < ( ng) << og]ia (alogp > k).
logy/ gp(a logy/ gp(a) ~logyl—p
Lorsque k > 1, logz < y < &, nous pouvons donc écrire

1 lo
Tk<<ae“/"+—z agp <Lu
logypgyp -1

Cela complete la preuve de (3-11). O

Corollaire 3.3. On a, uniformément pour toute fonction additive f et x > y > 2,

(3-14) Ap(zy) = Y f}gf:)gp(a) < By(z,y)\/U +log, y.

p¥€S(x,y)

De plus, pour tout entier k > 1 fixé, on a, dans les mémes circonstances,

(3-15) Z f(m)gp@)(long)k Lk Bf(x,y)\/i{l + %}

isow P logy (alogy)

Démonstration. Les estimations annoncées résultent de (3-10) et (3-11) par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

3-3. Comportement local de ¥, (x,y)

Ainsi qu’il a été souligné dans I'introduction, notre preuve de I'inégalité de Turdn—
Kubilius (1-13) repose de maniere essentielle sur des estimations concernant le
comportement local de ¥, (z,v), défini par (1-10).(%)

Des résultats de cette nature sont établis, par la méthode du col, dans [18] (voir
aussi les théorémes I11.5.10 et II1.5.11 de [30]) ainsi que dans [12], [13] et [37]. Ils
fournissent tous, sous certaines conditions, des formes effectives de ’approximation
U, (z,y) = gm(a)¥(z,y), avec la notation (1-14).(7)

Nous avons entrepris une étude systématique de ce probleme dans I’article [5],
dont les théoremes 2.3 et 2.4 suffisent a notre présente application. Nous en
rappelons ci-dessous les énoncés précis.

6. Compte tenu de la formule ¥r,(z,y) = > gm #(d)¥ (z/d,y), nous pouvons en fait
P(d)<y
regrouper sous une méme rubrique les études de comportement local des deux fonctions
V(z,y) et Um(z,y).
7. Voir [29] pour une description des cas ou I’approximation
Vi (z,y) = gm(D)¥(z,y) = {(m)/m}¥(z,y)
est pertinente.
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Lemme 3.4. Soient € > 0, K > 0. Sous les conditions
(3-16) r>2 1<d<z, (logz)'™*<y<z, Plm)<y, wim)<K,

il existe une constante C' ne dépendant que de K telle que I'on ait uniformément
par rapport a x, y, d, m,

(3.17) \Ifm(g,y) =gm(a)\l’(gy){l+0(E(w,y;d))}
R S

ott I'on a posé t := (logd)/logy.

Lemme 3.5. Il existe des constantes absolues positives by, by, et une fonction
b= b(x,y;d,m) satisfaisant aby <b<be (x >y >2,d>1, m > 1) telles que 'on
ait, uniformément sous les conditions

r>2y>2 1<d<z, P(m)<y, wm)<l,

Pestimation

bu
B t? gm (@) v
u? + u?

(319) v (5y) = {1+O(H)}<1

otl 'on a posé t := (logd)/logy et

log(u + 1) t

3-20 H:= —.
(3-20) Elog(u+1)+logy+u

Remarques. (i) On déduit en particulier de (3-19) que I'on a dans les conditions de
I’énoncé
(3:21) U (Zy) < YD g0

m( oY 7o V().
Une majoration de ce type est intrinsequement nécessaire a toute preuve de (1-13).
Considérons, en effet, une puissance de nombre premier d = p” comptée
dans S(z,y). L’inégalité de Turdn—Kubilius (1-13) appliquée a la fonction addi-
tive fq, définie par fq(n) :=1 si p”||n et fy4(n) := 0 dans le cas contraire, s’écrit

(- 22) 0 (0) 22 ) () < 00
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—Q

d’out 'on déduit aisément, en observant que g,(a)p™"* < (1 —p~*)p~ < i, que

x ()
(it) 11 découle immédiatement de (3-19) qu'’il existe une constante absolue ug telle
que

gm ()
da

(3-22) v, (g y) >

y Uy  (y=2, 22y, 1<d<yv").

3-4. Dérivées logarithmiques de gp, ()
Nous aurons 'usage du résultat suivant, relatif aux dérivées logarithmiques de
gm €t établi dans [5] (lemme 3.13). Nous posons

7m(5) = loggm(s) (J > 0)7 Zm = Pw(m)>
ou p; désigne le j-eme nombre premier.

Lemme 3.6. On a uniformément pour 0 <o <1 et Res=o0

1-0o
ol —1

(1-zn")(1~0)
(271”‘70 —1)log 2,
(1—zm)?(1—0)

z.
Ve (8)] < i (o) <

(3-23)

Y ($)| < v (0)] <

3-5. La fonction r(v)
Considérons la dérivée logarithmique

, =0 o1
(3:24) =0 = vew)

Nous rassemblons dans 'énoncé suivant les estimations nécessaires concernant la,
fonction r(v) et ses dérivées.

(v>0).

Lemme 3.7. On a, uniformément pour v > 1,

(325) r(v) =&(v) + O(1/v),
(3-26) r'(v) = € (v) + O(1/v?),
(3-27) ' (v) < 1/v?.

Démonstration. Tl est établi dans [13], p. 504,%®) que I'on a

§"(v)
¢'(v)

rew}el o) s

r(v) - &) = —3e@){

8. Nous rectifions ici la formule énoncée dans ce travail, qui comporte une légere erreur,
sans incidence sur la suite des calculs de [13].
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Compte tenu des évaluations — cf. formule (6-5) de [13] —

: G- 1
(328) éWm—<1V1“Uj)@+04b@wﬂ- (i>1,0>1),
que 'on peut facilement établir par récurrence sur j en dérivant j fois I’équation
fonctionnelle (3-1), on en déduit bien (3-25).

L’évaluation (3-26) est une conséquence simple de (3-25) et (3-27). Admettons,
en effet, momentanément (3-27). Supposant, sans perte de généralité, v > 2 d’ou
£(v) = €(2) > 1, 7(v) = r(2) > 1, nous avons alors 7(v) —r(v—1) = 7/ (v) + O(1/v?),
et done, d’apres la formule (6-9) de [13],

(329)  r'(v) =r@){r@w)—r@w-1)—1/v} =r@){r'(v) - 1/v+ O(l/vQ)},
d’ou

r'(v) = ﬁ —I—O(U—lQ).

Par ailleurs, on a

§'(v)

) W) 1
‘1+v&ww4}‘vwww4}+ogﬂ%@w)

Nous obtenons donc par différence

en vertu de (3-25).

Il reste & établir (3-27). Posons s(v) := 7/(v)/r(v) = r(v) —r(v — 1) — 1/v, de
sorte que s(v) < 1/vlog(2v) (v > 1) d’apres la formule (6-8) de [13]. En dérivant
l'identité 7/ (v) = r(v)s(v), nous obtenons

r"(v)

r(v)

s()?+7'(v) —r'(v—1) + viQ

s(v)? +7(v)s(v) —r(v —1)s(v — 1) + ULQ
s(v)? +7r(v){s(v) — s(v — 1)} 4+ s(v — D{s(v) + 1/v} + 1/2?

r(v) (T(U) —2r(v=1)+r(v—-2)+ %) + viZ + O(#g(%)).

(3-30)

A ce stade, nous procédons comme dans [13], p. 504, en utilisant un développement
de o(v) & lordre 3. Le théoreme 1 de [27] fournit lestimation

§'(v)
2

o(v) = exp {7 - /j &(w) dw}(l + h(v) + O(I/U3))
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ol 7 est la constante d’Euler et h est une fonction vérifiant
h(v) < 1/v, B (v) < 1/v2, n'(v) < 1/v3 (v=1).

Il suit

(1) =€ W@} + 1) + 022D,

avec

OO
01/t 2

i RO 40s
2O T Taen)  seqp

+ 5817 + 5" ().

=

On peut alors montrer grace a (3-28) que f(t) < (log2t)/t3. Cela implique
r(v) —2r(v—1)+r(v—-2)=¢&"(v) + O(log(2v)/v3),

d’ol, en reportant dans (3-30),

(3-31) = r(v) (f”(v) + U—IQ) + v_12 + O(m)

Dans [19], Hildebrand et Tenenbaum explicitent une représentation de &(v) sous
forme d’une série double convergente du type(®

Cimk 14+ vlogyv\*
&(v) =logv +logy v + Z Z (1077;)m< = v2 ) (v > vo).
m>0k>1 © 08 &

Par dérivation terme a terme, nous en déduisons que

, 1 1 1
&) = 02 v2&(v) + O(v2(log2v)2> (v>1).

En reportant dans (3-31), nous obtenons bien (3-27). O

3-6. FEvaluation d’une covariance

Toute fonction additive peut s’écrire sous la forme

fn) =" F@")xpr(n)

v<n

ou
_J1 sikln, (k,n/k) =1,
Xi(n) {0 dans le cas contraire.

9. Nous rectifions ici une coquille de la formule correspondante de [19].
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L’inégalité de Turan—Kubilius peut alors s’interpréter comme un résultat d’indépen-
dance relatif aux x,~. Il est donc naturel que les covariances des couples (xpv, Xqr)
interviennent de manieére essentielle dans la preuve d’'un tel résultat. D’apres le
Lemme 3.5, Pespérance de yj(n) sur I'ensemble S(z,y) (muni de la probabilité
uniforme) est bien approchée par gi(«)/k®. Une approximation de Cov(xx, X¢) est
donc, sous la condition (k,¢) = 1,

LS (- ) () - 240)) - Buelet)

V(@) 5T ke 2 k) (z, y)
avec
x x
(332) Ape(z,y) izkaﬁa‘l’kz(ﬁ,@ - Eagk(a)\lll(z,y
3-32
€T
— kge(@) Wi (T.9) + gre(@) ¥ (a.).

Nous nous proposons ici de donner une évaluation de Ay ¢(x,y) dans un large
domaine des quatre variables. Nous posons, avec les notations du Lemme 3.6,

(3:33) vi(@) = logk —7h(a) (k> 1),

et rappelons que la quantité u a été définie en (1-3).

Théoreme 3.8. Soit K > 0. Il existe une constante C' ne dépendant que de K
telle que 'on ait, uniformément pour x >y > 2, kl < z, (k,f) = 1, w(kl) < K,
P(kl) <y,

(338 Deale) = g n){ - 2D o2+ 0(Rew) )

02
avec
E+A—|u—1—k|—|u—1=2X .
eu(ky A) i= 2@(’&)6(“71)5(“) siu<2etk+A>u—1,
0 siu>2ourk+A<u—1,
et
1 1 A1 )2 kO\C
oglutl)  FAl+~+A) +(2) siu<viogy,
Ryo(z,y) = logy u x
R Y 1 72 (k4 N)*

-y + " siu > +/logy,

ott I'on a posé k := (logk)/logy, A := (log?)/logy.
De plus, la formule (3-34) reste valable lorsque k < x, £ < x, kl > x, u > /logy.
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Démonstration. Commencons par considérer les grandes valeurs de y, soit

(3-35) 1< u<+/logy.

On a alors, d’aprés (3-17) et (3-21),

(3:36)  Axslw,y) = Af o(z,9) + 0<9ké(a)‘1’($vy){w + <%)C})

logy x
ou l'on a posé
Afe(z,y) =
T

gkz(a){kaﬁalll(ﬁ,y) — kalll(%y> — Ea\If(%,y) + \I/(x,y)}.

Pour estimer la quantité entre accolades dans (3-37), nous utilisons la formule
asymptotique (1-4) de Hildebrand, que nous écrivons sous la forme

(3-37)

log(u +1 1 og. 34)5/3+<
(3-38) ¥(z,y) = :rg(u){l +Og<% + E)} (> 1, ellos23 P« y),

ol le terme en 1/ permet de prendre en compte le cas 1 < z < y.
La contribution & A} ,(x,y) du terme d’erreur de (3-38) est

< gkm)w,y){w n %}

logy T

Pour évaluer la contribution & Aj ,(z,y) du terme principal de (1-4), nous intro-
duisons la quantité

o(u —t)

(3:39)  hy(t) := ()& = exp (/0 {r(u—s) —&(u)} ds) (0 <t <u),

ou la fonction 7(v) est définie en (3-24). Il découle par exemple du corollaire I11.5.8.4
de [30] que

(3-40) ho(t) <1 (0<t <)

On déduit de (3-4) que 'on a uniformément dans le domaine (3-35) et pour
1<d<z, t:=(logd)/logy,

(341) 4" ofu — 1) = o(u)ha(1) {1+ O(lo;;y) 3
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La contribution & A} ,(z,y) du nouveau terme d’erreur ainsi introduit est claire-
ment englobée par les précédentes. Posant

Ou (v, w) 1= hy (v 4+ w) — hy(v) — hy(w) + 1,

nous avons donc, toujours sous la condition (3-35),

(342)  Apelz,y) = gke(a)‘l’(%y){(su(“, A) + O(%T—ykl) * (%ﬂ)c) }

11 nous faut évaluer ¢, (v, w). Lorsque v + w < u — 1, la fonction h,, est deux fois
dérivable sur [0,v 4+ w] et 'on a

5u(v,w):/ / R (s +t)dsdt.
o Jo

Une majoration de |h!/| sur [0,u — 1] est donc nécessaire. Nous la déduisons de la
seconde expression de h, dans (3-39), qui fournit aisément, par dérivation,

ho(t) = {r(u—1t) = §W)}th,(t)  (0<t <),

t<u
BB 0 = (- — € - i) O<t<u—1)

En utilisant le Lemme 3.7 et la majoration (3-40), nous obtenons alors successive-
ment, pour 0 < ¢t < min{u/2,u — 1},
(3-44) R,(t) < (t+1)/u, hy(t) =1+ 0t +1)/u),

et
Ri(t) = —r'(u) + O (1 + tg)/u2) =—¢w)+0(1+ t2)/u2) .

11 s’ensuit que, sous les conditions u > 1, v + w < min{u/2,u — 1}, nous avons

) b (0,10) = _E,(U)UMO(W)_

Nous allons voir que cette estimation persiste également lorsque u/2 < v+ w < u
et u > 2. On a, en effet, sous cette hypothese, max(v, w) > u/4 et (3-45) équivaut
a 0y (v, w) < umin(v,w). Or, on a, en supposant par exemple v < w,

5 (v, ) = /Ov{h;(w P - RO At < vlog(u+2)  (0< vt w <),

puisque h!, est continue sur [0,u] et (3-43), (3-25), (3-2) et (3-40) impliquent
R, (s) < log(u + 2) pour 0 < s < u.
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Il reste a examiner le cas 0 < u < 2 et u—1 < v+w < u. Un calcul facile permet
de vérifier I’égalité entre mesures sur [0, u]

dhy(s) = hl(s)ds — hy(u —1)6,—1(s)

ol 0, (s) désigne la mesure de Dirac au point s = a. Il s’ensuit que, pour 0 < ¢t < v,
w20, 0<u—1<v+w<u<?2,
—hy(u—1)4+0Ow) siu-—1€t,w+t],
A R Bt R
O(w) siu—1¢gJt,w+t,
et donc
Ou(v,w) = —ey(v,w) + O(vw).
Compte tenu de (3-45), nous pouvons donc énoncer que

(3:46) 6y (v, w) = —f'(u)vw—su(v,w)—FO(iM(lJ;—;}Jrll))) (u>1, v+w < u).

Reportons (3-46) dans (3-42) et utilisons I’évaluation
o2 = {1+ 0(1/logy)}(logy)* /¢ (u)

établie dans [18], formule (7-19). En remarquant que le Lemme 3.6 implique
7. (o) < 1 et v,(a) < 1, nous obtenons bien (3-34) pour le domaine (3-35).

Examinons a présent les petites valeurs de y, soit
(3-47) u > +/logy.

Nous utilisons la méthode du col. La formule de Perron s’écrit, pour x € RT* N,

a a+ioco s
B4 dudea) = 29 [T GG D s,
avec B gm(s)ma B
G (s) == I (0] 1 (m>=1).

La premiéere étape de la démonstration consiste a montrer que

a a+iTy xs 6] x
(3:49) Aj(x,y) = % /__T Gk(S)Ge(S)C(Say)? ds + O(W)

ot 'on a posé Ty := %% /(ulogy).
Posons, pour ¢ €]0, 1],

(3-50) Y. := exp{(logy)*/*~*},

et
R :— o c1u/(log2u)? +1/Ys, T.— 1/R2

ol ¢ est une constante absolue qui sera précisée plus loin.
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La formule (3-49) est établie en trois étapes que nous nous contentons de
décrire sommairement, en renvoyant au paragraphe 4.2 de [5] pour les détails.
Nous utilisons d’abord, pour tronquer l'intégrale de Perron (3-48) & la hauteur T,
Pestimation (4-49) de [5], fournissant une majoration du nombre des entiers friables
d’un petit intervalle qui sont premiers avec un entier donné m. Nous établissons
ainsi que, pour un choix convenable de ¢, la contribution du domaine |7| > T est

(z,y)
E3/2 ’

(3-51) < 2% (0o, y)R < ¥(z,y)Rav/o2 <

ou la derniere estimation résulte de (3-5) et (3-9). Ensuite, nous faisons appel
a l'estimation (4-42) de [5] pour le rapport |(m(s,y)|/Cm(a,y) lorsque |7| < T
et w(m) < 1 : nous obtenons ainsi que le membre de droite de (3-51) majore
également la contribution du domaine 1/logy < || < T & l'intégrale de (3-48).
Enfin, nous déduisons de la formule (4-53) de [5] que la contribution du domaine
To < |1 < 1/logy est également dominée par le majorant de (3-48). Cela établit
bien (3-49).

La suite de la démonstration consiste a insérer dans lintégrale de (3-49) un
développement de l'intégrande a 'ordre 3. Ici encore, les détails sont semblables a
leurs analogues dans la preuve du théoréme 2.1 de [5] (§4.2) et nous nous limitons
a de breves indications. Posons ¢ := u(logy)/a, de sorte que Tpd < 1/T'/? < 1
et, d’apres (3-5), 0 > 1/a. Il résulte donc du Lemme 3.6 que, pour P(m) < y,
w(m) < 1, s = a+ir, |7| < Ty, nous avons

G (s) = —itvm(a) + O(7%(6 + logm)?).

Le développement (cf. [18], p. 280)

S le%

Cs,9) = = Clany) e~/ C(r) + 072072 + %% + 704 ) |,

ou

implique, dans les mémes conditions,

S

Grl£)Cu(c(s ) =~ O 2ronr2 o () (@)0(r) + 0(D()) }

!
avec b := 8§ +log(kl) < (logy){(u/T) + K+ A} et
D(7) := 126% + 7%3 + ttoy 4+ blT|(1 4 b|7|).

En utilisant I’approximation

[ e = Y2 o)

—To 0—2
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les formules

To 2 To > 1
(3-52) / P2k =027 /2 4 p — 0, / |7-‘ke_027' 2 4r <Lk =] (k € N),
~Ty ~Ty o)

et (3-9), nous obtenons bien le résultat indiqué puisque

1 w2+ A)? | W (k+ A\ 1 w2 (k+A)?
73/2 ud + ut /2 ut :

4. Inégalité de Turan—Kubilius :
preuve du Théoréme 1.1

4-1. Réduction préliminaire

Nous pouvons écrire

(4-1) Vi(a,y) = My — 2e { A7 (@, g)Ma | + Ay (w,9) P,
avec 1 1
M, = Y. ), Mpi= > )P
V@y) | S V(@Y) S

Une interversion de sommations fournit, grace a 'additivité de f,

v xz v xr
Vo= Y P (Su)r Y ().
pr€S(z,y) p”,q“is(w,y)

p#q

Semblablement,

PRI view I SR AL TP

(42) -
+ Y gq(lei(q“)f( u)q,p(gw )
p”, ¢"€S(z,y)
PF#q
240 v ,
|Ag(z, )2 = Z gp(a):l)(];(fu))af(p/‘) " Z gpq(a;l]/”i‘:“if(qu)
p",pHES(w,Y) p*,q"€S(x,y)
(4.3) PF#q

Z gpq(oz)f(p”)f(ql‘).

pragra

p”,q"€S(z,y)
<
VS Togp p#q
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En utilisant la notation (3-32) et en posant
* f(pl’)f(qll«) P ,q" (fE,y)
44 = Ay,
(4-4) Vi(z,y) > gl y)

p”, ¢"€S(z,y)
p#q

nous obtenons donc la décomposition
(4-5) Vi(z,y) = Vi (z,y) + Wy(z,y),

avec

Wiy = 3 |f<p”>|2%”;;y)
prES(z,y) ’

B gp(@)Re {f(p")f(p")} Tp(2/p",y)
2 2, pro U(z,y)

y 2
3 f®)
vo
V< iogm p
ogp

pY, preS(z,y)

+ ng(oz)2

PLY

(4-6)

= > \f(p”)lzw—Qf(w7y)+5f(x,y),

pYES(2,y) Ho)
ou l'on a posé
oy Yo (2/0”,9) :
(47) Qrley) =3 Z T =y
P g

et

2

(4-8) Ep(wy) =

Py

3 f(pV){\I/p(x/vay) B gp(a>}

o U(z,y) P
VS Togp

D’apres (3-21), nous avons, uniformément pour z >y > 2, p¥ < z,

ro

(+9) 0, (£.0) < gyl L.
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Il s’ensuit que 'on a pour x >y > 2
2
= gp()|f (p"
Qrlay) +Zmy) < 30| S @]

py | logz p
VS log p

(@)f(")? gp(@)
10 <y y ol 5
Py <10ga: p logz p

= logp VS Togp

c oy SE@IEP

p(u+1)a

< By(z,y)?,

pY €S(z,y)

ou nous avons fait appel a I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
En utilisant une nouvelle fois (4-9), nous obtenons donc immédiatement

(4-11) Wi(z,y) < Bp(z,y)?  (z>y>2).
Ainsi (1-13) équivaut &
(4-12) Vi(z,y) < By(z,y)*.

Les deux paragraphes suivants, qui correspondent a des sous-domaines complé-
mentaires de la région z > y > 2, sont consacrés a établir cette estimation. Nous
notons ici, a fins de référence ultérieure, la majoration universelle

(4-13) Apr qu(2,y) < gpg(@)¥(z,y)  (p#qz2y>2),
qui découle de (3-21).
4-2. Grandes valeurs de y
Nous considérons ici le domaine
(4-14) T > 2, e(logx)z/g <y<uzx,

c’est-a-dire u < /logy.
Commengons par estimer la contribution & Vf‘(ac, y) des couples (p¥, ¢") tels que
pYq* > x. Dans ce domaine, nous pouvons nous contenter d’appliquer (4-13).
Lorsque, u > 2, on a nécessairement max(v, ) > 2. Comme a = 1+ 0o(1) > §
sous la condition (4-14), il s’ensuit que, pour tout ¢ > 0 fixé,

v m Q e
Z gpq<a)M Bf(x’y)2< Z 5fgl(lul>

puaqua
p”,q"€S(z,y) p”,q"€S(z,y)
p#q, p” >z p#q, p” >z

1 By (x,y)?
< By(x,y)*\/u+logyy Z D < il )7

lo
vl gy
v>2

N

(4-15)

ou l'avant-derniere estimation résulte de (3-10). En appliquant cette majoration
avec ¢ = 1/2, nous obtenons bien le résultat requis.
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Lorsque v < 2, on a o = 14+ 0(1/log z) et I'inégalité de Cauchy—Schwarz fournit

UNF (o) 1/2 )
2. gpq@M <Bf(:v,y)2< > pulq#> < Bf(z’y)

. puozq,uoz p
p”,q"€S(z,y) p”,q"€S(z,y)
p’q" >z pq" >z

puisque la seconde somme double est

1 1\2
< E E _N+< E —U) <<1<<1/U2.
"<\/_ w/p”<q”<w 4 ﬁgpl'ﬁfﬂp

Au prix d’une erreur

< By(z,y)? {1 + loéy}

nous pouvons donc nous limiter a évaluer la contribution a Vi (z,y) des couples
(p”,q") tels que p“¢* < .

Dans cette direction, vérifions en premier lieu que 'incidence du terme résiduel
de (3-34) est acceptable. Sous la condition (4-14), nous avons

(4-16)  Rpv gn(2,y) <

log(u+1 KA1+ Kk + \)2 AN y
g( )+ ( )+(pq) (a" < )

logy u? T

avec k := (logp”)/logy, A := (logg¢")/logy. Comme log(u + 1) < log,y sous
la condition (4-14) , nous déduisons de (3-14) que la contribution a V;(z,y) du
premier terme de cette majoration est toujours

y)? (u +logy y) logy y e log, y
logy Vviogy

Celle du second releve de (3-15) avec k = 1 et k = 3. Nous obtenons immédiatement
qu’elle est

<<Bf(m7 < Bf(xv

< By(z,y)?/u.

I reste & évaluer la contribution a V{(z,y) du troisitme terme de (4-16).
Lorsque u est borné, une double application de I'inégalité de Cauchy—Schwarz
fournit, compte tenu de 'approximation o =14 O(1/log ),

S gla) f) f(g") (p”q“ ) c

| e 11eY T
p”q"€S(z,y) P
PF#q

1/2
1 pYgh 2C
(4]_7) < Bf(xa y)2 ( Z praghe ( T ) >

p"q" €S (x,y)

P#q
B Yz I 22\ 1/2
f z y -1 2( 089 m)
B
< ( n§<x n? > < By(z,y) log z ;

w(n)=2



Inégalité de Turdn—Kubilius 35

ou la derniére estimation résulte, par sommation d’Abel, de la majoration classique

log, 2
> 1< 208222 (59
log 2z

n<z
w(n)=2

Lorsque, disons u > 4, la contribution au membre de gauche de (4-17) des couples
(p¥,q") tels que p”¢* < /x est clairement < By(x, y)2z~¢/2. La contribution

complémentaire peut étre estimée grace a (4-15) avec ¢ = 1/4 puisque 'on
nécessairement max(v, u) > 2. Elle est donc

< By(z,y)?/logy.

Nous avons donc établi & ce stade que, sous ’hypotheése (4-14), nous avons

1 logyy
: =S*—F B 2= 2

avec
(4-18) SF = __1 Z Ipq () f(0) f(q")vpr (@) vgn (@) 7
o9 pragHe
p”,q" €S (x,y)
P#q

Ipg() f(p")f(g")  (logp” logg"
4.1 E = .
(419)  By(ey):= Y g (o o)

p”,q" €S(z,y)
PF#q

Ona E¢(z,y) = 0siu > 2. Lorsque u < 2, nous pouvons écrire, grace a I'inégalité
de Cauchy—Schwarz,

1/2
eu(r, N)?
(4-20) E¢(z,y) < Bf(x,y)2< Z <V u) ) ;
) P'q
pYqrE€S(z,y)

ou lon a posé k := (logp”)/logy, A := (logg")/logy. En considérant séparément
les trois cas complémentaires

max{p”, ¢"} < z/y, min{p”,¢"} <z/y <max{p”,¢"} <z, min{p”,¢"} >z/y
nous obtenons la majoration

Eg(z,y) < By(z,y)* < By(z,y)*/u.
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Bornons-nous, par exemple, a fournir les détails dans le troisieme cas, les deux
autres relevant de traitements similaires. Comme e,(k,\) < u — 1 lorsque
min(k, A) > u — 1, la contribution correspondante au dernier facteur de (4-20) est

(u— 1) 1/2 )
> ) <y ¥ L
p”q“gs(z/,y) z/y<p’<w
p”.q">x/y

log 2x

Nous pouvons donc finalement énoncer que, dans le domaine (4-14) et avec la
notation (4-18),

(4-21) Vi(,y) = 5° + O(Bf(:n,y)z{i/o% + i})

Comme v, () < logm pour m € S(z,y) sous la condition (4-14), il résulte de
(3-15) et (3-9) que nous avons dans cette circonstance

(4-22) S* < By(z,y)*.
L’inégalité souhaitée (1-13) en résulte grace a (4-5) et (4-11).
4-83. Petites valeurs de y

Nous établissons ici I'estimation (4-12) dans le sous-domaine
(423) 2 < y < e(logx)2/3.

Nous appliquons (3-34) en majorant la contribution du terme résiduel grace
a (3-14) et (3-15). Avec la notation (4-18), nous obtenons sous la condition (4-23)

(4-24) Vi(w,y) = S + O(Bf(\s“r’ﬂy)2 ).

Comme vy, (o) < (logm) + 1/a lorsque m € S(z,y) et w(m) < 1, il découle de
(3-5), (3-14) et (3-15) que la relation (4-22) a encore lieu sous I’hypotheése (4-23).
Cela acheve la démonstration de (4-12), et donc de (1-13), dans le domaine (4-23).
4-4. Remarques

Le Théoreme 1.1 contient la version classique (1-9) de l'inégalité de Turdn—
Kubilius, qui correspond au cas z = y. En effet, I’estimation

(4-25) a(r,r) =1+ 0(1/(logz)?)
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établie dans [18] — formule (7-8) —, fournit immédiatement

v 10 v
3 |f(»")|logp )

1
log x ., p¥logx

Ag(w, ) :Af(:c)+o(

y<x

- o B2 E )

pY<z

= As(z) + O(Bf(x))

log x

By(w,2)? = {1 n o(loéx)}Bf(x)?

En employant, avec ¢ := 1/log z, V'inégalité ||a + b|*> — |a|?| < elal? + (1 +¢)|b]? /e,

valable pour a,b € C, € > 0, nous obtenons donc que le membre de gauche de (1-9)

vérifie

B 2 B 2
(@ By)

4-26 -
( ) |Vf(z) Vf(xv :C)| < EVf(LE, ‘T) + 5(log .%')2 log =

< Bf(.T)Q.

La fonction indicatrice de I’ensemble des entiers y-friables est multiplicative. On
peut donc voir (1-13) comme un cas particulier de majoration du type

Y h(n)|f(n) = A < B*) _ h(n)

n<x n<x
pour une fonction multiplicative h positive ou nulle et des quantités convenables
A et B, dépendant de f et h. De telles estimations ont été obtenues par Bird
et Szamuely dans [2] lorsque la fonction de poids h vérifie certaines conditions,
requérant notamment que h(p) soit minoré, en moyenne sur des intervalles rela-
tivement courts, par une constante strictement positive. Ces conditions, qui sont
satisfaites, par exemple, pour la fonction indicatrice des sommes de deux carrés,
sont clairement inadaptées au cas qui nous intéresse ici.

5. Analyse asymptotique de la variance

Pour certaines fonctions f, et dans un large sous-domaine du secteur x > y > 2, il
est possible d’obtenir une estimation asymptotique de la variance. Cela permet, en
particulier, de décrire les cas ou elle est significativement plus petite que la valeur
issue du modele probabiliste d’indépendance.

Posons »
X::yﬁ, Xp =y (x>2y=>=2)

et

. gyl ” v?
(5-1) Dy(w,ye) =min >~ ;ﬁa) f(*) = Mogp”|

pYES(X®,y)
Y e gp(@)|f (")

(52) Rf (J), y7 E) Cha XE Z<X puaeﬁ(logp”)2/u(10g y)2 )

<p¥<X3

PLY
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ou B = B(x,y;p") satisfait & B < B < (o, lorsque 31 et [y sont des constantes
absolues positives convenables.

Théoréme 5.1. Soient hi(x), he(z) deux fonctions tendant vers linfini avec x.
Pour tout € > 0, et uniformément lorsque f € A et x, y tendent vers l'infini dans
le domaine

(5-3) hi(z)logz <y < z'/h=(@)
on a
(54)  Vi(wy) = Ds(w.3:2) — Qs(w,9) + Ry(w,yie) + o By (2.9)?)

ot Q(x,y) est définie en (4-7) et By (z,y) en (1-17).
De plus, lorsque x et y tendent vers I'infini dans le domaine (5-3), on a
2
af(z,y;e
(55) Df(.’E,y,E) :bf(x’y’g)z—M

u(logy)? +o(BJ?(x,y)2),

oti I'on a posé

)

gp(a) f(p”)logp”
ap(@,ye) i= Z () (m)
pveS(X¢e,y)

bf(ac,y;e)2 — Z M.

Vo
pr€S(X*<,y)

(5-6)

Comme la somme des trois termes principaux de (5-4) ne dépasse pas By(z,y)?,
nous obtenons immédiatement une majoration asymptotique de Vy(z,y).

Corollaire 5.2. On a uniformément pour f € A et (z,y) satisfaisant (5-3)
(5-7) Vi(z,y) < {1+ 0()}V(Zszy) < {1 +0(1)} By (z,y)*.
De plus, I'inégalité entre les deux termes extrémes est asymptotiquement optimale.
Démonstration. 1l résulte directement de (1-16), (5-4) et (5-5) que
Vi(z,y) < Bp(z,y)* — Qf(z,y) + o( By (z,)?)
<{L+0(}V(Zsay) + B,

avec, en posant toujours v, := [(logz)/logp],
f)|?
=Y Y 0@l gy

p<y | 1<v<py p

go(@)  Tp(z/p"y)\ ., £ (p")]

< — o

; 1<Z< {pm ¥(,y) }f(p : 1<Z< @) P
PRY IVIVp VVp

< By(z,y)Z¢(z,y)"/2
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La conclusion découle donc de I'estimation Z¢(x,y) = o(a?By(x,y)?) établie, sous
les hypotheses de ’énoncé, au Lemme 5.5 infra.

Montrons & présent que les deux inégalités de (5-7) sont des égalités pour le choix
spécifique

v log p”
(5-8) f®") = pr=a)2 (p=22,v=21),

ce qui établira I'optimalité annoncée.
Soit &€ > 0. Nous avons d’une part, dans le domaine (5-3),

2 2
gp(a)v=(logp
bpleger = >0 LUZIEE o) i0gy
prES(X¢,y)
o gp(a)*(logp)?  y1=)/2 -1
aj(e,yie) = Y S <o losy
preS(Xe<,y)

U
1 2
<<\/10gu(0gy) ,

de sorte que, grace a (5-5),

Dy(z,y;e) = {3 + o(1)}(logy)* + o(By(z,y)?)

lorsque z et y tendent vers U'infini sous la contrainte (5-3).
D’autre part, nous avons dans le méme domaine

e < 3| Y i

2
(logp)* _ logy
< g pRERS < . :0((logy)2)7

pLy V>1 Py
2(1o
<y Y Lo oy
PLY v>e/u

Comme un calcul standard permet de montrer que By(z,y)? ~ %(logy)?, nous
obtenons bien que la relation

Vi(z,y) ~ By(z,y)*

a lieu dans le domaine (5-3) pour la fonction f définie par (5-8). O

Corollaire 5.3. Une condition suffisante pour qu’une fonction additive complexe
f satisfasse la relation

(59) Vf(xa y) = 0<Bf(‘r7 y)Q)
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lorsque x et y tendent vers I'infini dans un sous-domaine D du domaine (5-3) est
que les deux relations suivantes soient vérifiées

1 v)|2
(5-10) lim limsup ) Ma)p# —0,
@mep TN xecpraxi/e
Py
. Dy(z,y5e)
(5-11) i limsup = e
(z,y)€D

Lorsque I'on suppose en outre y > (log x)'+% pour une constante arbitraire § > 0,
cette condition est également nécessaire.

Remarques. (i) Le théoréme 2.7 et le corollaire 2.8 de [5] permettent aisément
d’estimer Vigg(z,y). On a

Vis(o9) = 225 {14 0(TRU) L (> loga),

alors que, dans le méme domaine,

Blog(x,y)* < (logy) log z.

On voit donc, dans le cas de la fonction logarithme, que la condition y/logz — oo
est certainement nécessaire pour que (5-9) ait lieu.

(ii) Hildebrand [17] fournit, pour la répartition de (n) sur S(z,y), une ap-
proximation uniforme de la loi globale et des évaluations des lois locales dans
un certain voisinage de la moyenne. La «variancey, disons vq(x,y), apparais-
sant dans ces résultats vérifie vo(z,y) = o (Ba(z,y)?) mais linformation con-
tenue est apparemment insuffisante pour fournir Vo (z,y) < va(z,y), ni méme
Va(z,y) = o (Ba(x,y)?).

(iii) Dans le cas de la fonction 2, le Corollaire 5.3 permet de retrouver et
de préciser le phénomeéne observé par Alladi [1] et Hildebrand [17]. D’une part,
on vérifie sans peine que la relation (5-10) est satisfaite pour f =  dans le
domaine (5-3). D’autre part, les lemmes 3.5 et 3.6 de [5] permettent de montrer
que 'on a, dans les mémes circonstances,

ag(z,y;¢) ~logz,  ba(r,y;e)* ~ Ba(z,y) ~ u+ logy y.

Compte tenu de Iestimation (3-8) pour oo, nous obtenons ainsi que (5-5) a lieu
si, et seulement si, u/log,y — 0o. Nous pouvons récapituler ces observations en
énongant que : la formule asymptotique (5-9) a lieuw pour f = Q lorsque x et y
tendent vers l'infini sous la contrainte

y/logx — oo, u/logy y — 0.
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Lemme 5.4. Soit f € A. Une condition nécessaire pour que la relation (5-9) ait
lieu lorsque x et y tendent vers l'infini dans un sous-domaine D du domaine (5-3)
est que l'on ait, uniformément dans D,

£ (")I?
pV(X

(5-12) sup {gp(a)

} = oBs(x.y)").

Lorsque la relation (5-12) est satisfaite dans un sous-domaine D du domaine (5-3)

tel que liminf z,y—co (logy)/log,x > 1, on a
(z,y)eD

(5-13) Qs(z,y) +Ef(x,y) = o(Bs(x,y)?)

ou les quantités Qs (x,y) et =;(x,y) sont respectivement définies par (4-7) et (4-8).

Démonstration. Observons que pour tout p” € S(z,y) on a

Ve g S {0 - AR +f0) - Az
ik nes(e/s )
n,p)=

> 4110 P,

en vertu de l'inégalité |w|? + |w + z|*> > |2]?/2 (w, z € C). L’estimation (3-22)
fournit donc la nécessité de la condition (5-12).

Lorsque (5-12) est réalisée et sous la condition supplémentaire indiquée, il existe
une fonction z = z(z,y) telle que, lorsque z et y tendent vers 'infini en restant
dans D, on ait simultanément z — oo et

v)|2
(5-14) 3 gp(a)|f(p ) = o(By(x,y)?).

pl/CK
pv €S (2,y)

D’apres (4-10), nous pouvons donc écrire

2
Q(z,y)+EZf(z,y) < o(By(z,y)? —|-Z Z 9p(@)|f ()]

vo
py | logz log x

1ogp V\logp
2
(5-15) o(Br(z,p)?) + Y. Y 9o/ )"

Z gp(@)

pl/a
s b coclss
gp(a)|f ()2

= o(B 2).
spa = oBr@w)?)

<o(Br(z,y)*) + Y
P (z,y)
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Lemme 5.5. La relation

(5-16) Er(z,y) = o(azBf(m,y)2)

a lieu uniformément pour f € A lorsque x et y tendent vers l'infini dans le
domaine (5-3).

Démonstration. Soit v := u'/4. D’apres (3:19), la contribution & Z;(x,y) des

puissances p¥ n’excédant pas y¥ est

2 2
<<%z< Z M) <<M:O(Q2Bf(%y)2)v

vo
PLY logz p

Slogp

ou la seconde estimation a été obtenue en employant 'inégalité de Cauchy—Schwarz
comme dans (5-15). La méme manipulation permet, grace a (4-9), d’estimer la
contribution complémentaire. Nous obtenons la majoration

o % x,7)?
<<Z< 1 Z 1 2l I),‘VJ;(p )l> < Bf;a;y) = o(a”®By(z,)*).

Py »
logp Slogp

Lemme 5.6. On a, uniformément lorsque = et y tendent vers linfini dans le
domaine (5-3) et f € A,

2

(5-17) s+ L = o( By (2.0)?).

g2

5 gp(@) f(p”)log p”

pl/Dé

pY€S(z,y)
Démonstration. Commengons par établir la formule asymptotique

2

(5-18) s+ L - 0<O¢Bf(a:,y)2).

02

3 gp() f(p" )vpr ()

pl/Oé

pYE€S(z,y)
Le membre de gauche de (5-18) vaut

Z f(p )ZIJZ”(O‘)

(5:19) =3 gyl

Py

log z
Vs logp
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Le carré du module de la somme en v n’excede pas

[f ()P = vpre(a)? £ (p")|* (log p)?
> 2 < )

o< Fgw pn=1 < bgm
= logp = logp

en vertu de 'identité

U ()2 0o p)2(1 — p—2 + p—20
(5:20) pp,sa) = (0gp)* Y (0 )2i:(1 8P (1 —p~ 7 4 p77)

pn=1 puz1

En employant ’estimation (3-8) pour o9, nous obtenons donc que ’expression (5-19)
est

gp()|f(p*)[*p* (log p)* < Bg(x,y)?
p (p™ — 1)%u(log y)? ualogy

(5-21) < Z = o(an(J:,y)2>

pY €S(z,y)

ol nous avons fait appel a I'inégalité p®(logp)?/(p® — 1)? < (logp)/a + 1/a? et
employé 'estimation a’ulogy — oo lorsque = et y tendent vers I’infini sous la
condition (5-3).

Cela acheéve la preuve de (5-18).

Pour établir (5-17) & partir de (5-18), nous majorons la différence des membres
de gauche de ces deux expressions par

) gp()|f(p”)|logp T gp(oz)li(p”)l(logphr logp)

1
< —
pre(p —1) p p*—1

2
p”€S(z,y) p”€S(z,y)

1/2

By (@.9)* (logp)? ~—=p**(ogp) """ .,
< u(log y)? {Ig (p> —1)3 pé; (p™ — 1)3 } = o(Bj (z,9)?),

ott nous avons utilisé le fait que I’avant-derniere somme en p est < u+u?(logy)*/y?

dans le domaine (5-3), alors que la derniére est < o3. O

Démonstration du Théoréme 5.1. 11 découle de (4-5), (4-6) et (5-16) que l'on a,
uniformément lorsque x et y tendent vers l'infini dans le domaine (5-3),

. 2 Vp(z/p,y)
Vi(z,y) = Vi(z,y) + lf(0")| —=F7———=
(5:22) ! ! szm U(e,y)

- Qs(x,y) + o(an(x,y)2>.

Comme, de plus, il résulte de (4-21) et (4-24) que l'on a, dans les mémes conditions,

(5-23) Vi(e,y) = 5° + o(an(a:,y)2)
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nous obtenons

(5:24) Vy(z,) = S* = Qlw,p) + > |f<p”>|2W+o(an<z,y>2).

pY€S(z,y)
Substituons & S* son approximation donnée par (5-17) et observons que,
d’apres (3-15), d’une part

) gp() f(p”)log p” < By(o,y)Valogy

VO
p*€S(z,y)

et d’autre part

3 gp(a) f(p")logp” | _ ) gp(@)|f(p")|(log p")?
Xe<p¥<xz pe pYeS(z,y) preelog X
Py

< By(z,y)logy.

Nous obtenons, avec la notation ay de (5-6),

1 3 gp(e) f(p”) log p”
(5-25) 72| prestay) P

. 2 B 2
_las@gol _ By
g9 \/ﬁ
:0<an(x,y)2>.

De plus, il découle de (3-21) et (3-19) que l'on a pour une constante positive
convenable co,

Y el y)

v
prE€S(z,y) (@:y)

o = SX@:{ )|f<pu>|2%+{1+o( L) VR (o0
o(PAn)
- g}:{ ) <a)p|fapy)| + Ry(z,y;¢ )+O<(1+4y)2).
preS(Xey

En rassemblant les estimations (5-24), (5-18), (5-25) et (5-26) nous obtenons, avec
les notations (5-6),

. 2
Vi(z,y) =bs(z,y;6)* — las(z,ys€)
(5-27) -

+ Ry (w,y:6) — Qs (w,y) + o By (2,9)?).
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Il reste, d’une part, a établir que l'on peut, sans modifier I’ordre de grandeur du
terme d’erreur, remplacer par Dy(x,y;¢) la somme des deux premiers termes du
membre de droite et, d’autre part, a évaluer cette derniere quantité. Posons

3 gp() (log p")*

Vo

cr(z,y;€) =
prE€S(X*<,y)

Le minimum (5-1) est atteint pour
A= Ap(@,y58) = ag(z,y;€) /e,y €)
et vaut

jas (e, )P

5-28 Dy(z,y:e) = be(z,y; €)% —
(5-28) r(@,y5e) = by(w,y3€) e (@.y:0)

La déduction de (5-4) et (5-5) a partir de (5-27) se réduit donc, compte tenu de
(3-8), a la formule

(5-29) cr(z,y;e) = 02{1 + O( + e—a\/ﬁ/2>}

alogy

dont nous allons montrer qu’elle a lieu, pour chaque ¢ €]0, 1] fixé, uniformément
dans le domaine (5-3). Pour établir (5-29), nous observons d’une part que

Z gp()(logp”)* logp Z (p® (;r 1)_(110gp +Z logp

PLY Py p<y

v>1
202+O(UI2¢gy> {1+O<a1(1)gy)}’

et d’autre part que l'on a, en posant v, := [¢(log X)/logp],

gp(a)(logp”)* 10gp g(a logp (J+vp)?
Z Z Z pja

p<y Py j=1
pY>X*

-2 2
J ot

Xsa ng logp Z pja -

p<y Jjz1
o9 (elog X)? 1 o2(u + log, y) —evu/2.
<<X50‘ + Yeo 22?(—)(6& KL oge
PRY

ott I'on a utilisé (3-8) sous la forme (log X)? < 79, (3:13) et (3-3). O
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Démonstration du Corollaire 5.3. 11 est immédiat que les conditions (5-10) et (5-11)
sont suffisantes. Pour établir qu’elles sont nécessaires, il suffit, compte tenu
de (5-13), d’observer que (3-19) implique, pour toute valeur du parametre 1 €]0, 1
et avec une constante positive convenable cg,

Z |f(pu)|2\1/p(x/py’y) > e—c;»,/af Z gp(a)|f(p”)|2.

VU(x vo
XE<pVgxl/El ( ’y) X5<p1/<X1/51 p
Py Py

On conclut en faisant appel a la positivité de D¢(x,y;€) et, en faisant tendre z et y
vers l'infini puis €, et finalement &1, vers 0. a

6. Forme duale : preuve du Théoreme 1.2

Soit f une fonction arithmétique additive. On peut écrire lorsque n € S(x,y)

f(n)— Af(z,y) = Z Cn,rlYr

r<x

avec
_ L f@)Vgpla)/pr* sir=p", p<y,
Yr -
0 dans le cas contraire,

et

Cnr 1= APV [gp(@) = \/gp(a) [ sir=p” | n,

C”ﬂ“ = gp(a)/pya Si r= pUHn7 p g Y,

Cnyr =0 sir#p”our=p’, p>y.

La majoration (1-13) équivaut donc a la validité de

Z ‘ ZC”’Ty"' i < C‘I’(.’L’,y) Z |yr|2

neS(zy) r<a r<z

pour tout choix des nombres complexes y,.. Le principe de dualité exprimant
légalité des normes d’un opérateur d’espaces de Hilbert et de son adjoint (cf., par
exemple, le lemme 1.4.5.1 de [30]) montre alors que cette majoration est équivalente
a la validité de I'inégalité

Z’ Z cn,ran2<C\Il(x,y) Z |an|2

r<z neS(z,y) nes(z,y)

pour toute suite {a, }>°; de nombres complexes. O
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7. Théoréme d’Erdés—Wintner :
preuve du Théoréme 1.4

nr = H pY.

p”|In
p’<T

Posons

Ainsi, pour chaque entier n > 1, ny est le plus grand diviseur m de n tel que
xr(m) = 1.

Nous aurons besoin d’un résultat auxiliaire concernant ’application n +— np.
Nous ’établissons sous la forme la plus simple qui permet de prouver le Théo-
reme 1.4. Une version plus précise pourrait, au besoin, étre déduite d’une étude
spécifique adéquate.

Lemme 7.1. Pour tout T > 2 il existe un nombre réel y,(T) tel que l'on ait

> o= xr (m)h(m; ) ¥(z, y) 14 0; logy y
H(a, T)m~ logy
Sy

uniformément pour x >y > y1(T), m > 1.

Démonstration. Soit or la fonction indicatrice de I'ensemble des entiers n > 1 tels
que
p || n=p">T.

Nous posons Y7 := pxor, de sorte que ¥ est la fonction multiplicative déterminée
sur les puissances de nombres premiers par la formule
-1 sip<T,v=1,
Ir(p") =41 sip<T,v=vr(p) +1,
0 siv#louv#wvp(p)+loup>T.

Rappelons la notation x7 de (1:25). On a np = m si, et seulement si, ypr(m) = 1
et n =rm avec (r,m) =1 et or(r) = 1. On peut donc écrire

Yool=xr(m) > > dr(d)

nes(z,y) reS(xz/m,y) dr
nr=m (rym)=1
(7-1) "
—xrm) > (@) ()
deS(xz/m,y)

(dym)=1

I1 nous faut donc une estimation de ¥,,, (z/md, y). Nous allons montrer que ’on a,
sous les hypotheéses de I’énoncé et uniformément en d tel que ¥ (d) # 0,

o () - o ()
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A cette fin, nous observons d’abord que, lorsque y7(m)dr(d) # 0 et (m,d) =1,
on a

md < H plIT(p)+1 < 3TT7T(T) g e7T/2’
p<T

en vertu des inégalités bien connues [] o p <37 et 7(T) < 2T/log T (T > 2).

On a t := log(md)/logy < % pour y > expexpT car el > 4T pour T > 2.
Lorsque u > logy, la formule (3-19) fournit donc immédiatement (7-2).
Si u < logy et donc a > 1, nous déduisons de (3-17) que

U () = sl () {1+ 0(55)

Nous avons donc dans ce domaine

U (sizv) =@ () {1+ 0(5) }

En appliquant alors la formule

) ! 1
EE M{Ho(w>} >y > (oga)?, 1< 2 <y)
z z= logy

qui découle immédiatement du lemme 2 de [20], nous obtenons encore (7-2), en fait
sous la forme renforcée

() = S o T

Il nous reste a reporter (7-2) dans (7-1). On a

vr(d) _ Or(d)
Z Za - Z Za

deS(z/m,y) (dym)=1

_ _ hr(m;a)
_ | o g ettty = hr(mia)
pl;lf ( ) gm()H (o; T)

ptm

Cela fournit bien I’estimation requise. O
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Nous sommes a présent en mesure de prouver le Théoreme 1.4.
Soit € > 0. Nous avons pour z >y >2et tousT >2 N > 1, w >0, z € R,

Z 1<U +Us

neS(z,y)
f(n)<z
avec
U1 = Z ]., U2 = Z 1.
neS(z,y) nes(z,y)
f(nr)<z+w lf(n)—f(no)|>w

D’apres le Lemme 7.1, il s’ensuit que, pour y > y1(T),

log, y
. < ¥(z,y)D, 1 —227 ) 5.
(73 0 < W) Do+ w){ 1+ Or (22!
Posons
fry= S50 (1),
p”|In,p” >T
[f(")I<R

Pour estimer Us, nous observons que tout entier n satisfaisant a | f(n) — f(nr)| > w
vérifie nécessairement 'une au moins des deux conditions suivantes

@ 33 n o [fOII >R p">T,
(i) [fr(n)] > w.

Le nombre des entiers n € S(z,y) satisfaisant (i) peut étre estimé grace a (3-21) :
il est

(7-4)

< Z \pr(]%,y)<<\11(x,y) Z %<<T)\I!(x,y),

T<p’<z T<p”<z
PSY PSY
[f (") >R lf(")I>R

d’apres (1-27).
L’estimation du nombre des entiers n € S(x,y) satisfaisant (ii) releve du Théo-
reme 1.1 : elle n’excede pas

1 2 2
LY P < A, S e~ A ()P
nesS(z,y) neS(z,y)
LY
< (562, y)
w

ou l'on a tenu compte des deux derniéres conditions (1-27). Nous avons donc
finalement, pour w €10, 1],

(7-5) Uy < 0¥ (x,y)/w?

Pour conclure, il suffit donc de choisir w = /3. 0
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8. Théoreme de Daboussi : preuve du Théoreme 1.5

Nous commengons par établir (1-28) & partir des résultats de [3].

Lemme 8.1. Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout ¥ € R \ Q fixé,
on ait

(81) Ey(z,y;0) = o(¥(z,y))
uniformément lorsque x, y tendent vers l'infini en restant dans le domaine
(8-2) D) = exp{e(log zlogy 2)*/*} <y < a.

Démonstration. Les sommes d’exponentielles F1 (x,y; ¥) sont usuellement estimées
en fonction des bonnes approximations rationnelles de ¢. Le théoréme de Dirichlet
garantit, pour chaque entier ) > 2, 'existence d’au moins un couple d’entiers (a, q)
tel que

(8-3) 1<¢<@ (a,9)=1, [J-a/q <1/4Q.

Nous désignons par ¢(¢; Q) le plus petit des dénominateurs ¢ satisfaisant cette
condition.(*®) Pour tout nombre irrationnel ¥, nous avons

lim ¢(9; Q) = co.
Q—o0
D’apres le corollaire 5 de [3] on a, pour des constantes positives convenables ¢y,
Cs, Cé,

22(9) (log q) {log(u + 1)}2 1 pe—cav/108y

Eqi(z,y;9)| < ¥(x,

avec q := q(ﬁ; [me’% Vlog y} ), uniformément dans le domaine

x >3, exp{cs(log, 2)?} <y < 2.

Compte tenu de (1-4), nous obtenons bien (8-1) sous la condition (8-2) deés que

c> 622/3. O

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le Théoreme 1.5. Nous employons la
méthode de Daboussi telle qu’elle est exposée dans [8]. L’hypothese (1-30) appliquée

10. On peut vérifier facilement qu’il y a au plus deux fractions rationnelles réduites
satisfaisant (8-3).



Inégalité de Turdn—Kubilius 51

avec y = x permet d’appliquer le lemme 1 de [8] & |f|?. Nous en déduisons qu’il
existe une constante zop = zo(f) > 3 telle que

1
(8-4) Z = > logy 2 (z = 20).
j
Fpl<2

Posons P, := {p < z : |f(p)] < 2} et appliquons la forme duale de I'inégalité
de Turdn-Kubilius (1-15) en choisissant a, := f(n)e(nd) et en restreignant la
sommation du membre de gauche aux nombres premiers de P,. Nous obtenons,
pour 2< 2z <y, Y(z)<y<z

2
65 X2 Ys - Y )| < wy?
pEP. p* neS(z,y)
plin

ou le membre de droite a été évalué grace a ’hypothese (1-30).

Posant
Z gp

If(p)|<2

nous déduisons de (8-5), grace a I'inégalité de Cauchy—Schwarz, que

«
S |2 by - Y fweln)| < ¥l i) VIE),
peP. neS(z,y)
plln

d’olt, pour z € [29,9],

(86)  Epwyd)=——3 3 @) fme(mps) + o LLL).
L(2)

Désignons la somme double par 7. Comme

S ) < K/ et} < v

meS(z/p,y)
p|m

d’apres (1-30) et (3-21), et comme o > 3 pour z, y assez grands sous la
condition (8-2), nous avons

(8:7) T=T+0(¥(z,y)),
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avec

=3 Y @) fm)e(mpo).

pEP. meS(z/p,y)

Maintenant une nouvelle application de 'inégalité de Cauchy—Schwarz fournit

|T12<{ ool > f mpﬁ’}2

mES(:E,y) peEP,
p<x/m

> elmlp- o)

meS(xz/ max(p,q),y)

<0 T 0w+ X |/ o-00) )

pEP. p,q€P:
q<p

<AKU(z,y) >

P, q€P

< U(z,y)*{L(2) + 0.(1)}

o, d’apreés (8-1) la quantité o,(1) tend vers 0, pour chaque z fixé, lorsque = et y
tendent vers l'infini sous la contrainte Y (z) < y < z.

Reportons dans (8:7) puis (8:6), divisons par ¥(z,y) et faisons tendre x et y, puis
z vers l'infini en faisant appel & (8-4) : nous obtenons bien la formule asymptotique
requise (1-31). O

9. Ordre normal de w; et applications

9-1. Valeur moyenne de wy

Nous établissons ici une estimation précise de A, (z,y).
Nous posons, pour a = a(z,y),

00 we= L = I )

(1—a)logt =

Lemme 9.1. On a, uniformément pour 2 <t <y < ,

9-2
(92) 10g22t+vt+0(

log 2v; ) '

En particulier, on a uniformément pour x >y > 2

Y 1 1
(9-3) Ay (x,y) =logy 2y + +1gx{1+0(10gy+log2u)}'
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Démonstration. Montrons la premiere égalité de (9-2). Nous avons

_ gp(@) 1
Awt (l‘,y) - Z Z pre - M(t) o Z pa(lJr[logw/logp])'

p<t pY<z p<t

Sia = a(z,y) > %, la derniére somme est clairement bornée. Dans le cas
contraire, (3-3) implique ’existence d'une constante b > 0 telle que y < (log z)’. De
plus, la derniére somme en p est trivialement majorée par m(y)/z®. Or, toujours
d’apres (3-3), on a

Y

1 } y
logy’ (logy)(logx)

1
blog, z” (logy)(log z) }

o > min { > min {

On en déduit que 7(y)/z* < 1, ce qui fournit bien 'estimation souhaitée.
Pour établir la seconde formule de (9-2), nous faisons appel au lemme 3.6 de [5],
dont nous déduisons que

l1—«

L(t)e

ou ¢ est une constante absolue positive et ot 'on a posé

(9-4) M(t)=10g22t+{1+0( )}/lvtzf'(z)dz—&—O(l) (t>2)

L(t) == exp {(log £)3/5 / (log, 2t)1/5}.

Le résultat annoncé découle donc de (3-28).
L’évaluation (9-3) résulte immédiatement de la formule (3-6) de [5] sous la forme

-«

Y -1 1 uy
9.5 =4 - _liio >y >2).
(9:5) Yy (1-a)logy {+ (logy)}y—i—logx (=>y )

9-2. Ordre normal de wg : preuve du Théoréme 1.6

Il résulte de la premiere relation (9-2), de l'identité A, (z,y) = B, (z,y)? et du
Théoreme 1.1 que

(9-6) Yo jwin) - MO < U(z,y)M(t)  (2>y>t>2).
nesS(z,y)
D’ou
VU (z,
(9-7) 3 1< (;;y) (z>y>t>2 h>0).
neS(z,y)

|wi(n) =M (t)|>hy/M(t)
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Soit ¢ €]1,b[. La fonction t — M (t) est croissante au sens large et ses sauts
n’excédent pas 1. Pour chaque entier k tel que M(2) < k < M(y), il existe donc
un nombre réel ¢ € [2,y] tel que

k*(logk)® — & < M(t) < k*(logk)® + 3.

En spécialisant t = t;, et h = 2k'/2(logk)*/? dans (9-7), nous obtenons que
I’encadrement

(9-8) |wey, () = M ()] < M (t)*° {log M (tx)}/*
a lieu pour tous les entiers n de S(z,y) sauf peut-étre pour au plus

< V(z,y)/{k(logk)“}

d’entre eux. Par sommation sur k, il s’ensuit que (9-8) a lieu simultanément
pour tous les entiers k de [2,y] tels que t; > %Tm sauf peut-étre pour au
plus ¥(xz,y)/(logT,)°"! entiers n de S(z,y). Le résultat annoncé en découle en
remarquant que wi(n) est une fonction croissante de ¢ et que

M (tgi1) — M(ty) < K*(logty)® < M (t5,)?/*{log M (ty,)}/>.

9-3. Ordre normal de pj(n) : preuve du Corollaire 1.7

La démonstration repose sur ’évaluation

(9:9) | M (pj(n)) — j| < 5*/*(log §)“?,

obtenue en choisissant ¢t = p;(n) dans I’énoncé du Théoréme 1.6. Par ailleurs, nous
observons d’emblée que I’estimation (9-5) fournit

(9-10) He = ot {@5 (5 71eg2) } +O0)

= log (ﬁ) +0(1).

Montrons d’abord la premieére relation (1-34). Soit j un indice satisfaisant &
Jr <j < Hj,. D'apres la seconde estimation (9-2), cela implique

2/3 C/3.

log, pj(n) < j+ j*/(logj)

De plus, si, I'on avait log, pj(n) < j — 35%/3(log )¢/3, il suivrait log, pj(n) < Hyy,
et done, d’apres (9-10),
(1—a)logp;(n) < 1.
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Par (9-2), nous obtiendrions alors log, p;(n) > j — 2j2/3(log j)¢/?, ce qui induit une
contradiction. Cela établit bien (1-34) lorsque j < Hy .
Considérons maintenant le cas j > Hy . Nous posons

e? —1

A(9) :=log ¥ + 3

(¥ >0),

et désignons par V' l'application réciproque de A. Notant w; := (1 — o) logp;(n),
nous déduisons de (9-2) et (9-9) que

e’ll)j_l
Awj) + O —5—) = jay + O(*3(log j)*/?
o1 (3) +0(3) = ey + O 083)")

> oy > H2E.
Cela implique w; > log j. 4 et donc
Aw;) = joy {1 +0(1/10g i y) }-
Nous concluons en remarquant que

V(z) =logz+logy z+0(1), V'(z)=<1/z (2>2).
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