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1. Introduction

La décomposition canonique d’un nombre entier n sous la forme

n =ab, avec a:= H pY, b:= H p”,
p”|n p”|In
PLY P>y
constitue un outil efficace dans beaucoup de problemes arithmétiques. Alors que
les techniques de crible sont pertinentes pour ’étude des facteurs b, des méthodes
spécifiques sont nécessaires pour appréhender les facteurs a.

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier n > 1 et convenons
que P(1) = 1. L’étude de I’ensemble S(z,y) des entiers y-friables n’excédant pas z,
autrement dit des entiers n tels que P(n) < y et n < z, s’est ainsi révélée, ces
dernieres années, comme une partie intégrante de la théorie analytique des nombres.

En ce qui concerne la fonction de comptage

‘11(1‘7y) = |S(I’y)|a

trois approches ont été utilisées a ce jour : ’exploitation de I’équation fonctionnelle
de Buchstab, dans les travaux de de Bruijn [4] ; celle d’une équation intégrale avec
parametre dans l'article de Hildebrand [14] ; et la mise en ceuvre de la méthode du
col par Hildebrand et Tenenbaum [16].

Chacune de ces trois méthodes possede ses avantages et inconvénients propres.
Cependant, la méthode du col fournit, en complete exclusivité, des renseignements
spécifiques d’un type nouveau : les formules semi-asymptotiques, selon ’expression
d’Erdés, qui permettent d’évaluer ¥(cz,y) en fonction de ¥(x,y) méme dans des
domaines en x, y, ou aucune approximation réguliere de la seconde quantité n’est
connue, voire méme possible — cf. [28] pour une discussion détaillée sur cet aspect
de la question.

Nous désignons I’ensemble des propriétés relatives a ces phénomenes sous le terme
de comportement local.

La connaissance du comportement local de ¥(x,y) et de la généralisation

(1) Volwy) = > 1

nes(z,y)

(n,m)=1
est capitale dans la plupart des problemes arithmétiques utilisant les entiers
friables. Cela explique pourquoi I’étude des fluctuations locales de U,,(z,y) a
suscité un nombre important de travaux depuis une quinzaine d’années : voir
notamment Hensley [12], Friedlander—Granville [9], Hildebrand [13], [15], Granville
[10], Hildebrand—Tenenbaum [16], et, pour le cas particulier m = Hp< . b, Saias
[23].

Cet article est essentiellement dévolu a fournir, pour le comportement local de la
quantité (1-1), un document synthétique contenant des formules aussi précises et
aussi générales que le permettent les techniques actuellement disponibles.
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Si notre motivation premiere consiste a établir les estimations nécessaires a la
preuve, développée dans [3], d’une inégalité de type Turdn—Kubilius pour ’ensemble
des entiers friables, nos résultats sont également susceptibles de nombreuses autres
applications. A titre d’illustration, nous en développons ici quelques unes, concer-
nant les valeurs moyennes de fonctions arithmétiques sur ’ensemble des entiers
friables. Les énoncés correspondants sont présentés au paragraphe 2.2.

2. Résultats

2-1. Entiers friables criblés

Le col, ou point-selle, apparaissant dans 1’évaluation de ¥(z,y) comme intégrale
de Perron inverse est défini, pour x > y > 2, comme l'unique solution positive
a = a(z,y) de 'équation

1
(2:1) Z Y =log .

o —1
péyp

Tous les résultats de comportement local sont alors du type
(2:2) U(cx,y) = c*V(z,y)

sous diverses contraintes concernant les tailles relatives de ¢, z, y. Bien qu’elle
soit définie implicitement, la quantité a possede un comportement asymptotique
suffisamment élucidé — cf., notamment, le Lemme 3.1 infra.

Définissons
gm(s) = [[(1=p7) =D _ @)/,
plm dim

ou p désigne la fonction de Mobius. Compte tenu de Iheuristique (2-2), le terme
principal attendu pour

U (2,y) = Y p(d)¥(2/d,y)
d|m

est
D d)¥(x,y)/dY = gm(a)¥(z,y),
dlm

lorsque m est y-friable.

Notre premier résultat établit qu’une telle approximation est effectivement val-
able dans un large domaine. Conformément & 1'usage, nous posons dans tout ce
travail

u = (logx)/logy, u := min{u,y/logy}
et nous désignons par w(n) (resp. 2(n)) le nombre des facteurs premiers de I'entier
n comptés sans (resp. avec) multiplicité. Nous introduisons également la quantité

(2:3) Wi = 10g Py (m) =< log {w(m) + 2} (m>1)
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ou pi désigne le k-ieme nombre premier et ot l'on convient, par commodité
d’écriture, que pp = 2. Nous notons encore

Wn log(1 + y/log x)
2.4 O, = 0o (y) = , a=a(ry) = ——2" 2"
(2+4) (v) gy’ © a(r,y) oz y
Im
ﬁ,ﬂu gogl(é (+ 2+)}2) siy> (loga)?,
m log(u

(2 5) B, = Em(l’,y) = o 9

u(ulogy)”

iy < (1 2,
ulogy ( ﬁmalogg) sy < (loge)

Théoréme 2.1. Sous les conditions

(26) r>y>2 Pm)<y, wm)< i,
(2.7) i (2,) = () () {1 + o(@)}

La définition de E,,(x,y) étant relativement complexe, nous dégageons immédia-
tement quelques conséquences simples du Théoréme 2.1. A cette fin, nous posons

E;(z,y) =E,(1+ En)/u
et, avec la notation ¢t := max{0,t} (¢ € R),

(2-8) §=6(z,y) = (1-2a)"/2(1 —@).

1
2
Nous considérons les conditions suivantes :(1)

Nous notons que 0 < § < 5 en toute circonstance alors que § = 0 si y > (logr)?.

(C1) w(m) < y'/loe(ut2)

(Co)  y1el D) < w(m) < fy/logy

(C3)  Vy/logy <w(m) <y et (logyx)(logsx) < logy

(C4) Vy/logy < w(m) < /y/(logy)® et logy < (logy z)(logs ).

1. Ici et dans la suite, nous notons log;, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
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Corollaire 2.2. Sous les conditions x >y > 2 et P(m) <y, on a

I I log(w + 2 1 e
— < % < = si (Ch) est réalisée,
au u U
* 92
(29) En(z,y) < m si (C2) ou (Cs) est réalisée,
1 si (Cy4) est réalisée.

Le corollaire est déduit du théoréme en observant que, pour chacune des deux
expressions (2-5), la quantité F,,(z,y)/%, est, & toutes fins utiles, une fonction
croissante de ¥,,. Nous donnons les détails au paragraphe 3.2. Cependant, nous
notons des & présent, a fins de référence ultérieure, que l'on a

(2:10) Emn>VUm,  En(zy)>dn/u  (z22y22)

Ces deux estimations résultent aisément de (3-4) et (3-13) infra.

Remarques. (i) Lorsque y = (log z)'* avec A < 1, les deux expressions de E,,(z,y)

apparaissant dans (2-5) sont du méme ordre de grandeur.
(ii) Le cas particulier

(2-11) m = Hp,

p<z

qui correspond donc au probléme des entiers sans grand ni petit facteur premier,
a été notamment étudié par Friedlander [8] quand y et z sont de l'ordre d’une
puissance de x et par Saias [23] sous la condition m(z) < ,/y. Lorsque nous y
spécialisons m sous la forme (2-11), nos résultats sont toujours au moins aussi
précis que ceux de [23].(2)

(iii) Le Théoreme 2.1 rectifie et précise le théoréme 1 de Xuan dans [34], ol
I'auteur annonce, pour chaque € > 0 fixé, la validité de I’estimation

(212) ¥(e.9) = gnle) ¥ ) {1+ 0 ()

uniformément dans le domaine y > (logz)'*¢, w(m) < \/y. La formule (2:12) est
moins précise que (2-9) lorsque (C1), (C2) ou (Cs) est réalisée. Dans le domaine
complémentaire, la preuve donnée dans [34] est insuffisante. Nous décrivons en
détail, au paragraphe 3.6,3) Iinexactitude apparaissant au lemme 5 de [34]. Cette
erreur est sans incidence dans les deux premiers cas de validité de (2-9). En
revanche, sous ’hypothese (Cy), et a fortiori sous la condition

(C5) Vy/(log 1)’ < w(m) < VY et logy < (logy z)(logs ),

2. Voir en particulier le théoréme 7 de [23].
3. Voir la remarque qui suit le Lemme 3.14.
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la preuve de [34], une fois corrigée, fournit seulement
v v 140 9, u21082 9/ logy
m(2,Y) = gm () (fay){ + (W> }»
ce qui n’implique certainement pas
(2-13) \I/m(xv Y) Le gm()¥(z, y)

lorsque, par exemple, w(m) < /y, (logz)' ™ < y < (logz)*~¢ avec ¢ €]0, 3[. En
fait, comme l’atteste I’énoncé du Corollaire 2.2, nous ne savons pas établir (2-13)
sous la condition (Cs).

Notre méthode, qui permet d’appréhender le cas 2 < y < (logx)'*e exclu par
Xuan, est radicalement différente de celle de [34] lorsque le parametre u est petit :
voir notamment le Lemme 3.18 et la Proposition 4.1 infra.

Nous verrons au paragraphe 2.2 que certaines applications®) nécessitent d’évaluer
le rapport

Yo (2/d, y)

V(x/d,y)
indépendamment de d € [1, z]. Au vu du Théoreme 2.1, nous savons que la quantité
(2-14) est proche de g,,(a(z/d,y)). Notre prochain théoréme permet, au prix d’'un
terme d’erreur acceptable, de choisir comme approximation I’expression plus simple
gm(@) ot @ = a(z,y).

(2-14)

Théoréme 2.3. Soient € > 0, K > 0. Sous les conditions
(2-15) r>2 1<d<z (logz)'™<y<z, Pm)<y, w(m)<K,
il existe une constante C, ne dépendant que de K, telle que 'on ait, uniformément

par rapport a x, y, d, m,

(2-16) Wm(%ﬂ) = gm(a)\If(g,y>{1 + O(E(x,y;d))}
ey (o) + (5

Lorsque l'on inseére I’heuristique (2-2) dans le terme principal de (2-16), on obtient
pour ¥, (z/d,y) approximation g,,(a)¥(z,y)/d*. Le résultat suivant fournit une
mesure quantitative de la qualité de cette approximation.

Nous introduisons la notation

(2-18) uy =1+ (logy)/log(u + 2) (y > 2)

qui simplifie écriture des termes d’erreur. Il est & noter que u, > (log y)/log,(2y)
pour z >y > 2. Nous rappelons par ailleurs la définition (2-8) de 6§ = é(x, y).

(2-17) E(z,y;d) :=

ot I'on a posé t := (logd)/logy.

4. Voir, par exemple, la formule (2:25) infra ou les développements de [3].
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Théoréme 2.4. (i) L’estimation

T gm (@)
(2:19) v (5y) < ()
a lieu uniformément pour 1 < d < x/y dans le domaine
(2:20) r>y>2 Pm)<y wm)<y/(logy)’,
et uniformément pour 1 < d < x lorsque 'on impose la condition supplémentaire
w(m) < 1.

(ii) Plus précisément, il existe des constantes absolues positives by, ba, et une
fonction b = b(x,y; d,m) satisfaisant by < b< by (x 2y >2,d>1, m > 1) telles
que, sous les conditions 1 < d < z/y et
(2:21) r2y>2 Pm)<y, w(m)<y/(logy)’,
on ait uniformément

(2:22) \I/m<§,y) = {1+ O0(hm)} (1 tz)bﬂgm(a)q/(j;y)

u? +a?

ott 'on a posé t := (logd)/logy et
1 t B
B = hn(,.d) = — + (1 B (5 + 22).
Uy u
Lorsque w(m) < 1, la formule (2-22) est valable uniformément sous les conditions
1<d< xet(221) et I'on a
1 t
(2-23) B < hy <X — 4+ —.
Uy U
Ce résultat précise et étend de nombreux travaux de la littérature.
Dans [10], Granville établit la formule asymptotique

U, (cx,y) = {1 + O(l/u)}ca\llm(:r,y)

sous les conditions relativement restrictives

y> (logz)®, 1<c<y, m<yoW.

Ce résultat est entierement contenu dans (2-22), qui implique

t+Em)}\I/mC§f,y)’

lorsque y > (logz)'*2, w(m) < logy, d < y°W.

Le cas m = 1 de (2-22) complete notamment le théoréme 3 de [16], our 'attention
des auteurs était restreinte au cas d < y — voir aussi le théoréme II1.5.11 de [30]. 11
est & noter que, si y — 0o, le terme d’erreur (2-23) tend vers 0 avec ¢t méme lorsque
u est borné.

Em < (log y)—a/(l-i-?a)

U, (2/d,y) = {1 +O(i +

Uy U

Remarque. L’estimation (2:19) n’a certainement pas lieu uniformément pour
1 < d <z, méme lorsque w(m) est borné, sans 'hypothese P(m) < y : si par
exemple d = x, y = 2, m = 6, le membre de gauche vaut 1 alors que celui de droite
est < 1/logz.
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2-2. Valeurs moyennes friables de fonctions arithmétiques

Soit f une fonction arithmétique. Posant h := f x p, nous avons

(2:24) V(ey:f)= > f)= h(d)\Il(g,y).

neS(x,y) deS(z,y)

Lorsque [ est additive, nous pouvons écrire semblablement

(2:25) Uy f)= Y =3 f0)% ().

neS(z,y) p'<z
Py
Il apparailt ainsi qu'une connaissance suffisante du comportement asymptotique
des quantités V,,(z/d,y) fournit, en théorie, le contréle des sommes pondérées
U(x,y; f). Nous nous proposons ici d’expliciter, comme conséquences des résultats
de comportement local présentés plus haut, quelques versions effectives de ce
principe.
Nous désignons par [ la classe des fonctions arithmétiques et introduisons, pour
fEF h=fxu, x>y>2 lanotation

(226)  My=Mywy )= Y MAled’ g,
deS(z,y)

Théoréme 2.5. On a, uniformément pour f e F et x >y > 2,
0 M, n Myu
logx (logz)2 ) |°

En particulier, le terme résiduel de (2-27) est < 1/u,, sous I’hypothése supplémen-
taire My < 1.

e Wewh)=ven| ¥

desS(z,y)

Démonstration. Appliquons (2:24) en évaluant les quantités ¥(x/d,y) par (2:22).
Nous obtenons (2-27) en observant que

{1+O<uiy+£)}<1_#2@2)w:1+o(uy+ ! +i)

La seconde assertion en découle puisque l'on a trivialement M; < 14 My pour
7=0o0ul. a

Pour illustrer le champ d’application de ce théoreme, nous considérons le cas
f = p?. Nous posons

(o= 3 o =Tla-)"

P(n)<y Py



Propriétés statistiques des entiers friables 9

Corollaire 2.6. Sous la condition x >y > 2, on a
1
((20,y)

R - min { O, {log 0} log(u +1) } < 1085(2y)
Uy Vu logy
ot 'on a posé O, := [, (1 +p2*).

(2:28) W,y ) = e, y){

avec

+O0(R)},

)

Le Corollaire 2.6 précise les résultats correspondants de [19],(5) qui fournissent,
pour chaque € > 0 fixé,

{logy(2y)}/logy siy > (logx)?*e,
exp{—(logy)*/*} siy < (logz)*=.

La formule (2-28) posséde également l’avantage de fournir, dans une certaine
mesure, une description de la « transition de phase» de ¥(x,y; u?) entre le domaine
a > 3, ot U(z,y; 4?) > U(z,y) et le domaine o < 3, ot ¥(z,y; 1?) = o(¥(z,y)).

Une étude spécifique de la fonction ¥ (z, y; u?) et de son comportement local a été
récemment menée par les auteurs dans [2], a 'aide de la méthode du col. Ce travail
fournit en particulier une description détaillée des variations au voisinage du centre
de symétrie z = \/]Ty avec Ny := Hpgyp. Les résultats du Corollaire 2.6, obtenus
par spécialisation a partir d’un résultat tres général, sont évidemment beaucoup
moins précis. Ils n’ont été insérés ici qu’en tant qu’illustration des possibilités
d’application de nos résultats principaux.(®) Il est & noter, par exemple, que 'on a

U(z,y;p%) =270 (x> N,).

R<<{

Au vu de lestimation essentiellement due a de Bruijn (cf., par exemple, le

théoréme 2 de [30])
1 1
log W (z,y) = Z{l + O(logy + log, x)}’

1 1
Z:=E10g<1+ Yy )+ Yy log(1+ ogx)7
logy log x 0 Y

on constate donc que, si elle fournit bien le résultat qualitatif
U(z,y; p) = o(¥(z,y))

lorsque ¢(2a, y) — o0, la relation (2-28) est loin d’étre optimale pour les trés petites
valeurs de y.

5. Voir la formule (2-12) et le théoréme 2 de [19].

6. Il peut étre utile, dans ce contexte, de situer précisément le point qui permet
Pamélioration sur, par exemple, les résultats de [19]. Il est aisément localisé dans le cas
du Corollaire 2.6 : contrairement aux calculs effectués dans [19], ou le parameétre d était
astreint & ne pas dépasser une puissance fixe de y, nous avons pu ici, via le Théoréme 2.5,
évaluer ¥(z/d,y) sans restriction sur d, et donc choisir optimalement les parameétres.
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Lorsque f est de classe C!, on peut s’attendre & ce que la précision disponible
pour le comportement local se reporte avec un minimum de perte dans celles de
U(z,y; f). Notre prochaine application générique du Théoréme 2.4 vient étayer ce
principe sous une forme quantitative.

Pour f € €*([1,+o00[), nous posons

M = M (3,y; f) = /x 1£(®)ldogt)?

L e U0

Théoréme 2.7. On a, uniformément pour f € CH([1,+oc[) et z >y > 2,

My My Miu >}

Uy + logz  (logx)?

(2:29) U(z,y; f) = ‘I’(ay){f(x) —/j (f/(t?a d”O(

L’exemple fondamental de la fonction logarithme illustre bien le gain de précision
généralement obtenu en exploitant la régularité de f : le lecteur vérifiera sans peine
que le corollaire suivant du Théoreme 2.7 fournit un résultat de meilleure qualité
que celui que nous aurions pu déduire, via la relation de convolution A = p * log,
du Théoreme 2.5, ou du Théoreme 2.9 infra, qui est relatif aux fonctions additives.

Corollaire 2.8. On a, uniformément pour x >y > 2,

U(z,y;log) = {logac — é + O(O%uy)}\lf(x,y)

_ _logy + O(log, y)
‘{b Toa(1 + y/log) | ("Y)

(2-30)

Le Théoreme 2.4 peut également étre employé pour établir un résultat général
concernant les moyennes de fonctions additives.

Nous désignons par A la classe des fonctions arithmétiques additives et posons,
pour f € A,

“)gp () (log p*)?
3 |f(p")lgp(a)(log p”)

j>0).
pVOé ( )

my; = mj(xa% f) =
pYE€S(z,y)

Théoréme 2.9. On a, uniformément pour f € A etz >y > 2,

(2:31) ‘If(m,y;f)‘I’(zvy){ >, f(p”)g;le)JrO(er i +mﬂ)}

el uy logz  (logx)?
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Nous omettons la démonstration, qui est semblable & celle du Théoreme 2.5.

Le membre de gauche de (2-31) peut souvent étre simplifié lorsque f est une
fonction additive suffisamment réguliere sur I’ensemble des nombres premiers. Le
corollaire suivant, relatif a la fonction additive

w(n) = logp,
pln

fournit un exemple d’une telle situation. On a x(n) = logk(n), ou k(n) =[], p
dénote le noyau sans facteur carré de n.

Corollaire 2.10. On a, uniformément pour x >y > 2,

V(z,y; k) = {1 - O(%logy)}qj(x’y) 3 1‘;%
(2:32) =~
= {1 + O(@) }‘I’(x,y)yloi

y+logx’

Remarque. On a k(n) = logn lorsque n est sans facteur carré et il est bien connu que
les valeurs moyennes ordinaires de ces deux fonctions sont proches. Il est clair, en
revanche, qu’il faut attendre une divergence de comportement lorsque les moyennes
sont prises sur S(z,y) avec y assez petit devant x. La confrontation de (2-30) et
(2-32) permet de mettre effectivement ce phénomene en évidence et de déterminer
précisément les seuils critiques : on a par exemple

(2:33) I

U(x,y; k) 1+o0(1) siy/logz — oo,
U(z,y;log)

o(1) siy/logz — 0.

Un autre exemple d’application du Théoreme 2.9, tiré de la littérature, permet
d’en apprécier U'intérét spécifique. Dans [18], Ivié étude la moyenne sur les entiers
friables de la fonction n — Q(n) — w(n). Sous la condition logy/(log, ) — oo, il
établit la formule asymptotique

(2:34) U(z,y;Q—w) = ‘If(x,y){H(l) +O(lfogT2yx)}

ou l'on a posé
Sy elm) —pm) 1
H(s) := Z = Z - log ¢(ms) (Res > 3),
P

les logarithmes de la seconde expression étant pris en détermination principale.
Nous pouvons déduire immédiatement de (2-31) une formule asymptotique pour
U(z,y; Q — w) valable uniformément lorsque = > y > 2.
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Corollaire 2.11. On a, uniformément pour © >y > 2,

1 1
(2:35) U(z,y:Q —w) = {14—0(—)}\1!(3:,34)27.
Uy — p*(p* — 1)
PRY
La somme en p apparaissant dans (2-:35) peut étre évaluée explicitement en
fonction de x et y.
Quelques notations sont nécessaires a l’écriture du résultat. Pour ¢ > 0, nous
notons £(t) I'unique racine réelle non nulle de ’équation

(2-36) et =141

sit#1 et posons £(1) :=0.(7) On a

log, t)

£(t) = log(tlogt) + O( Tog 1

(2:37) (t>3),
, 1 log, t
= 1 _
() + logt +0 (logt)?
et
-1 -2/t
== so7)
(2-38) ) (0<t<1).
. o1/t iy o2/t
£26(t) =1+ — "+ 05
Nous posons
Y (t) -1
(2-39) E(w) ::/ Ldt,
0 t
de sorte que
(2-40) Ew)=e Yw+1)  (w>0).
Nous définissons encore
(2-41) F(s):= H(s)+log(2s — 1) (s €]3,00))

et notons que F(1) = H(1). La fonction F posséde un prolongement holomorphe
sur un voisinage de ]%, oo[. Nous notons encore F ce prolongement.
Nous pouvons alors établir le résultat suivant.

7. Des renseignements supplémentaires sur la fonction £ sont disponibles par exemple au
chap. II1.5 de [30] ou dans les articles [16], [17].
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Proposition 2.12. On a, uniformément pour x > y > 2,

(242) I;jpa(pi—l) =log(wlogy) + F(ov) + E(“’)%{l + O(lojgy)}

ou l'on a posé

, yl=20 _ 1
a-i=max{a, 5h o wi= o
En particulier,
g Y@UL-W) g

2<y<Y(z)  U(z,y)
si, et seulement si, Y (z) < (logz)?+e(),

La derniére assertion résulte immédiatement de (2-35), (2-42), (2-40) et (3-3).

Nous n’avons pas cherché une précision optimale dans (2-42), notre objectif
essentiel étant ici d’établir une formule asymptotique uniforme dans ’ensemble
du domaine z > y > 2.

En notant que, sous 'hypothese

(2-43) (logy)/logy © — o0,
ona (2a—1wlogy = 1+ O(u?¢(u)?/y), nous déduisons de (2-35), (2-40) et (2:41)
un renforcement considérable de (2-34).

Corollaire 2.13. Lorsque (2-43) est réalisée on a
(2-44) U(x,y;Q —w) = \I/(x,y){H(a)—l—O(l/uy)}.

Si, par exemple, logy = (log, 7)?, le terme d’erreur de (2-44) est < (log, x)?/ log x
alors que celui de (2-34) est de l'ordre de 1/log, .

Sans développer plus avant d’autres applications du Théoreme 2.4, notons que les
propriétés de comportement local de ¥ (z, y) ou ¥, (x, y) sous-tendent de nombreux
autres problemes abordés dans la littérature.

Considérons, par exemple, les travaux de Scourfield [24], [25], [26], consacrés &
I’étude et a la comparaison des sommes

o= S 1 S (i)
(2:45) "f<P<">>Tx pf(p)<ac1
Bf(x) :gm :gjm\p(}_fp).

L’approche standard de ces questions consiste a déterminer, spécifiquement pour
chaque fonction f, un intervalle de valeurs de p — disons L; < p < Lo — apportant
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une contribution prépondérante & chacune des deux sommes de droite dans (2-45).
Les résultats de comportement local permettent d’approcher, dans I’expression
de Af(z), chaque terme W(z/pf(p),p) par ¥(z/p,p)f(p)~*@/PP). S'il existe une
fonction T'(z) telle que 1’on ait, en un sens convenable du signe =z,

f(p)l—a(gﬁ/P’p) ~T(x) (L1 <p < La),

on obtient
z f(p)t—a/pr) g
Af(x) ~ Z U(——,p) ~ Z Iy (L,
pf(p)<z (pf(p) ) &, 1@ (p )
(2-46) Li<p<Ls

~T@) Y L\p(f p)%T(m)Bf(x).

)
L5, flp) \p

Dans [25], Scourfield considére le cas d’une fonction f positive, strictement crois-
sante et continue, vérifiant

log f(t) = (logt)*T*™)  (t — o)

pour un parametre convenable v > 0. On peut alors alors choisir, en vertu du
lemme 2.5 de [25],

log L; = (log z)/(H e (5= 1 92).
Lorsque v < 1, nous pouvons ainsi déduire, par exemple, du Lemme 3.1 infra que

{log f(p)} logy x

o o) (Li<p<Ls)

{1 —a(z/p,p)}log f(p) <

Autrement dit, cela autorise le choix T'(x) = 1 dans (2-46) : c’est la substance du
théoreme 1 de [25]. Lorsque v > 1, on n’a plus T'(z) = 1 + o(1) mais la méme
approche, reposant fondamentalement sur les propriétés du comportement local de
U(x,y), demeure essentiellement pertinente.

3. Préliminaires

3-1. Point-selle

Nous rassemblons dans 1’énoncé suivant les estimations explicites de a(x,y) dont
nous aurons 'usage, et qui sont établies dans [16], formule (7-8) et théoreme 2 —
ou formules (I111.5-73) et (II1.5-12) de [30]. Nous posons

(3-1) L.(y) = exp{(logy)*° <} (¢>0,y>2).
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Lemme 3.1. On a

log(1 +y/logz) logy y
. =_°v JI O 7 —2s 7 >y = 2).
(3-2) alx,y) log y {1+O(logy>} (x>2y>=2)

Plus précisément, pour tout £ > 0,

£(u) 1 1 .
1= log y + O(La(y) + u(logy)Q) ((logz)'*e <y < z),

log(1 +y/log x) 1 9
_J e <y < .
e {1+0(logy)} (2 <y < (logz)?)

(383)  ala,y) =

Nous notons que (3-2) implique

u+ logy

-4
(3-4) ulogy

u
oK —.
U

Comme on a classiquement

I
> P toga—y o) @ —o0)®

P<T
on a aussi pour une constante convenable xg,
(3-5) a<l (x >z, 22y = 2).

Le lemme suivant, qui est implicitement contenu dans [16], fournit une évaluation
trés utile pour estimer les sommes sur les nombres premiers apparaissant lors de la
mise en ceuvre de la méthode du col.

Lemme 3.2. On a

-«

Y -1 1 uy
. LA >y = 2).
(36) (1—a)logy {+O(10gy>}y+logx (x>y=>2)

Démonstration. 1l découle du lemme 13 de [16] que

l—a _
logz = {1 + O(loi;y) } (1 —yy_a)(ll— ) +0)

alors que la formule (7-18) de [16] fournit I’estimation

1 1 y+ logx
. =11 >y = 2).
(37) 11—y { +O(logy>} y (x=>y )
Cela implique bien (3-6). O

8. Ici et dans tout l'article, nous désignons par -« la constante d’Euler.
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Désignons par

Csy) =[O -1/p9)""

PLY

le facteur initial du produit eulérien de {(s). Nous posons

900(87:'4) = IOg C(svy)7 @k(say) = (p(()k) (S,y),

3-8
o) o = (=1)"¢r(a,y)  (k€N).

Nous ferons usage des relations
(3-9) o = (ulogy)®/(@)* " (k=1),

établies aux lemmes 2 et 4 de [16].
Le résultat suivant, qui décrit une approximation uniforme de ¥(x, y) en fonction
de « et y, constitue le théoréme principal de [16].

Lemme 3.3 (Hildebrand & Tenenbaum). On a

(3-10) U(z,y) = %\/%{I—Q—O(%)} (x =2y =2).

3-2. Preuve du Corollaire 2.2

Nous allons établir des majorations de F,,(z,y) qui impliquent directement le
Corollaire 2.2.

Proposition 3.4. Sous les conditions x >y > 2 et P(m) <y, on a

ST
aluu <V log(u+2) <1 si(Cy) est réalisée,
IV
(3:11) En(z,y) < 7\/5 si (Cq) ou (Cs) est réalisée,
log(u + 2)
NG si (Cy) est réalisée.

La déduction du Corollaire 2.2 & partir de la Proposition 3.4 est immédiate sous
les conditions (C4) ou (Cy). Sous les conditions (C2) ou (C3), il suffit de remarquer
que 9, > 1/log(u + 2).

Démonstration. Lorsque 2 < y < 4, on a ¥, < 1, donc
En=<u/aux=x1/logy <1

et finalement E (z,y) =< 1/%, ce qui fournit bien (3-11).
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Nous pouvons donc supposer y > 4, de sorte que 'on a @ < 1siz > y et

@ < (log3)/log4 < £ si y < (logx)?. Posons alors

14+v _t v
et —1 e
K = dt < = 0),
=[S Fas s 030
1+v (1—E)t_1 1
e
K = 1 dt
)= | : < +a(t+1>>
(1—a)v 1
=2 (1+_—) O<a<i, v>1).
v au
En notant que
= ylog x _
312 lma - 2 27— 71 >y >2),
(312) y U logs ~ Mlosy (x>y>2)

nous obtenons

K1 (0 log{ulog(u+2)}) siy> (logz)?,
(3-13) = g
Vm =K (0 l0g ) si y < (loga)”.

Nous utiliserons cette relation en exploitant le fait que les fonctions K; sont

croissantes.

Sous la condition (C4), soit w(m) < y/1°8(4+2) et donc ¥, < 1/log(@ + 2),
nous avons certainement 1, logy < 1 lorsque y < (logz)?. Nous déduisons alors

de (3-13) et (3-4) que
En/Um < 0/ (au) < log(t +2) < 1/9,,,

ce qui implique bien I’évaluation requise (3-11).

Lorsque (Cy) est réalisée, soit y/1°8(u42) « w(m) < V/Y/logy, nous avons

1 1
.14 - < 1
(3:14) log(u + 2) CUm <o+ O( )

et, grace a (3-13), la derniére majoration implique

u/ log(u + 2) siy > (logx)?,
M < Hy(lfa)/Q 1
U (1 — ) siy < (logx)?.
ulogy alogy

La relation (3-12) et la définition de @ & la formule (2-4) permettent alors, par un

calcul de routine que nous ne détaillons pas, d’établir (3-11).
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Supposons finalement que (C3) ou (Cy) est satisfaite. On a

1

Alog, y 4+ O(1)
logy

(3-15) 1y O( oy

1
) <O <t
avec A = 1 si logy > (log, x)logs et A =1 — ¢ dans le cas contraire.
Lorsque y > (logz)?, et donc A\ = 1, nous déduisons de (3-15) et (3-13) que

u

=y (losxy)/logy,
log(u + 2)

(3-16) Ep <

Le dernier facteur est borné sous la condition (Cs) et il est < /log(u + 2) sous la
condition (Cy). Nous obtenons donc bien (3-11) dans ce cas.
Lorsque y < (log )2, nous déduisons de (3-12) et (3-13) que

u — — 1
E, < Eyu—a)/z(logy)(l—a),\—l(1+ _ )
U alogy
(3-17) 3/2 -
< ” <logy)(1—a)k—1/2 (1+

alog y) '
Cela fournit encore (3-11) si (C3) est réalisée, puisque 1'on a alors
logy > log(u+2), alogy>1, 1-a<1/log,y.
La conclusion persiste sous la condition (Cy), car on a dans cette circonstance

(I-a)A=01-a)(1-6) <3+0(1/logy), 1+1/(alogy) < u/u.

3-3. Sommes sur les nombres premiers

Nous nous proposons dans ce paragraphe de donner des estimations uniformes
dans le domaine o > 0, y > 2, pour les quantités

1 lo
(3-18) Holo,y):=> —,  Hi(oy):=Y —P,
pSyp Py p
Nous introduisons a cet effet les séries de Dirichlet
1 1
Hy(s) := —, Hi(s):= Z ogsp (Res >1).
p P p P

Un calcul classique reposant sur la formule d’inversion de Md&bius fournit

¢'(ms)
¢(ms)

Ho(s) = 3 M rog cme), H(s) =~ 3 nlm)
m=1 m=1

(Res > 1).
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Nous posons
(3-19) Fi(s) :== Hy(s) —1/(s = 1).

Cette fonction, initialement définie pour Res > 1, posséde un prolongement
holomorphe, que nous notons encore Fi(s), dans un ouvert contenant ], +ocl.
Similairement, nous posons

(3-20) Fo(s) := Ho(s) +log(s — 1) (Res > 1),

ou le logarithme est pris en détermination principale, et nous étendons par pro-

longement analytique le domaine de définition & un ouvert contenant ]3, co[. Dans

cet ouvert, Fy(s) est 'unique primitive de —F; (s) satisfaisant a Fy(2) = Hp(2).
Enfin, nous introduisons la fonction

(3:21) L(y) := exp {(logy)*/*/(logz y)'/°}

et rappelons la forme classique du théoreme des nombres premiers

(3-22) Ix) = Z logp =z + O(z/L(x)*) (x > 2),
P<T

ol ¢ est une constante positive convenable.
Lemme 3.5. On a, uniformément pour o > 0 et y > 2,

l1—0o 1—0o

logp 3y 77-1 « Yy
(3-23) p% =, +F1(a)+O(L(y)C)

avec 0* := max(0,2/3).
En particulier, on a, uniformément pour x >y > 2,

324 S = {0l e

PLY logy

Démonstration. Considérons d’abord le cas o > 1. Une sommation d’Abel utilisant
(3-22) permet d’écrire

Hi(o) = H(o) — [ <)

17071 l—0o o] d
F1<a>+y+o(y -+ )
Y

1-0 xo L(x)2¢

On obtient le résultat indiqué en minorant, dans la derniere intégrale, 2% L(x)>¢
par
y(a_1)/2L(y)cl‘(0+1)/2[/(l‘)c.
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Le cas 0 < 0 < 1 releve de la méthode classique d’intégration complexe. Nous
omettons les détails, qui sont tres voisins de ceux de la preuve de l'estimation
(II1-5-71) de [30] relative & la somme analogue ), ., A(n)/n?. Il est a noter que le
terme Fj(c*) est englobé par le terme d’erreur lorsque o < %

La formule (3-24) découle immédiatement de (3-23) et (3-6). O

Par intégration de (3-23), nous obtenons une estimation de Hy(o,y) plus précise
que celle du lemme 3.5 de [2]. Rappelons que la fonction Z a été définie en (2-39).

Lemme 3.6. On a, uniformément pour o > 0 et y > 2,

(3-25) Z ia = log(w, logy) + Fo(o™) + E(w,) + O( Y )

Py
olt 0* := max(0,2/3) et

yl—a' -1

(3-26) Wy 1= 0= o)logy’

En particulier, on a, uniformément pour y > 2 et 0 < 0 < 1,

ZZ% —logyy+ {1 +0(2<_y;)}/1w° te/(t) dt + O(1)

= 10g2 y+ O(wo)'

(3-27)

Démonstration. Lorsque 0 < 0 < %, nous pouvons écrire, grace a (3-23),

2 [e'e)
Ho(o,y) — / Hy(v,y)dv + / Hy(v,y) dv
o 2

= [V s R - ) s o( 40

oo 1—v
y Vdv 1
+/2 — +H0(2)+O(yL(yc)

l1—0o

_ /j %dm&(g) +0(z(y)c).

Evaluons la derniere intégrale en effectuant le changement de variable défini par
(1 —v)logy = £(t). Nous obtenons

2 yl—v -1
(3:25) [ dv = =) ~ Slwa) + log(ua /).

En observant, d’une part, que ws = (1 — 1/y)/logy — et donc Z(ws2) < 1/y en
vertu de (2-40) — et, d’autre part, que le terme Fy(c*) est englobé par le terme
d’erreur lorsque o < 2, nous obtenons bien (3-25).
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Il reste & traiter le cas o > % A cette fin, nous récrivons, d’apres (3-19), Desti-
mation (3-23) pour v > 1 sous la forme

1—v 1—v

Hi(v,y) = $— + Hi(v) +0(z(y)c).

Il suit, pour o > %,

oo oo l_vd’U l-0o
moey) = [ o= [ 5= o) +0( 1)

_ [T L)) yl=o
*/0 Tﬂdt*bg(a*lHFo(aHO( )

(3-29)

Nous avons
—log(c — 1) = log(w, log y) — log(1 — y'~%)

= log(we logy) +y'~7 + O (y*" =)
et, grace a (2-38),

we (14 te(0)}e () e
/o O ("”/o {w)*t}dt

(wo) + IOg |wU€(w0)|
—2/w,
(we) — e H/wo +O<e ’ )

(wa) o ylffr + O<y3(170)/2).

(1]

[1]

[1]

[1]

En reportant ces deux estimations dans (3-29), nous obtenons bien (3-25). O

3-4. La fonction de Dickman

La théorie des entiers friables fait fondamentalement intervenir la fonction de
Dickman, traditionnellement désignée par la lettre g et définie comme 1'unique
solution continue sur [0, co[ et dérivable sur |1, 00[ de ’équation différentielle aux
différences

ve' (V) + o(v —1) = 0

avec la condition initiale o(v) = 1 pour 0 < v < 1.0 Nous posons g(v) = 0 pour
v < 0 et prolongeons toutes les dérivées de g par continuité a droite sur R. Nous
introduisons également la dérivée logarithmique

| 00 a1
(3-30) ©) == = o (v > 0).

9. Voir notamment (4-7) infra.
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On peut établir facilement (voir par exemple le corollaire I11.5.8.3 de [30]) que
1+ logwv

(3:31) @) = +0(—25) (=),

et I'estimation plus précise

(3-32) r(v) = &(v) + O(1/v),

est établie au lemme 3.7 de [3].
D’apres le théoreme II1.5.7 de [30], on a

(3:33) a(s) = / T e o) dv = exp{y + I(—8)} (s €C)

ou

st
i(s)= [ S lar
t
0

Avec ces notations, la formule d’Alladi-de Bruijn (voir par exemple le théo-
réme I11.5.8 de [30]) s’écrit

1>}e—v§(v)’g\(—§(v)) (w>1)

o =+ 00— e

v

et 'on déduit aisément de cette formule, de (2-37) et de (3-32) que

o(v) = @( —r(v))e™" /o

(334) — efvr(v)+'u+o(’u/ 10g(v+1)) ('U 2 1)

La fin de ce paragraphe est consacrée & deux estimations de 9(s) lorsque
s=—r(u) +ir, |7| < 1.

Lemme 3.7. Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour u > 1, s = —r(u) + i7,
|7] < 1, on ait

2

(3:35) so(s) < r(u)o(—r(u))e” .

Démonstration. L’estimation annoncée découle trivialement de celle du lem-
me IT1.5.8.2 de [30] lorsque la partie réelle de s est choisie égale & —&(u) au lieu
de —r(u). On vérifie aisément que la démonstration donnée dans [30] reste valable
sans changement dans le cas énoncé. a
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Lemme 3.8. Pouru > 1, s = —r(u) +ir, |7| <u™/3

0(s) = {140 (r(1 + 72u)) }o(—r(u)) exp { —iru— 37%u(1 —1/£(w)) }.

Démonstration. Le résultat indiqué est obtenu par un développement de Taylor de
I(—s) alordre 3 grace aux évaluations

,ona

er —1

)
r(u) — 1)e"™®)
) = M s g + o)

I"(r(u) +i7) < u,

I'(r(u)) = =u+0(1),

qui résultent aisément de (3-32). O

3-5. Estimations de crible

Posons
(3-36) Nu(t):= > 1
n<t
(n,m)=1

et définissons R,,(t) par l'identité
Nunlt) = t{p(m)/m + Ru()} (> 0).

Les estimations suivantes du terme d’erreur R,,(t) constituent un point de départ
indispensable pour notre étude de W¥,,(z,y). Elles remplacent avantageusement la
majoration classique, obtenue par inversion de Mobius,

(3-37) |Rp(t)] <290/t (t>0)

au moins lorsque ¢ < 2@ 144/ W)

Lemme 3.9. On a uniformément pour m entier, m > 1,

Mt%/(MWm) (t > w(m) + 1),
(3-38) R, (t) < m

1 (0<t<wlm)+1),
ot W,,, désigne la quantité définie en (2-3).
Démonstration. Soit k > 0. Nous observons d’abord que 'on a

@(m) {t—x/Wm _‘_e—\/logt} (f, > w(m) + 1)

(3-39) R, (t) < m
t=1/Wn (t > 0)
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ol I'on a posé W, := 1(6+ W,,). La premicre estimation (3-38) coincide avec celle
du lemme de [29]. Pour établir la seconde, nous faisons appel & la majoration (4-12)
de [6] sous la forme

Ry (t) < t7YWm (£ > 0)

pour

p”|m
p<w(m)+1
Cela implique
p(d)
Ry (t) = Z TRmo (t/d)
dlm/mg
<t VWn H (1+W) <tV Wn,
|m
p>u])0(m)+1

La relation (3-38) est clairement conséquence de la premiére majoration (3-39)

2 . . . .
avec £ = 5 lorsque t < €Vm/2%. Dans le cas contraire, la seconde majoration fournit

—4/(6+W,
Ry () < =4/ (64 W) o= W5 /(150425Wm) t/ : < P(m) a6+ W)

W m

Le résultat suivant renforce légérement la premiere estimation de (3-39).
Lemme 3.10. Soit a €]0,1[. Il existe une constante b = b(a) > 0 telle que, pour

m>1,t>wlm)+1, on ait

(340) Rm(t> < (p(m) {D—(l—a)D + e—b logtlog2(2t)}
m

ou D := (logt)/log{w(m) + 2}.
De plus, sous les conditions y > 2, P(m) <y, u > 2, on a
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Démonstration. Soit ¢ > 0 un parametre que nous choisirons suffisamment petit
par rapport & a. Ainsi qu’il a été remarqué dans [29], la majoration classique issue
du crible de Brun permet de supposer

(3-42) t> (w(m) +1)¥0-9),

Nous appliquons ensuite le lemme fondamental du crible combinatoire sous la forme
énoncée dans [5]. Notant
my = H pu’

p”[|m
Pz
nous avons, uniformément par rapport a z > 1l et v > 1,

(3.43) N () = 27 14 00 1-97) 4 021,

Siz>zw(im)+1,ona

0< p(m.)  p(m) < s@(m){(l — 1)) 1} < Pmw(m)

m, m mz

De plus, sous la méme condition, la formule d’inversion de Mdbius permet d’écrire

<M= 3 e () 50 3 M

dlm/m, dlm/m.
d>1 d>1
1
:t{ H (1+—)—1}<<tM.
Im/ p ?
pm/m;

Gréce a la majoration classique 1 < ¢(m)log{w(m) + 2}/m, nous obtenons ainsi
lorsque z > w(m) +1,v > 1

(3-44) Ny (t) = t@{l +0(v 0= w(m) log(:(m) * 2))} +O@Y).

Pour le choix des parametres

c log
2= (w(m)+1){w(m)+e\/1°g“°g22t} . v (170)12;

nous avons z > w(m) + 1 et, en vertu de (3-42), v > 1. En choisissant ¢ de sorte
que (1 —c¢)? > 1 — a, nous déduisons bien (3-40) de (3-44).

Pour établir (3-41), il suffit de spécialiser, dans (3-43), z = y et v = (1 — ¢)u on
c satisfait & (1 —¢)?2 > 1 —a. O

Les deux résultats suivants peuvent étre considérés comme une estimation de
crible en moyenne. Nous rappelons la notation (2-4), soit ¢, := W,/ logy.
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Lemme 3.11. Pour 1 < u < (logy y)? et w(m) < /g, on a

3.45 Ro (49)]e77® dy < P g utl?
( Yy
0 m
et
o0
3.46 Ry () [e"® dv < £y, yymur2.
m
u

Remarques. (i) Nous n’avons pas cherché ici & optimiser les exposants % de (3-45)
et % de (3-46) : au prix de quelques complications techniques, ils pourraient étre
respectivement remplacés par % + e et 1 — e pour € > 0 arbitrairement petit.

(ii) Les estimations (3-45) et (3-46) sont plus précises mais analogues a celles des
lemmes 13 et 14 de [34], qui auraient suffi & nos présentes applications. Nous avons
cependant choisi de présenter ici une courte preuve autonome pour le confort du
lecteur et en vue de référence ultérieure.

Démonstration. Lorsque y est borné, les estimations annoncées résultent de (3-37).
Nous pouvons donc supposer y assez grand et par conséquent

logy 1 15
3-47 Ai=——2——=240(——) > 2.
(3-47) log{w(m) + 2} + (logy) 8
Nous commengons par établir la majoration
9
(3-48) / R (y")| dv < @0 (0 > V).
0

On a en effet

y’U
3-49 1 1
(3-49) < Pm) y oL
m logy n
nxy
(n,m)=1

On obtient (3-48) en observant que la derniére somme en n n’excede pas

H (1+1/p) < @ﬂlogy.
p<y”’
ptm

Nous déduisons ensuite de (3-48) et (3-31) que la contribution de lintervalle
[0,43/°] & I'intégrale de (3-45) est majorée par le membre de droite.
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Lorsque u%/® < v < u nous pouvons écrire, grace a (3-40) avec a = 1/15, (3-47)

et (3-31),

Rm(yv)evr(u) < (PEZL) {()\v)—14/\v/15 +e—\/vlogy }evf(u)—i-O(logu)

< (p(m) )\771)/4“7(21v/20)+v+0(v(10g2 3u)/ log 2u)
m
< M < Mﬁm
mA m
Cela implique bien (3-45).
Pour établir (3-46), nous évaluons 'intégrande en appliquant (3-40) si v < v <
logy, et (3-41) si v > logy. Nous obtenons apres calcul

. ' yv eV () & —m)ﬂm6737jr(u)/2 v > ).
3.50 R (w) @Sn
Cela implique immédiatement (3-46). O
Notons
r(u)
3-51 = =1- >y =2
(351) B=pley=1-g2  @>y>?)
et posons

Lemme 3.12. Pour 1 <u < (logyy)?, m =1, w(m) < /y, on a

Fn(y") < g (B0 u™ "3,

Démonstration. Le résultat annoncé est, apres intégration par parties, conséquence
immédiate de (3-46), (3-50) et de la minoration issue de (3-27) et (3-6)

O(u)
(@ >ep{- Y 1} >]

P<Puw(m)

ogy
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3-6. Estimations relatives a gm/(s)
Nous commengons par un lemme concernant les dérivées logarithmiques de g,,.
Nous posons
Ym(s) :=1oggm(s) (0>0),  2zm = Pu(m),

ou py désigne le k-ieme nombre premier lorsque k > 1 et py := 2.

Lemme 3.13. On a uniformément pour 0 < o <1 et Res=o0

1—0o
/ / Bm 1
fY’m S < ’Ym o) K —0o )
)] € 0) € i s
(277 —1)log 2

m

(12?1 —0)

(3-52)

[Ym (8)] < [ (0)] <
Démonstration. On a

log p (log p)*p*®
(s) = L () = = S0 LosRSP
= 5 22 -3 e

plm

Le module maximal de ces fonctions sur une droite verticale d’abscisse o > 0
est donc atteint en s = . De plus, comme les fonctions ¢t — (logt)/(t — 1) et
t +— t(logt)?/(t —1)? sont décroissantes pour ¢ > 1, nous obtenons des majorations
de |y,.(o)| et |vZ(o)| en choisissant comme domaine de sommation 1’ensemble
des nombres premiers n’excédant pas z,. Le résultat annoncé découle alors du
lemme 13 de [16]. O

Les trois lemmes suivants concernent la fonction g.,(s) et ses dérivées. Le premier
et le troisieme sont des versions amendées de certains énoncés de [34]. Nous
rappelons les définitions (2-4) de ¥, et (3-51) de 5.

Lemme 3.14. Soit € > 0. Sous les conditions

1
1+ —
(logz)'t* <y < z, 7| < TP logy’ w(m) < /Y, o=« ouf3,
on a
(3-53) I (0 +i7) = g (0){1 +im7,(8) + O(T*(Ep log y)*) }

et

(3-54) V(o) < Enlogy,  vm(0) < Eptm(logy)®.
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Démonstration. Traitons par exemple le cas ¢ = [, les formules relatives a
o = « étant obtenues de maniere similaire. Nous avons, d’apres le théoreme des
accroissements finis,

(3-55) 9m(s) = gm(B) exp {i17,,(8) + O(T*77,(8)) }.
Lorsque (logz)'* <y < &, w(m) < /¥, le Lemme 3.13 fournit

Imr(u) {ulog(u + 2)}m
! 1 er =0 I
() < U logy () < ogyl + Y log(u + 2)

= E77L log Y,
eﬂmr(u) -1
Imr(u)

ol nous avons utilisé le fait que la fonction z +— (e” — 1)/x est croissante sur R
et fait appel a (3-31) sous la forme

T (B) < (9 logy)? < Bt (logy)?,

(3-56) r(u) < log{ulog(u+2)} + O(1).

Comme on a 7/ (3)7? < 1 sous les hypotheses effectuées, un développement limité
de Pexponentielle dans (3-55) permet de conclure. O

Remarque. La premiere partie du Lemme 3.14 précise et rectifie le lemme 5
de [34]. Nous notons en premier lieu que I’énoncé de Xuan est incorrect parce
qu’il n’y précise pas la condition sur y. C’est sans conséquence pour la suite
car le lemme n’est effectivement utilisé que pour y > (logx)!*<. Cependant, une
autre imprécision, beaucoup plus sérieuse, apparait dans la majoration de v/, (3)
donnée dans [34], qui repose implicitement sur 'idée que la condition w(m) < \/y
impliquerait 94, < % Or, on ne peut pas déduire de 'hypothese une estimation
plus précise que

(3-57) Um < 5+ {logyy + O(1)}/logy,

, , o o g s .
comme 'atteste 'exemple m = [ [ <j<yy Pi oup; désigne le j-eme nombre premier.
On a, pour ce choix de m,

U 1o
Y (B) = gy

= e d ] 9)1 5 +logy y/ logy

alors qu'il est énoncé dans [34] que

Y logy

m{u log(u + 2)}/2.

Y (B) <

La quantité u!°82%/1°8Y p’étant pas nécessairement bornée dans le domaine con-
sidéré, le résultat de [34] est clairement en défaut.
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Lemme 3.15. Sous les conditions

(3-58) r2y =2, wm)<K ./,
on a
(3:59) 79(0) < (Equlogy/u)’  (j=1,2).

Démonstration. Lorsque y > (logx)?, les estimations (3-54) et (2-10) impliquent
immédiatement (3-59). Nous pouvons donc nous placer dans le cas 2 < y < (log x)?.
D’apres (3-52), (3-3) et (3-12), nous pouvons alors écrire,

1
Tin(@) < 17 (14 —)

aW,,
(3:60) I (1) (1 1 ) ~ (Gloeu) (1 1
<y + Wy logy/ — (wlogy) ( * aty, logy)

< Enu(logy)/u.

De méme,

o 1 \2 Eulogy\?2
v (a) < el >Wme(1+an) <<( = )

Lemme 3.16. Sous les conditions

r(w)
logy

(3-61) (log:c)2 <y<z, wm < Vy, B=1— , s=[B+1iT,

il existe une constante Cy telle que I'on ait

(3-62) (s) g (B)eCoVETWn)® i |r| < 1/logy,
Im (B)W2eCoVE  si|r[>1/logy.

Remarque. Ce résultat précise et rectifie les lemmes 7 et 8 de [34], qui omettent la
nouvelle, et indispensable, condition sur .
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Démonstration. La premiére estimation (3-62) résulte de (3-55) et de la majoration
1 (B) < W2\/u, qui est elleméme conséquence de (3-54). En effet, dans le
domaine (3-61), on déduit de (3-57) que

(log m)(lOgQ y)/ logy

Ep _ {ulog(u +2)}"m
— = < Vu < Vu.
9 149, log(u+2) Vu log(u + 2) Vu

(3-63)
La seconde majoration découle, toujours sous ’hypotheése (3-61), de I’estimation

1 1
om0 < G <er] X )
(3'64) PXXPw(m)

{ulog(u + 2)}9m O(Va)
< WmeXp{O<1+19mlog(u+2)>}<< Wine ’

issue de (3-27), (3-56) et (3-63). O

Lemme 3.17. Il existe une constante absolue bz telle que, pour toute constante
positive ¢, sous les conditions

(3-65) z>y>2 Pm)<y, 1<d<z/y, wm) < 5y/(logy)’,

u—t

et avec les notations t := (logd)/logy, ay := a(y

(3-66) gm(r) (1 ﬁ)_CE_bSﬁ{HO(tE’”)}.

u? + u? U

,y) = a(z/d,y), on ait

Démonstration. Commencgons par établir ’estimation

gm(at) u+1
. - <
(3-67) log<g ( >) < Ep,log (u 1 t) (y > logx ou t < u/2).

A cette fin, nous observons que, d’aprés (3-59),
(3-68) Tm(0) < V(@) < Equ(logy)/i (e <o <1).

Nous pouvons donc écrire

(3-69) log (ggm(&t))> = /at v (o) do < (o — a)EmUI%gy.

Pour établir (3-67), il suffit donc de montrer que ’on a sous les hypotheses indiquées

u u—+1
3-70 = log ( ).
(3-70) Mmas ulogy °8 u+1—t
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Or, d’apres (5-3),

“ wdu
o — o << RPN
u—t V7 10gy

ol nous avons posé U = min(v, y/logy). Cela implique trivialement (3-70) lorsque
y > logx puisque ¥ < v. Si y < logz, et donc ¢ < u/2, la majoration ¥ < u est
suffisante puisque 'on a alors

/“ vdv _ tu <<ta a, ( u+1 )
— < —— < = =< —log(——).
u_t V2 ulu—t)  u?  w S\utr1—¢

Montrons & présent que, dans son domaine de validité, la formule (3-67) im-
plique (3-66).
Considérons d’abord le cas t < u/2. D’apres la Proposition 3.4, on a

(3:71) Ep < VU

sous ’hypothese (3-65). Soit alors A un parametre positif. Si ¢ < min(u/2, Au/vVa),
et donc tE,, /u <4 1, nous déduisons de (3-67) que

gm ()
gm (@)

< exp{OA(tEn/u)} < 1+ Os(tEy,/u),

ce qui implique bien (3-66). Si Au/va < t < u/2, il découle de (3-67) et (3-71)
qu’il existe une constante absolue c; > 0 telle que

— 2_
log <gm(at)> < crtT o crt?u < cﬂlog( 1 )

gm (@) u o Au? 1 —2/(u2 +u?)

quitte & choisir A > 2¢7/c. Nous avons donc établi (3-66) lorsque ¢ < u/2.

Tournons ensuite notre attention vers le cas y > logx, t > u/2. Le résultat est
une conséquence triviale de (3-67) si u est borné. Si u est assez grand, il résulte de
(3-67) et (3-71) que

log (ggnj(og))) — O(Vilogu)

(3-72)
< c_logg < culog (

1

Nous avons donc prouvé la validité de (3-66) lorsque y > logz ou t < u/2.
Dans le cas restant, i.e. lorsque y < logz et v/2 < t < u — 1, nous utilisons la
majoration

)

logp _ w(m)

/

= E < —
() z p° —1 o < o
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ou la derniére estimation découle du fait que, pour y < logz, on a
§=1+40(1/logy)

et donc, par (3:65), w(m) < /y/(logy)® < \/y/logy = v/u. Il s’ensuit que

(3-73) log (ZZ&?;) < Valog (%).

D’apres (3-2), on a

ozﬂogyxlog( I_Lt) (y<logz, 0 <t <u—1),

donc
o _utu—t t2 _
Pl Al_u2+62 (y<logz, 0 <t <u—1).

En reportant dans (3-73), il suit

(3-74) log <gm(at)) < Vilog <1l)> (y <logz, u/2 <t <u—7).

gm (@) 2/ (u? + u?

Cette évaluation persiste en fait lorsque ¢ > max(u/2,u — @). En effet, nous avons
d’une part, par (3-74),

(3:75) log <gm(0‘“—ﬂ)) < \/_log( : ) < Valog (1)

gm (@) 1—12/(u? +u?)

et d’autre part, par (3-72), puisque u est grand,

10g< T( L)) élog<#$?y))) < culog &

_ 1
s o (m)

En sommant (3-75) et (3-76), et en tenant compte de (3-74), nous obtenons bien la
validité de (3-66) pour y < logz et u/2 <t <wu— 1. O

(3-76)

Le lemme suivant fournit une majoration de |g,,(s)| en moyenne qui joue un
role crucial dans notre méthode. Le gain relatif a une majoration ponctuelle
comme (3-62) se révele en effet considérable.
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Lemme 3.18. Il existe une constante ug telle que I'on ait uniformément pour
up <u < (logyy)*2, m=1, wim) <y, T 21,

T
(3-77) /T|gm(ﬁ+iT)|2dT<<T2.

3/2

Remarque. On pourrait, si nécessaire, remplacer la condition u < (logy y)*/# par

u < (logy y)?/(logs y)°

ou c est une constante positive convenable.

Démonstration. D’apres le théoreme 1 de Gallagher dans [11], I'intégrale considérée
est

(3-78) < T2/ GmyT(z;6)27,
0

ou l'on a posé

d
Gmr(%;0) = Z M
dlm
z<d<zexp{l/T}

Nous estimons Gy, r(z;3) grace au théoreme 5 de Montgomery et Vaughan
dans [21], qui fournit immédiatement, par sommation d’Abel,

2178

Togzym 21

Gm,T(Z; ﬂ) <

Nous utilisons cette estimation pour z <Y avec
logy logy 1 1
vimen{gasion (o) = ew {grg e (7=5)
FPUr(w) () /S T PG5 P15

216
Togaeye <1 (=EsY)

Comme

on a

1% 1%
dz dz
Gm :B)2—= 1.
/0 (= 0) z <</0 1+ 2(log 22)5/3-2/m <

Pour estimer la contribution du domaine z > Y & lintégrale de (3-78), nous
remarquons que

Gm,1(2;8) € Z_B\I/(ez,pw(m)) & Zl7Bemvlogv 4 —1/2 (z = e"Wm),
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ou la seconde majoration résulte, par exemple, de l'exercice I111.5.6 de [30], dont la
solution est disponible dans [32]. Posons V' := (logY)/W,,. Nous déduisons de ce
qui précede que

o0 d o
/ Gm,T(Z;ﬂ)z—Z < Wm/ erwv—2vlogo g, 1 1.
Y z v

3/2

Or, pour u < (log, y)%/#, on a

V > (logy y)/r(u) + O(1) = u*? [r(u) + O(1) > "™/,
Cela implique que 'intégrale en v est
<e VIV «1/logy.

Cela acheve la preuve de (3-77). O

4. Entiers friables criblés : preuves du
Théoreme 2.1 et du Corollaire 2.2.

4-1. Estimation de ¥, (x,y) pour les petites valeurs de u.

4-1-1. Premiere réduction du probléme

Sous sa forme basique, la méthode du col fournit, pour ’évaluation de ¥,,(x,y),
un terme d’erreur relatif de 'ordre de 1/@. Pour obtenir des résultats plus précis,
il est nécessaire d’augmenter la taille du domaine d’intégration fournissant la
contribution principale : c’est la version «indirectey décrite dans [28]. Dans le cas
de la présente application, nous obtenons ainsi, pour chaque € > 0 et uniformément
sous les conditions

>3, exp {(log2 x)5/3+5} <y<z, P(m)<y, w(m) < /v,
I’évaluation
(41) onle,y) = Au(w,9) + O(¥(w,9)/{Lew)gn(8)} ),

ou L. est définie en (3-1), 5 en (3-51), et ou1 I'on a posé

Ap(z,y) = x/i olu—v)dR,,(y") (x e R\ Z),

A(z+,v) (x €7).

Cela résulte, en effet, des formules (5-4) et (5-5) de [6], et, par exemple, de (3-52).
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Lorsque m = 1, la mesure dR; (t) = d([t] /t) recele peu de mystere arithmétique.
Partant, le terme principal de de Bruijn A(x,y) = A1 (z,y) remplit pleinement son
role et la formule (4-1) peut étre regardée comme un résultat final.

Lorsque m > 1, en revanche, les fluctuations de R, (t) refletent des phénomenes
subtils et un travail supplémentaire est nécessaire pour dégager le comportement
asymptotique de A, (z,y).

C’est cette tache que nous nous proposons d’accomplir dans le présent para-
graphe, ou le parametre u sera donc borné supérieurement en fonction de y. Le
cas complémentaire sera traité, par application directe de la méthode du col, au
paragraphe 4.2.

Nous définissons la fonction

Z(s) = (s = 1)¢(s)/s

ou ¢ désigne la fonction de Riemann. Il est & noter que Z(s) est analytique dans le
disque unité ouvert.

L’énoncé suivant renforce le théoreme 5 de [7], dont la démonstration comporte
une imprécision — rectifiée ici — dans le cas ou u tend vers 1.

Lorsque m > 1, x > y > 2, nous définissons implicitement le terme T,,(x,y) par
la formule

(4-2) o (2, y) = 20(u) Z(3)gm (B){1 + Tm(z,y) },

ou B:=1—r(u)/logy.

Les définitions présentes de Z et 3 ne correspondent exactement pas a celles de [7]
mais sont plus maniables dans le cadre développé ici. Nous rappelons également la
notation (2-4), soit 9, := W,/ logy.

Proposition 4.1. (i) La majoration

(4-3) Ton(2,y) < % + 9y log(u + 1) (%) Y mr0)

a lieu uniformément sous les conditions

(44) >3, exp{(log, x)5/3+6} <y<az, Plm) <y, w(m)<y!/osl+2)
(ii) On a

uniformément sous les conditions

log x

(46) xT > 3, exp {W

b<y<a, P <y, wim) < o
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Remarques. (a) Le majorant de (4-3) est < 92 /u+9,,e™" dans le domaine (4-4). 11
est donc constamment d’un ordre au plus égal a celui de (4-5), qui, d’apres (2-10),
est > 9, /u.

(b) Tl est & noter que, pour m = 1, la relation (4-3) fournit, dans le méme domaine
de validité, un renforcement de la formule asymptotique de Hildebrand

1 1 —€
(47) \l/(q;7y) = J;Q(u){l +O<M)} (e(logz x)3/° <y< x)
logy
(c) Dans son domaine de validité, la Proposition 4.1 précise le théoréme 1 de [34].
(d) Seule I’assertion (ii) de la Proposition 4.1 est nécessaire pour établir le Théo-
reme 2.1.

Avant d’entamer la démonstration de la Proposition 4.1, vérifions que cet énoncé
implique le Théoreme 2.1 dans la réunion des domaines (4-4) et (4-6).
Nous allons méme, sous la condition (4-4), déduire de (4-3), la formule

(4-8) (2, y) :gm(a)q’(x’y){l+0<ﬁ7m)}

qui est plus précise que (2-7) puisque E,;, >> Y. A cette fin, nous observons d’abord
que

(49) ﬁ:a+0<ul§gy)’

en vertu de (3-3) et de (3-32). Or, on déduit de (3-:52) que l'on a, sous la condi-
tion (4-4),

(4-10) v (0) < log 2z = Wiy,
lorsque min(a, 3) < o < 1. Il s’ensuit donc que

gm (@) = gm(0) < gm ()W /logx = mgm(@)/u.
En reportant dans (4-2) et en tenant compte de (4-9), nous obtenons bien (4-8).

4-1-2. Preuve du Théoréme 2.1 pour les petites valeurs de u

Nous consacrons ce court paragraphe a vérifier que la Proposition 4.1(ii) implique
bien, dans son domaine de validité (4-6), estimation (2-7) du Théoreme 2.1, soit

U (2,y) = gm (@) ¥ (2,9){1 4+ O(Epn(1 + Ep)/u) }.

En comparant la formule générale (4-3) & son cas particulier obtenu pour m = 1,
nous voyons qu’il suffit d’établir que, sous les conditions (4-6), on a

gm(ﬂ) = gm(a){l + O(Em/u)}

Or, cette estimation résulte aisément des formules (4-9), (3-54) et (3-63). Nous
omettons les détails calculatoires.
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4-1-8. Seconde réduction.

Nous commengons par montrer que le terme d’erreur de (4-1) est acceptable : la
contribution de A,,(z,y) sera évaluée dans un second temps.

11 suffit de minorer g,,(3). Sous les conditions (4-4), nous déduisons de (3-52) que

(4'11) gm(ﬁ) = gm(l) > 1/Wm-
Sous I'hypothese (4-6), nous avons d’apres (3-64)
(4-12) 1/gm(B) < Wi exp O (V).

Ainsi, g (8) > Lo(y)~'/? dans les deux cas. Comme Z() < 1, nous en déduisons
que le terme d’erreur de (4-1) est bien compatible avec celui de (4-5) et (4-3).

Nous devons ensuite évaluer A,,(x,y). Nous observons d’abord que la for-
mule (4-17) de [6] permet d’écrire

/ " ARy (y") = gm(B)Z(5).
Il s’ensuit que

(4-13) A (z,y) = z0(u)gm (B)Z(B) + 2V (z,y)

avec

Valew) = [ " Lol — ) — o(u)e ™Y dR (47
(4-14) 0=

= R, (x) + /000 {Ql(u —v) — Q/(u)er(u)v}Rm(yﬂ) dv.

Nous avons ainsi réduit la démonstration de la Proposition 4.1 & une évaluation
adéquate de V,,(x,y).
4+1-4. Preuve de la Proposition 4.1(i).

Nous observons d’abord que le Lemme 3.9 permet de montrer que la contribution
du terme R,,(z) au membre de droite de (4-13) est compatible avec le terme reste
de (4-3). En effet, comme y est grand, 'hypothese w(m) < y'/1°8(“+2) implique
xzw(m)+1et

logy 3logy
415 64+ W, < —8Y <208y
(4:15) +Wm log(u + 2) () 2log(u + 2)
Nous déduisons donc de (3-38) et (4-11) que, lorsque w(m) < y'/1oe(u+2),
Ron(z) < LP(m)e_guaogu+2)y—Qu/(ﬁJru/'m)
m

gm (B)o(w)V7,

u

(4-16)
<
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Il reste & évaluer lintégrale de (4-14). A cette fin, nous estimons R, (y*) & Daide
du Lemme 3.9. L’autre facteur de l'intégrande releve de la formule (6-3) de [7], que
nous écrivons sous la forme

(u)ver(u)v

(4-17) o' (u—v)—¢ (u)e"™? <« ¢ {14+vlog(u+1)} (u>1,0 <v <u-—1).

Dans [7], cette formule est donnée pour le domaine v > 1, 0 < v < u. Cependant,
la réduction indiquée du domaine de validité est nécessaire pour tenir compte de
la discontinuité de ¢'(¢) en ¢t = 1.

Dans un premier temps, montrons que

@18 [ @R () do < gn(B)Dmetu)og(u+ 1) (2

) 1/(Wm+6)
—1 '

Siu—1> ¥, nous avons grace & (3-38)

[ e R ) o g E [ ottt gy,
0 m u—1

—1
D’apres (4-15) et I'inégalité r(u) < 2log(u + 2) établie au lemme 6.2 de [7], on a
4logy/(6 + W) —r(u) = logy/(6 + W),
ce qui implique bien (4-18) dans ce cas. Si u—1 < ¥, alors (z/y)/( = letles
calculs précédents montrent que la contribution a 'intégrale de (4-18) du domaine

v = ¥, est bien majorée par le membre de droite. Nous évaluons la contribution
complémentaire grace & (3-48) : elle est

Wi +6)

79m
<) [ IRyl < o) tog(u+ DEL0,, < g (Do) o+ 1)0,
0
Cela acheve la preuve de (4-18).
Etablissons ensuite 'estimation

u—1 2
D gm

(4-19) / {0/ (4 =) — o/ (We YR, (4*) dv < M'

0
D’apres (4:17), le membre de gauche est

ow) 71 )
<= ve" | Ry (y) {1 + vlog(u + 1)} dv.
0

D’apres (3-49), la contribution du segment 0 < v < 9, est

92, 0(m)o(u 92, o(m)o(u
mu mu
L’intégration de la premiére majoration (3-38) pour R,,(y") fournit aisément que
la contribution complémentaire n’excéde pas le membre de gauche de (4-19). O

4-1-5. Preuve de la Proposition 4.1(ii) : lemme fondamental.
Nous introduisons les fonctions

Gn(8) = gm(5)C(s),  Zm(s) := gm(5)Z(s) = gm(s)(s — 1)C(s)/s.

La premiere étape de la démonstration est formalisée dans I’énoncé suivant.
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Lemme 4.2. Il existe des constantes ug > 1 et ¢ > 0 telles que I'on ait, unifor-
mément pour (z,y) satisfaisant (4-6) et u > uo,

eur(u) 1
Vi) = g [ € Rr0) 025+ i1,) = Zn(B)}
(4-20) ™ Ja

+ O(gm(B)mouw)emr/x"),
ott I'on a posé f:=1—r(u)/logy et 7, := 7/logy.
Démonstration. On a pour t # 0,

1 —r(u)+ioco

t)=>— a(s)e® ds.
o= | . B

Lorsque t = 0, le membre de droite vaut % On peut donc appliquer cette formule
avec t = u puis t = u — v et insérer les résultats correspondants dans ’expression
(4-14) de Vp,(z,y). Comme on a, pour s = r(u) + it, |r(u)| < logy,

(4-21) /io e dF,(y") = /io e AR (y") = Zm(1 — 5,)

ot l'on a posé s, 1= s/logy, il suit

—r(u)+ico
V) =g [ B (14 5) — Zn () s
(4.22) —r(u 100
—ur(u) oo ,
_ ¢ 5 [m @( —r(u) + iT)e”“{Zm(ﬁ +i1y) — Zm(B) } dr.

Par ailleurs, nous déduisons de (4-21), grace & une intégration par parties, que

Zm(l + Sy) - Zm(ﬁ)

/ eierm(yv) dov =
0

d’ou, d’apres la formule d’inversion de Fourier,

gtut dT,

(4-23) Frly”) = o /°° Zin(B +i7y) = Zm ()

2 LT

— 00

I'intégrale étant semi-convergente.
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11 découle de (4-22) et (4-23) que

efur(u) > m iTy — “m TUT
(424)  Vi(zy) = {Fm(:c)+/ Zn(Btimy) = Zn(B) gy, dT}.

2T 1T

—00
avec

(1) = iro(—r(u) +ir) — 1.
La quantité F,,(z) est majorée grace au Lemme 3.12. Nous obtenons que sa
contribution peut étre englobée par le terme d’erreur de (4-20).
Il reste donc & évaluer l'intégrale de (4-24) et nous commengons par estimer la
contribution des grandes valeurs de 7. A cette fin, nous employons la formule

(4-25) s0(s) = exp{ - /:+OO e’ dv} —1-¢

v

—S

1+ uzr(u))

+0o(

S S

valable pour Re s = —r(u), |[Sms| > 1+ ur(u). Cela implique

er(“)_”.+ r(u) Lo < 1+ ur(u)) < 1+ zr(u)

(4-26) 9(7) = .

(I7] > 1+ur(u)).

—1iT T

La contribution a I'intégrale du domaine |7| > T := (logy)? est donc

) <gn(@weon® [TEOE D4 < g, (5102 gtuerr e,
T

ot l'on a utilisé (3-34), le Lemme 3.16 et I'évaluation classique(!?)

2U
(4-28) / IC(o +i7)V dT <jop U (U>1,max(3,1-1/j) <oo <o <1)
U
avec j = 1.
Examinons ensuite la contribution du domaine VT := logy < |7| < T.On a
clairement

ur(u)—u/2
/ ZuBIO] . g +ur@)} _ gn(Belwe |
VT<|r|<T 7| logy logy
De plus,

(4-29)

/ | Zn (B + i, ) (7))
VT<|7|<T |7|

1 /logy | Zm (B + it)|
logy J; t2

1 /lc’gy IC(B + it) gim (B + it)]
logy Ji t2

o ! /“’gy cB+in? N /k’gylgm(ﬁﬂt)l2 i)
]Ogy 1 $3/2 1 $5/2

o1 / lgm(B+it)? 2
logy \ /4 t5/2 ’

10. Voir, e.g., [33], théorémes 7.2(A), 7.5, 7.7 et le théoréme de Hardy—Ingham—Pdlya p. 149.

dr

< dit

(4-30) < dt
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ol nous avons utilisé (4-28) avec j = 2. D’apres (3-77), on a de plus

/logy |gm(6+ Zt)|2 ok+1
1

1 s
A< > k2 /k lgm (B + it)|? dt < 1.
0<k< (log, )/ log 2 2

Nous avons donc montré que

Z, j 1
/ | M<ﬁ + ZTy)ﬂ(TN dr < < gm(ﬁ)ﬁ,mQ(u)eur(u)—u/z7
VT<|T|<T 7| logy

ou la derniére estimation résulte de (4-12) et (3-34).
Considérons maintenant la contribution du domaine 1 + ur(u) < |7| < logy a
Pintégrale de (4-24). On a

/logy Zm (B +i1y) — Zm(ﬁ)ﬂ(T)e“” dr
14+ur(u) T
logy iuT 1
:/ LG L iy Z1, () 775/ (1= )Z, (8 +it) dt
14ur(u) T 0
4 logy )
431)  _ Zm(0) / I(r)eiT dr
IOg Y Jitur(w)
1 logy

1 .
_ /0(17t)Zm(ﬂ+zt)/ T9(7)e™T dr dt

(log y)2 max(14ur(u),tlogy)
N 1 () S Ay (¥ 0] P

1 (ogy)? Jo 1+11

ogy 0g8Y)" Jo +tlogy

ou l'on a estimé les intégrales en 7 par la seconde formule de la moyenne apres
insertion de (4-26).
On a pour s = r(u) +i7, r(u) < logy

(4-32) /OO e Ry, (y")dv = gm(1) = Zm(1 — Sy).
0 s

D’apres le Lemme 3.11, il suit donc

9m(1) — Zm (B + it)
r(u) —itlogy

2u2/3

(4-33) < gn(1)0me””” < g (B)0me

Afin de références ultérieures, notons que cela implique la majoration suivante,
valable lorsque r(u) < logy, |t| < {1+ ur(u)}/logy,

3U2/3

(4-34) [ Zm (B +it)] < gm(B)e
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Comme

ZU(B +it) < (Imulogy)’| Zm(8 + it)]

pour |t| < 1et j =1, 2, nous en déduisons que

Zn B /1 Zn(B+it)] o,
logy (logy)? Jo 1+tlogy

Lr(u) + tlogy
“l+tlogy

2/

< g (B) O™ 4 g (B) 55,65 /
0

442/3

L gm(B)Ime

En reportant dans (4-31) et en utilisant (3-34), nous obtenons donc

lo .
/ gy Zm(ﬁ + 'LTy) - Zm(ﬁ)q?(T)ei“T dr < gm(ﬂ)ﬂmg(u)eur(u)—u/Q.
1

+ur(u) T

Il reste & évaluer la contribution du domaine 1 < |7| < 14 ur(u) a l'intégrale
de (4-24). En utilisant la majoration

o(—r(u) +im) < Z)\(—r(u))e_cu/(logu)2 (u>2)

établie par exemple au lemme I11.5.8.2 de [30], nous obtenons

/1+u1”(u) Zm(ﬂ + ZTZ]) — Zm(ﬁ) ﬂ(T)e’iuT dr
1 T
1+ur(u) 9 uT Ty
:/ &dr/ Z! (B +it)dt
1 T 0
{14+ur(u)}/logy 1+ur(u) 9 iut
7/ Z;n(,@+it)/ Y™ et
0 max(1,tlogy) T

2

& gm (B)92,0(—r(u))e~ e/ (o8 w)

Enfin, nous déduisons de (4-34) et de (4-33) que

1 . 1 jiut Ty
/ Zn(B+i7y) = Zin(B) iur dT:/ ¢ / 7! (B +it)dtdr
0 0 0

1T 1T

3u2/3

L D gm (B)ue
L Vg (B)e =42 p(u).

Cela acheve la démonstration du Lemme 4.2. O
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4-1-6. Preuve de la Proposition 4.1(ii) : complétion de l’argument

Soit ug la constante apparaissant au Lemme 4.2. Nous pouvons aisément disposer
du cas

(4-35) u<uy, wlm)<K/y.
En effet, sous cette hypothese, on a F,, < 9,,, donc (4-5) équivaut a

U (2,y) = 20(w) Z(8)gm (B){1 + O(Im) }.

Or, le théoreme de [29] fournit précisément cette estimation puisque 'on a dans
ces circonstances 8 =1+ O(1/logy), et donc g, (8) = {1+ O(U:n) }o(m)/m.

Compte tenu de (4-13) et (4-20), nous pouvons donc nous restreindre & estimer
l'intégrale de (4-20) sous les hypotheses (4-6) et u > ug.

La premiére étape consiste & majorer la contribution du domaine u~—1/3 < 7] <1
a l'intégrale de (4-20). Nous pouvons, par symétrie, nous limiter au cas 7 > 0. La
quantité considérée vaut alors

/71/3eiu7/g\(—7“(u) + iT){Zm(,B +i1y) — Zm(ﬁ)} dr

(4:36) ’ 1/logy 1 A

- / Zy, (B + it)/ o( —r(u) +ir)e™  drdt
0

to

ot 'on a posé to := max(u~3 tlogy). On a pour [t| < 1/logy et sous les
conditions (4-6)

ZL(B+it) < Zum(B+ i) {1+ 70, ()} < gm(B)eCVeWVm B ogy,

d’apres (3:62) et (3-54). On a trivialement E,,logy < Wyu. En faisant appel a
Iestimation (3-35) pour g(s), nous obtenons donc lorsque |t| < 1/logy, T € [to, 1],

sup |20, (8 + it)o(—r(w) + i7)| < g (B) Winud(—r(u))e oV ((Wm)*—cuty
TE[to,1]
< G (B) Wi u(—r(u))e~ 2 o(CoVuW, 5 cullogy)”)e?
< G (B)Wind(—r(u))e 2w

En reportant dans (4-:36), nous obtenons une estimation largement suffisante.

Nous évaluons la contribution du domaine |7| < u~/3 & l'intégrale de (4-20) en
effectuant un développement limité de l'intégrande. Le Lemme 3.14 implique en
effet, sous 'hypothese effectuée,

Zm (B + Z'7'11) — Zm(B)
= {gm (B +i7y) — gm(B)}Z(B) + gm (B + i7y){ Z(B + iTy) — Z(B)}
= gm(ﬁ){“—y%/n(ﬁ) + O(TQEZw + |Tu|)}
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Or, le Lemme 3.8 fournit, dans les mémes conditions,

2

e To(—r(u) +it) = {1+ O(r(1 + 7%u)) }o( — r(u))e "7 /2,

ot l'on a posé w := u—wu/&(u). En rassemblant nos estimations, et en faisant appel
a (3:34) et (3-54), nous obtenons

w—1/3

e ur(w) / T o(—r () +iT){ Zn(B + i1y) — Zm(B)} AT
(4'37) T u-1/3
= gm(@o(u)u [ e in, (6) + O(R)} du,

ou l'on a posé
R = |1y| + T2 Ep(1+ Ey) + ut* By,

La contribution du terme en 7,7,, (o) étant nulle par symétrie, nous déduisons que
le membre de gauche de (4-37) est

< Q(“)im(ﬁ) {hfy + En(l+ Em)},

ce qui termine la démonstration de la Proposition 4.1. O

4-2. Estimation de ¥, (x,y) pour les grandes valeurs de u.

Nous nous proposons ici de compléter la démonstration du Théoreme 2.1 en
établissant la formule (2-7) dans le domaine non couvert par la Proposition 4.1.
Nous avons établi au §4.1.2 que la Proposition 4.1(ii) permet de disposer du cas

(4-38) 1<u< (logy 2y)%%,  wim) < /9.

De plus, ainsi qu’il a été observé dans la remarque (a) qui en suit 1’énoncé, la
Proposition 4.1(i) prend en compte le cas

(4-39) u < Le(y), w(m) < y'/1oslu+2)

Nous pourrions donc, en toute rigueur, nous limiter & la situation ou ni (4-38),
ni (4-39), ne sont réalisées. Cependant, la méthode analytique que nous employons
fonctionne sous les conditions moins restrictives

(4-40) u> (logy 2y)%/%,  w(m) < V3.

Comme il pourra étre utile, dans d’autres contextes, de disposer d’une description
précise de la technique dans son champ naturel de validité, nous considérons dans
ce qui suit 'ensemble du domaine (4-40).
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Nous pouvons clairement supposer, sans perte de généralité, que ’entier m est
sans facteur carré. Nous observons également que, lorsque y est borné, le Théo-
reme 2.1 découle trivialement de 1’estimation

(4-41) Ui (2,y) = (log )™M (2 <y <o, P(m) <)

et de I’évaluation (3-2). Cela nous permet donc, dans ce qui suit, de supposer que
y est arbitrairement grand.

Nous employons, pour la série de Dirichlet (. (s,y) = gm (8)((s,v), la méthode du
col telle qu’elle est développée dans [16] pour le cas m = 1, en choisissant 1’abscisse
d’intégration égale & a(x,y). Cela représente un certain décalage par rapport au
choix optimal, dépendant de m, mais facilite la comparaison avec ¥(z,y). Comme
la démarche est identique & celle de [16], nous renvoyons librement & ce travail
pour certains détails calculatoires et focalisons notre attention sur les difficultés
nouvelles induites par la présence du parametre m.

L’étape initiale consiste en une majoration adéquate du rapport ¢, (s, y)/Cn(a, y)
dans un large domaine en 7 = Im s. Nous obtenons que I'on a, pour chaque € > 0
fixé,

2
—CoY T 09
exp —10g(1—|— >} 7| < 1/logy
(4-42) Cm(s,y) < {logy y/logy (Il < 1/1ogy)

_ 27
Cm(a, ) exp {%} (l/logy <|rl < Ys)

uniformément dans le domaine (2-6) ol o2 est la quantité définie en (3-8), et ou
nous avons posé

(4-43) Y. :=exp {(log y)3/2*5}.

Pour établir (4-42), nous utilisons d’abord 'estimation

7204 1
gexp{fcllog(lJr )} <|T|< pgyglog:z:)

==
y/logy logy’

1—p—s

établie, pour une constante positive convenable ¢1, dans [16], p. 275. Cela implique
clairement (4-42) dans le méme sous-domaine en x, y, 7. Ensuite, nous observons
que les calculs des pp.275-6 de [16] fournissent, pour une constante positive
convenable ¢,

1
sy Galon) exp{ _0272g2+0(727;;b(a))} (Il < ooy y>logz),

— 277
Slon) e { 22 voti@)) (s < I < )
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(0%

avec vy, (a) :=3_,,, 1/p®. Nous notons immédiatement que (3-6) implique

%7 S a
1—a)2+72" (1+logu)?

(4-45) (|7’| > 1/log y).

6/5

Lorsque |7] < 1/logy, y > (logx)®/®, on a, d’apres (3-3),

a>1, (1—-a)=<&(u)/logy.
Comme 9, < % deés que y est assez grand, la majoration (3-54) fournit donc

o)
(4-46) Tmla) <« W2u?? < VER

en vertu de (3-9). Nous obtenons bien (4-42) dans ce cas.
Lorsque 1/logy < |7| < Yz, y > (logx)%/®, nous pouvons écrire grace a (3-27)

l—a

Y (@) K ogy 2m + G Sio—— <oy +u

2/3 2/3

<u

Compte tenu de (4-45), nous obtenons encore (4-42).
Reste & traiter le cas y < (logz)/5. Nous avons alors y < @*/?. Par (3-52)
et (3-4), il s’ensuit que

11—«
" Zm 1 w(m)
(447) (@) < a?(1 — a)log zm, < a?
(ulogy)? P
< < ,
HQ \/g 61/3
et

vi(a) Lw(m) <T@

Gréce & (4-45), nous voyons que ces estimations sont suffisantes pour déduire (4-42)
de (4-44).

Ensuite, nous déduisons de (4-42) une majoration du nombre des entiers friables
localisés dans un petit intervalle et premiers avec m : il existe une constante absolue
cs > 0 telle que, uniformément pour

(4-48) r>y>2, u>(logy2y)*?,  wim) < Vv,
et 1 <z <YL, on ait
(4-49) U (x+x/2,y) — Uz, y) < 2%%n(a, y){l/z + e_cﬂ}.

Cette estimation découle aisément de (4-42) et de la majoration standard

a+tiz

U(z+z/2,y) — Unlz,y) < %/ 4 (1 — |T|/z)1-SCm(37y) ds.

a—1rz
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En effet, nous obtenons (4-49) en majorant trivialement |, (s, v)| par ¢m (o, y) pour
I7] < 1 et par < G (o, y)e %2 pour 1 < |7] < Yz.

La troisieme étape de la démonstration consiste a établir la formule d’appro-
ximation

1 a+i/logy ds
(4:50) U, (z,y) = 2—/ Cm(8,y)2° — + O(2%¢m(a,y)R)
T Ja—i/logy S

avec R 1= e—cau/(log2w)’ 1 | /Y., ol ¢4 est une constante absolue positive convenable.
La relation (4-50) est prouvée en deux temps : on fait d’abord appel & la formule
de Perron effective avec une troncature de l'intégrale a |7| = T := 1/R? — le terme
d’erreur est alors estimé grace a (4-49) — et Pon majore ensuite la contribution du
domaine 1/logy < |7| < T en faisant appel & (4-42). Nous omettons les détails,
qui sont identiques & ceux de la preuve du lemme 10 de [16].

Nous observons a présent que, puisque a,/oz < Valogy d’apres (3-4) et (3:9),
nous avons dans le domaine (4-48)

1 1
- < .
Hd/Q(logy)Q ay/osulogy

Cela montre, compte tenu de (3-10) et (2-10), que le terme d’erreur de (4-50) est

(4-51) R<

Igm(@)zC(a,y)  gm()¥(z,y) .
< aozalony < Tlogy L gm (@) ¥(z,y)E;, (2,y).

11 est donc englobé par le terme reste de (2:7).
En appliquant la formule (4-50) pour une valeur générique de m et pour m = 1,
nous déduisons donc de ce qui précede que

pn(2.y) = g (@) ¥(z.y) {1+ O (B} (2.9) )}

(452) 1 a+i/logy { } ds
+t5= Im () — gm () y((s,y)° —.
2mi a—i/logy " ' S
Posons Ty := @23 /(ulogy) et désignons par J;(Tp) la contribution & lintégrale

de (4-52) du domaine Ty < |7]| < 1/logy. La majoration (4-42) fournit une premiere
estimation de cette quantité : nous obtenons, avec les mémes calculs que dans [16]
p- 281, que

2, y)em ™

/02
Ce terme d’erreur est certainement satisfaisant si, disons, u > (2/c5)3(log, 2y)? ou
U > 1/log(u+ 1). En effet, on a, en vertu de (2-10),

1/3

(4:53) Ji(Th) < L gm() ¥ (z,y)e” ="

Y 1 N
o—csu'/? < sy < Er(x,y)
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dans le premier cas et
—ecsul/3 Im *
e < — < B (z,y)
dans le second. Nous pouvons donc nous limiter & estimer J; (7p) sous les conditions
supplémentaires
u < (logy2y)® et ¥, <1/log(@+1)=1/log(u+1).

Nous déduisons alors du Lemme 3.13 que l'on a 7,, () < Wy, d’olt

gm(a +i7) = gm(@) < Imgm(a)  (|7] <1/logy).

En reportant dans la définition de J;(Tp) et en faisant appel, comme précédemment,
a (4-42), nous obtenons, grace a (2-10),

T (To) < DG ()W (2, y)e ="
) \I’(aj Y)

/3

L I gm(a < G () ¥ (2, y)EL, (2, y).

Il reste & estimer la contribution du domaine |7| < Ty & Vintégrale de (4-52), soit

1 a+iTy d

o(Ty) = {gm(5) = gm(@)}C(s, )" .

270 Jo—iT,
Nous effectuons pour cela un développement limité de 'intégrande au voisinage de
7 = 0. Nous avons logx + o1 = 0 par définition de « et, d’apres (3:9), Tgos < 1.
Nous pouvons donc écrire, pour || < To,

(s, y)a® = Clo y)a® exp{it(logz + o1) — %7202 +O(7303)}
(4-54) 5 5

_ C(Oéaoi/)mae,ﬂgz/z{l+O(T303+T/a)}.

D’apres (4-46) et (4-47), nous avons Tg+/ (o) < 1, et donc, pour |7| < Ty,
9 (5) = gm (@) = gm(@){ exp {iTy, (@) + O(T?y;, () } — 1}

(4:55) = gn(@) (i (@) + O (i (@) +73n(0)%)) .

Comme on a également

To 2 To 2 —(k+1)/2
(4-56) / Te~ %27 /2 dr = 0, / I7|Fe=o27 2 dr <4, (k>1),

—To —To
il vient, compte tenu de (3-10),
1 ()] + Yim (@)
Jo(Th (@)U (2, )4~ (9 —) m m
o(T0) < g (@)W ) { () (5 + ) + Pl

(4-57)

77/11 (a) " ! 2 u
m v ) TP m m M onN2 [
< aml@) W) { 8 (1 )]+ o)
Les majorations (3-59) permettent aisément d’établir que la derniére expression
entre accolades dans (4-57) est < EX (z,y).
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5. Comportement local
5-1. Preuve du Théoréeme 2.3

Dans ce paragraphe, nous supposons les conditions (2-15) réalisées et nous
établissons (2-16).
Lorsque 1 < d < z/y, nous déduisons du Théoréme 2.1 que

(5-1) \I/m@,y) =9m(at)q’<§»y){l+o<m)}

ou l'on a posé
(52) Q1= Oé(.%‘/d, y) = a(yu—t7 Z/)

Utilisons 'estimation

da(u) _ —u

/ — -
(5-3) o (u) : Tu Zlogy’

établie dans [16], formule (6-6). Il vient

u

1
a—ar < —log (—)
logy u—t

Il résulte donc de (3-54) que lerreur relative commise en remplagant a; par «
dans (5-1) est compatible avec celle de (2-16). Cela établit (2-16) lorsque d < z/y.

Lorsque z/y < d < z, et donc z/d < y, 'évaluation de ¥,,(z/d,y) = Np(z/y)
releve de la théorie classique du crible. La majoration (3-38) fournit ainsi

T

o () =it () (1+0((4))

ou C est une constante positive ne dépendant que de K. Comme nous avons dans

ce cas
1 1 1 1
l—a< M, gm(l):gm(a){1+O(M)}7
logy logy
Pestimation (2-16) reste valable. O

5-2. Preuve du Théoréme 2.4 : casm = 1

Nous commencons par établir un résultat intermédiaire, dont la démonstration
est une variante de celle du théoréme 3 de [16] — voir aussi les théoremes I11.5.10
et 111.5.11 de [30].
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Lemme 5.1. On a uniformément pourz >y > 2,1 < c <z, t :=loge/logy,

U(cx,y) = \I/(x,y)co‘(w’y){l + O(é + E) }

u u

Démonstration. Posons a = a(u) = a(y*,y) et

f(u) :=log (aé#i(g)y))

D’apres le Lemme 3.3, il nous suffit donc de montrer que
(5-4) f'(u) = a(u)logy + O(1/u).
Or, cette évaluation découle des relations (3-9), qui impliquent

) — au) logy = 2 _ #3(09) Ly L
f'(u) — a(u)logy 2l 2pm(ay) ()<<u

compte tenu de l'estimation (5-3) . O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la formule (2-22) du Théo-
reme 2.4 dans le cas m = 1 — autrement dit de prouver que ’estimation

(5-5) W(%y)={1+O(u—1y+£)}(1_uziﬂz)bm/(;y)

est valable uniformément pour z >y > 2,1 < d < z.

Observons d’abord que nous pouvons supposer u et y assez grands. En effet,
lorsque w est borné, la formule (5-5) est une conséquence immédiate de celle de
Hildebrand (4-7), de (3-3) et du fait que o(u —t) = p(u){1 + O(t)}. Lorsque y est
borné, nous avons par ailleurs

2 log(z/d) +O(1) N 1

kgl 1-— =
v h u? + w2 log ’ log

donc (5-5) peut étre rééerit sous la forme

log(z/d) + O(l))o(l)qj(gp7 y

W(r/d.y) < (FEH

Or, cette dernitre relation est bien satisfaite puisque ¥(w,y) =< (log2w)™®) pour
w2zl y<l.
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Nous supposons donc dans toute la suite que u et y sont suffisamment grands.

Nous pouvons encore réduire la preuve de (5-5) au cas t < u — 1, i.e. d < z/y.
En effet, supposant le résultat acquis dans ce sous-domaine, nous avons, lorsque
Vr<a/y<d<u,

bu
r o\ _ T  x x U(z,y) (u—1)?
qj(d7y)hd_dyy<<dy (z/y) (1 u? +u?

2 bu
<<‘1’(:v,y)<1_ t )

de u? +a?

puisque o < 1 d’apres (3-5). Cela établit bien (2-22) lorsque u — 1 < ¢t < u.

<
Considérons a présent la situation générique v > ug, ¥y = yo, 0 <t <u—1 et
désignons par H le terme d’erreur de (5-5). Nous procédons en deux étapes. La
premieére consiste a établir que

(5-6) H< 1/u+t/u.

Nous avons, par (3-10),
1 1
() = frofL )
d u—t Y

~oeofivo(l+ )}

De plus, il résulte de (5-3) et (5-4) que

(5-7) Flu—1) = f(u) — a(u)tlogy — I+O(log

avec

i)

= (togy) | :{aw) ~ o)} dv

u
“o Mt w Y w(w —u+t)
u—t Jo u—t

ol nous avons posé W := min(w, y/logy). Comme wW/w < u/(w + @), il suit

(5-8) I =xmuJ, avec J;:/ %dw:/ s s_ '
u_t W(w + 1) o (stu—t)(s+u+u—t)

Nous allons montrer que

2 Ju? sit < 3(u+m),
t

(5-9) J = ( u+u ) . _
log ra_i) © (u+7) <

Comme u est arbitrairement grand, cela impliquera bien (5-6), en reportant
dans (5-7).
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Lorsque t < %(u+u) < 2u, nous avons

tsdsv 2

(el Av-abr s
0

Lorsque % (u + %) < ¢ < 2(u + ), nous pouvons écrire

1 /t sds
J = —
u+a Jo (s+u—t)

12 t
€ s << -1
U U

d’ou

La relation (5-9) est donc encore satisfaite dans ce cas.
Le cas %(u + @) < t < u ne peut advenir que si v > 2u. Nous avons alors
u—t<u+u—t<t, donc

/"_t sds N /“+ﬂ_t sds . /lt sds
o @ Dutra=0 o S@ru-0 " JomisGrutu—1

_ u—t n [ o u+u
C2utu—t) utu-—t & 2(u+u—t)

J

X

Cela établit bien (5-9) et acheve ainsi la preuve de (5-6).
La seconde étape de la démonstration consiste a montrer que

1 +1 t
loglut+1) ¢

5-10 H .
( ) < logy U

Compte tenu de (5-6), nous pouvons certainement nous limiter au cas ou u < logy
et t < u/2. Le lemme 1 de [19] permet alors d’écrire

v(Z.y) = \If(z,y) exp{/u:g(v)dmo(% N %)}

En reportant dans cette formule les estimations
E)—&u) = —(u—v)/u (u/2<v<u), 1—a=¢E)/logy+O0(1/u(logy)?)

qui résultent respectivement de (2-37) et (3-3), nous obtenons bien (5-10).
La formule (5-5) découle aisément de la conjonction de (5-6) et (5-10) : on a en
effet

1t 1 1 t
min{:+,7M+,}x

11
n{ og(u+1)}+tv 1t
uou logy U

= - X —+ -
U logy U Uy U
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5-3. Preuve du Théoréme 2.4 (i) : cas général

D’aprés (4-41), nous pouvons considérer dans toute la suite que y est arbitraire-
ment grand. Nous observons de plus que, lorsque u est borné, le théoréme de [29]
permet de conclure : on a alors g,,(«) > ¢,,(1). Nous supposons donc dorénavant,
sans perte de généralité, que

(5-11) u > v

ou vy est une constante arbitraire.
Etablissons d’abord (2-19) lorsque 1 < d < z/y. Conservons les notations

t:=(logd)/logy, a1:=alu—1t)=alz/dy).

Comme 6(z,y) est, & y fixé, une fonction croissante de z, nous pouvons déduire
du Corollaire 2.2 que, sous les conditions (2-20) et 1 < d < z/y,

(5-12) \I/m(g,y) < gm(at)\lf(g,y)

En appliquant alors (5-5), nous obtenons

V(z,y)
da

U, (3, y) < Bgm (@)

avec

Bl B yeT
gm (@) u+w
Nous devons donc prouver que B est borné sous les hypotheses (2:20) et 0 < ¢t <
u — 1. Or, il résulte de (3-66) et de (3-71) que 'on a, pour toute constante ¢ > 0,

42 (b1 —c)u—bsVu W
B<(l—m> {1+0<%>}.

Choisissons, par exemple, ¢ = b;/2. Cela fournit immédiatement 'estimation
souhaitée B < 1.
Lorsque z/y < d < x et w(m) < 1, nous avons

z z_ oz gn(@)V(z,y) _ gm(a)¥(z,y)

ou, puisque ¥,, (y,y) =< y, la seconde estimation résulte du cas précédemment traité
d = z/y, et la troisitme est une conséquence banale du fait que oo < 1 — cf. (3-5).
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5-4. Preuve du Théoréme 2./ (ii) : cas général

Considérons en premier lieu le cas d < z/y. Evaluons U,.(z/d,y) par le Théo-
réme 2.1 puis ¥(z/d,y) par (5-5) : nous obtenons

(5-13) \pm(g, y) =T{1+O(Hn)} (1 — %)bagm@) \IJ((:;Z/)

avec ( ) 1
Im\ Ot « t
== H,=F d, — + —.
s Hn = B /dy) b

On a clairement, avec les notations introduites dans 1’énoncé,
H, <E!(z,y)+h < hp

lorsque t < u/2. Lorsque u/2 < t < w — 1, nous déduisons de (3-71) que
H,, <1< hy,. Ainsi
H, < by

uniformément sous les conditions (2-21) et 1 < d < z/y. Comme T > 1, on voit
que la premiere partie de I’énoncé résulte, par exemple, de 'inégalité

bu/
(5-14) T < {1+O(hm)}<1—L> 2.

u? 4 w2

Or, cette relation découle immédiatement de (3-66) avec ¢ := by /2.

Examinons ensuite le cas ot z/y < d < x et w(m) < 1. Il est alors nécessaire de
distinguer deux sous-cas, selon la place de u relativement a 2.

Lorsque u > 2, donc t > u—1 > u/2, on a hy, > 1, et I'estimation (2-22) se
réduit & une majoration de l'ordre de grandeur de ¥,,(x/d,y). Or, nous pouvons
déduire du cas précédemment traité 1 < d < x/y que l'on a dans ces circonstances

X X X
\I’m(_a ) i Vo (Y,
7Y) <5 ydy<< 7 (. )
i(l_ i (
yd uz +7u

ol nous avons utilisé la majoration h,, (z, y; x/y) < 1, qui résulte de (2-9) et (3-11).
Cela implique bien (2-22).

Lorsque 1 < v < 2, u—1 < t < u, lestimation requise équivaut, avec la
notation (3-36), a

(515) N (%) {1+0(@ +1) }gm(a)\ll(;;y).
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Comme a = 1+ O(1/(log x?)) sous les hypotheses effectuées et comme
o(u)=1—-logu=14+0(u—-1)=140(t) (u—1 < min(1,1)),

il résulte de (4-7) que le membre de droite de (5-15) vaut

{14—0(@ +t)}m£

m d

Le résultat souhaité découle donc de (3-37). Cela acheve la démonstration de (2-22).
Il reste a établir que

hm < h1 < 1/uy +t/u
lorsque w(m) < 1. Il suffit pleinement, pour cela, de montrer que
(5-16) E,, < T/uy.

Or, (5-16) résulte de l'estimation triviale E,, < 1/logy < u/u, siy > (logz)?, et
si y < (logz)?, de la premiére majoration de (3-11) sous la forme E,, < 1 < @/uy.

6. Valeurs moyennes de fonctions arithmétiques
6-1. Preuve du Corollaire 2.6

Commencons par une estimation technique. En accord avec la notation ©, de
I’énoncé du Corollaire 2.6, nous posons pour = >y > z > 2

@z = H(l +p—2a)’

Pz

ol « = «a(x,y) est donc indépendant de z. Nous notons encore h, la fonction
multiplicative définie par

ha (") '_{u(m) sin=m?et P(m) < z,
2P 0 dans les autres cas,

et nous posons, pour j e N,z >y > 2z > 2,
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Lemme 6.1. On a uniformément pourz 2y >z > 2,1 < j <3,
(6-1) Dj(a,2) < 0,{log©,} (log 2)’.
Démonstration. Le résultat est évident pour j = 0 puisque
(6-2) Dy(a, z) = ©,.

Lorsque j = 1, un calcul de dérivée logarithmique fournit

log p
Di(a,z) = @Zzpm e

p<z

En majorant, dans la derniere somme, log p par log z et 1/(p*>*+1) par log(1+p~2%),
nous obtenons

log p
. <
(63) p§<z oy 1 < (08 6:)(log2),

ce qui implique bien 'estimation annoncée.
Un second calcul de dérivée nous permet d’écrire

p**(logp)® logp \?
DQ(a,z)@z{ W+(Zp2a+1) }

p<z p<z

En raisonnant comme précédemment, nous voyons que la premiére somme en p est
< (log ©,)(log 2)*.

La majoration annoncée résulte alors de (6-3). O
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Corollaire 2.6.

Soit h := p? x p. On vérifie sans peine que h et h, coincident sur S(z,y).
Lorsque, par exemple, o > %, nous avons donc trivialement ©, < 1 et, avec la
notation (2-26),

2 2
u(m)*(logm
IMQ = A42(.’I/’,y;/142> = E ( ) <2a ) <L
meS(V,y)
En observant que

pim) 1 p*(m)logmy 1 1
m2e (20, ) +O<PZ m22log ) (20, 2) +O(logx>’

(m)<y

d>\/z
P(d)<y
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et en gardant en mémoire le fait que I'on a w = u < u, dans le cas considéré, nous
constatons donc que l'estimation requise (2-28) découle de la seconde assertion du
Théoreme 2.5.

Seul reste donc a considérer le cas a < %, ou 'on a certainement
(6-4) y < (log )™
et donc u, = u+ O(1). Nous observons d’emblée que cette derniere relation

implique, via I'inégalité de Cauchy-Schwarz M? < MM,
M, My Msou _ My Msu
log 7 (logz)2  w, (logx)?’
de sorte que le terme central du terme d’erreur de (2-27) peut étre omis. Nous

traitons le terme principal en étendant la somme en d jusqu’a l'infini et en majorant
la, contribution des entiers d = m? > z & 1’aide de l’estimation triviale

Z p(m)
m2a

m>\/x

P(m)<y

< 4Dy (o, ) (log z)2.

Nous pouvons alors réécrire (2-27) sous la forme

U(z,y; p?) = ‘I’(mvy){% +O<% * M)}

¢(2a,y u (log x)?
=Y, y){ g(z(i, i O(Gy(log = ) }

en vertu de (6-2) et (6-1) avec j = 0 et j = 2. Cela établit bien (2-28) sous la
condition supplémentaire
0, < Vi/log(m+1).

Tournons & présent notre attention sur le cas résiduel
(6-5) a<2/3, ©,>Vu/log@+1).
Introduisant un parametre z € [2,y], et posant

ny = H pV7

p”|n
psz

nous observons que 'on a

B <) = Y ha(d) (> 100
d|n

11. Cette inégalité est également le point de départ de la majoration d’Ivi¢ et Tenenbaum
pour ¥(z,y; u?) lorsque y est « petit » — voir la formule (4-3) de [19].
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En appliquant le Théoreme 2.5 & la fonction 1 % h, et en faisant appel aux
estimations (6-1), nous obtenons

\p(x,y;u2)<\1:(x,y>{ 3 %ﬁ)+0(%+w)}.

u?
meS(x,z)

Complétons la somme en m en majorant l'erreur introduite par la méthode de
Rankin. Nous obtenons

plm) 1 Ds (e, 2)
Z m2e  ((2a, z) + O( (log x)? )’

meS(x,z)

U (z,y; p°) < ‘I’(Ly){m + 0(@) }

Nous obtenons la validité de (2-28) dans le cas (6-5) en choisissant le parametre
z de sorte que O, =< i/ log(w + 1). C’est toujours possible puisque z — O, est
une fonction croissante de z dont les rapports de valeurs en des entiers consécutifs
n’excéde pas 2 et dont, d’apres (6-5), le maximum excede v/@i/ log(@ + 1). Comme
1/¢(2c,2) < 1/0O,, nous obtenons bien la formule asymptotique requise — ou
d’ailleurs le terme d’erreur englobe le terme principal.

6-2. Preuve du Théoréme 2.7

Une intégration par parties fournit

xT
Vi f) - Ve f@) =~ [ W) O,
1
Nous obtenons immédiatement I’évaluation annoncée (2-29) en reportant dans cette
formule I'estimation

0 a(logt)? x
W(ty) = {1+ O(uly + llogg;: + (l((l)ggxt))Z )}if/t’)ya) (1<t<a),

d’ott

qui résulte de (2-22).
6-3. Preuve du Corollaire 2.8

Nous appliquons le Théoréme 2.7, ce qui nécessite d’estimer les intégrales M.
Nous avons
I—27* 1+0(1/uy)

M = ,
a a
. (logt)? dt 1 (logz)? .
M; —/1 ta PRSI o (7 €N),

d’aprés (3-4). En reportant ces estimations dans (2-29), nous obtenons

My MY Msu
Mj | Mi | MT )y

(e, 3 log) — (e, y) log = W(x,y){ — Mg +O( uy  logz ~ (logz)?

WD o( L))

a Uy
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6-4. Preuve du Corollaire 2.10

La seconde égalité de (2-32) découle de la premiere grace a la formule (3-24) du
Lemme 3.5.

Démontrons maintenant la premiére égalité de (2-32). Nous pouvons supposer y
assez grand car le résultat est trivialement valable dans le cas contraire.

Considérons d’abord le cas u > logy. Le Théoreme 2.9 implique

(6:6) U(w,y; k) = ‘I’(%y){mo + 0(% + %) }

ou l'on a posé

log p¥ jlogp .
myi= 3 gp@% (j > 0).

D’apres (3:4), il existe une constante ¢ telle que o > cu/(ulogy) et donc, avec les
notations de (3-18),

log p log p J ulogy\J
(6-7) m]<<pz<% po (1—p*CE/UIOgy) <<H1(a7y)( = )

Comme ©w > logy dans le domaine considéré, cela montre que le terme d’erreur
de (6-6) est de taille acceptable.
Estimons & présent mg. La majoration issue de (3-4)

(6-8) (y/2)* <1/(alogy)*  (u>2)

nous sera utile. Désignons par v, = v,(x) le plus petit entier > (log x)/log p. Nous

avons |
o
mo = Hi(a,y) = ) oL

Otl/p
PY

Comme p~"»*! < y/x pour p < y, il s’ensuit, grace a (6-8), que

Y\*~—logp  Hi(a,y
(6-9) mo — Hy (o, y) < (E) 2 T ﬂll(ogy).

Py

En reportant (6-7) et (6-9) dans (6-6), nous obtenons donc que la premiére formule
de (2-32) est valable lorsque u > log y.

Lorsque v < logy, et donc, pour y assez grand, a > 2/3, nous approchons

U(z,y; k) par ¥U(x,y;log) et nous faisons appel a l’évaluation (2-30) de cette

derniere quantité.('?) La décomposition (2-25), la majoration (2-19), et la premiere

12. 1l est & noter qu’une application du Théoréme 2.9 n’aurait fourni qu’un terme d’erreur
de Pordre de 1/u.
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formule (2-30) fournissent

W(o,yiw) = W, slog) = 3 (v —1)osp) ¥y (7 )

PLY
p’<z

= U(z,y;log) + O(¥(z,y)) = ¥(z,y){logz + O(1)}.
Comme (3-24) permet de remplacer, dans la derniére expression, logz par Hi(«, y)
sans altérer le terme d’erreur, nous obtenons bien (2-32) lorsque u < logy.

6-5. Preuve du Corollaire 2.11

D’apres le Théoreme 2.9, nous avons

(6-10) U(z,y; Q2 —w) = ‘1’(95’9){7”0 + O(u_y - logx - (12;23)2)}

avec maintenant

v —1)(logp*)? .
my= 3 WY ) <<
v p
p’sz
PLY

Commengons par évaluer mg. Posons

(6-11) Hoy) =Y ————  (0>0).

e 1
7 (p )

En étendant la somme en v jusqu’a l'infini et en majorant ’erreur introduite, nous
obtenons

(6-12) mo — H(a,y) < Z ! + Vpgp
p<y )
ol nous avons noté v, = vp(z) le plus petit entier > (logz)/logp.

Nous évaluons le membre de droite de (6-12) de deux manieres différentes, selon
la taille de a. Si a > 2/3, la majoration (1 + v,)/pr~D> <« g7/t <« p=1/6
implique

mo — H(a,y) <2~/ H(o,y) < H(a,y)/log .

Si o < 2/3, nous déduisons de I'estimation triviale 1 + v,g,(e) < 1+ alogz que
H{(a,y)

1+ alogx

mo 7H(Oé,y) <

ol nous avons fait appel a (3-4) sous la forme aulogy > u.
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Nous avons donc établi que I'on a en toute circonstance

moy = H(a,y){l +O<ui)}

Y

Il reste & montrer que le terme d’erreur de (6-10) est < H(a,y)/uy. On a

1 logp \J .
6-13 m; K 0<j5<2).
(6:13) ! gpa(p“—l)(l—pd ( )

Si a > 2/3, il s’ensuit que m; < 1 et le résultat est acquis. Si o < 2/3, on a
d’apres (3-4)

m; <K (logy—i— é)jH(a,y) < (%)jH(ogy).

Comme u =< uy dans le domaine considéré, cela implique encore la majoration
souhaitée en reportant dans (6-10).

6-6. Preuve de la Proposition 2.12

La formule annoncée est une conséquence immédiate du résultat général suivant,
qui posseéde un intérét intrinseque. Nous rappelons la définition (6-11) de H(o,y)
et celle de la fonction F', analytique sur ]%, oo[, donnée en (2-41).

Lemme 6.2. Pouro >0,y > 2, on a

(6-14) H(o,y) =log(wz, logy) + F(o.) + IE(wzi)y {1 + O(@)}

ot 'on a posé o, := max{o, 2}, et utilisé la notation (3-26).

Compte tenu de (3-7), il est clair, en effet, que la formule (2-42) de la Proposi-
tion 2.12 est obtenue en spécialisant o = a dans (6-14).

Démonstration du Lemme 6.2. Lorsque o > 2/5, nous avons, avec la notation

Hy(o,y) de (3-18),

H(o.y) = Ho2o) = F(20) ~ Falo) + ¥ (ot = o)
I 1-30

— F(20) — Fylo) + O(Z{Ogy )

Compte tenu de l'estimation (2-40) pour =(w), le Lemme 3.6 fournit alors (6-14).
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Lorsque o < 2/5, nous évaluons H (o, y) par sommation d’Abel en faisant appel
a une forme forte du théoréme des nombres premiers. Nous obtenons

H(o,y) = {1+O(10;y)}/2( 271 _td_ta)(logt)'

Des manipulations tres voisines de celles de la solution de l'exercice II1.5.1 de [32],
et que nous ne détaillons pas, permettent alors d’établir que la derniere intégrale

vaut ) ) _( )
Wos =\W2os
{”O(@)}—l _nyo = {”0(@)}71_}-

Cela implique immédiatement (6-14). O
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