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Une propriété de concentration
relative a la fonction d’Euler

F. Marie-Jeanne & G. Tenenbaum

1. Introduction

L’étude de la concentration des fonctions additives est un outil important de la
théorie probabiliste des nombres et constitue souvent une premiere étape cruciale
pour la détermination d’une répartition limite ou celle des lois locales. Elle est
également utile dans le cadre plus général des fonctions additives normalisées,
ou les estimations de concentration permettent d’obtenir des criteres d’existence,
voire une description, de la répartition limite. Améliorant un théoréme de Haldsz
[7], Ruzsa [13] a obtenu en 1980 un résultat qui étend aux fonctions additives
I'inégalité probabiliste de Kolmogorov—Rogozin (voir, par exemple, [12]) relative a
la concentration des sommes de variables aléatoires indépendantes. L’inégalité de
Ruzsa peut s’énoncer sous la forme

Q(a; f) = maxa™!|{n <w:h < f(n) <h+ 1} < W)™/,
avec 1
W(z) ;=14 min {)\2 + Z —min(1, |f(p) — )\logp|)2}.
AER P
p<z

Elle fournit une majoration du bon ordre de grandeur dans de nombreux cas, comme
par exemple f(n) = Q(n) := 3., v, et f(n) = clogn, oi 1 < ¢ < y/logyz. Le
résultat de Ruzsa a été récemment étendu par Elliott [3] au cadre de la répartition
des valeurs des fonctions additives sur les nombres premiers translatés.

Si I'inégalité de Kolmogorov—Rogozin est optimale en toute généralité, il est tres
facile de construire des exemples de sommes de variables aléatoires indépendantes
ou elle ne fournit pas une estimation de trés bonne qualité. Une discrépance
maximale est obtenue pour la somme X := 3" <<k Ej 27 ot les £; sont des variables
de Bernoulli indépendantes et de méme loi P(¢; = 0) = P(¢; = 1) = 3. On a dans ce
cas sup,,, P(X = m) = 1/2*, alors que I'inégalité de Kolmogorov-Rogozin ne donne
pour cette quantité qu'une majoration < 1/ Vk. Des phénomenes semblables sont
valables pour les fonctions arithmétiques — cf. en particulier [8], [10], [15], ot sont
abordées les questions de l'ordre normal et de 'ordre moyen de la fonction de
Hooley A(n) := supycg > gjn, t<tog d<i+1 -

Une situation générale dans laquelle on peut s’attendre a ce que les estimations
de type Haldsz—Ruzsa ne soient pas optimales est celle d’une fonction arithmétique
additive f telle que f(p) = g(p — 1) ou la fonction g est elle-méme additive et
possede une répartition asymptotique gaussienne dont la variance tend vers Uinfini
tout en restant a croissance modérée. Nous nous proposons ici de traiter le cas
exemplaire de la fonction

E(n) = Q(p(n))

ou ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler. Nos résultats pourraient facilement
étre étendus aux hypotheses plus générales indiquées ci-dessus.
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Balazard et Smati conjecturent dans [1] que 'on a
(L.1) Q(z; E) < 1/(logy 2)*?  (z — 00), ™
et plus précisément que

(1.2) Q(z; E) ~ +/3/27/(log, x)3/2 (z — 00).

Ces conjectures reposent essentiellement sur la nature gaussienne de la répartition
globale des valeurs de E(n). On a uniformément pour z > 3, z € R,

(1.3) %Hnéx:E( <32+ (2/VB)YP Y| = @(2) + O(1/ /),

avec y := logy x et ®(z2) := f_zoo e=t/2 dt/v/2m. La formule asymptotique contenue
dans (1.3), due & Erdés & Pomerance [5], est obtenue par des méthodes classiques
de théorie probabiliste des nombres : le théoreme de Bombieri—Vinogradov permet
facilement d’estimer la valeur moyenne et la variance de E(n), et I’on conclut par le
théoreme de Kubilius—Shapiro (cf.[2], Theorem 12.2) qui joue le role du théoreme
probabiliste de Feller-Lindeberg.(?) L’estimation du terme d’erreur figurant dans
(1.3) est due & Balazard et Smati [1]. Les évaluations (1.1) et (1.2) découlent
immédiatement de (1.3) sous I'hypothese que ce terme d’erreur est suffisamment
régulier. A fins de référence ultérieure, nous remarquons des a présent que, notant
toujours y := log, x, la relation (1.3) implique, pour tout & < y'/3,

é Z Z 1={26+0(1) },/

1y2[<Ey "<r

d’ou

V3/2m+ (1)

(1.4) Qz: E) > (log, 1772

(z — o0),

ce qui est bien en accord avec (1.2). Nous établissons (1.1).
Théoreéme 1. On a Q(z; E) < 1/(log, z)3/? (x > 3).

La fonction F(n) peut au prime abord apparaitre quelque peu artificielle et
le lecteur peu familier avec ce type de problemes est en droit de s’interroger
sur la valeur spécifique de l'information contenue dans un tel résultat. L’intérét
arithmétique réside en fait dans les renseignements fournis concernant les nombres
premiers. Nombreuses sont en effet les conjectures qui souscrivent a 1’idée générale

1. Ici et dans la suite nous désignons par log, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
2. Il est & noter que Ram Murty et Saradha ont fourni dans [11] une preuve du théoréme
d’Erdés—Pomerance indépendante du théoréme de Bombieri—Vinogradov et reposant
essentiellement sur le crible d’Eratosthéne.
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que, mises a part leurs évidentes contraintes de congruences, les nombres premiers
se comportent de maniere stochastique. La conjecture de Goldbach en est un
exemple célebre. Une autre propriété, apparemment plus anodine, résiste depuis
longtemps aux efforts des arithméticiens : peut-on montrer que Q(p — 1) est aussi
souvent pair qu’impair ? On ignore méme si (p — 1) est infiniment souvent pair
(ou impair) et une réponse & cette question constituerait une breche dans ce que les
spécialistes du crible appellent le phénoméne de parité. Dans ce contexte, on peut
voir le Théoréeme 1 comme une approche en moyenne de ce probleme : la fonction
E(n) est arithmétiquement trés semblable & la fonction additive 3, Q(p—1) (pour
laquelle les techniques du présent travail s’appliquent d’ailleurs sans changement) et
une évaluation de ’ordre de grandeur exact de la concentration permet de montrer
qu’en un certain sens aucune valeur n’est prise avec une fréquence prépondérante.
On peut d’ailleurs déduire rigoureusement du Théoreme 1 que, pour tout entier
q fixé assez grand et tout a (1 < a < ¢), on a E(n) # a(mod ¢) pour une suite
d’entiers n de densité positive.

Notre preuve du Théoreme 1 est fondée sur une approche analytique dont nous
dégageons les deux arguments-clefs sous forme de propositions formelles. Nous
utilisons, ici et dans la suite, les notations traditionnelles

2miu

e(u) =e s lull = 711221 |lu — n| (u € R).

De plus, nous réservons la lettre p pour désigner génériquement un nombre premier.

Proposition 1. Posons Z(x;9,7) == > ., {1 = cos(2m9Q(p — 1) — Tlogp) } /p.
On a uniformément pour T > 1, x > 3,

1 1/2 . .
Q(I,E) < ﬁ +/ e~ Minjr|<T Z(x;9,7)/2 dv.
-1/2

Démonstration. On a pour un entier convenable k

1/2
Qz;E) =z~ / > e(VE(n))e(—kd) dv.
-1/2 5y
Le résultat annoncé découle donc de la majoration générale de Halasz—Montgomery
(cf. par exemple [16], Corollaire I11.4.6.3) appliquée & la fonction multiplicative
n+— e(VE(n)), soit

Y e(9E(n)) < % +aemMiner 2@ /2 (T > 2> 3,9 €R).

nx

Proposition 2. Posons ||9|,, = minigecm ||9¢||. Pour une constante absolue
convenable L et tout p €]0,1[, il existe § = 6(0) > 0 tel que 'on ait

Z(x;9,7) > s min(1, |97 (logy 2)?) logy = + O(1)
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uniformément pour x > 3, |7| < (logz)?, ¥ € R.

Remarque. La constante L est celle qui apparalt au Lemme 0 infra, di & Hildebrand
[9]. Pour des commentaires concernant les valeurs numériques, voir la remarque
faisant suite a cet énoncé.

Nous établirons la Proposition 2 a la section suivante. Voyons ici comment elle
implique le Théoréeme. En appliquant la Proposition 1 avec T' := (log, z)3, on
obtient

1 /2 . 2 2
Q(IE,E) < + / (1og :E)f5m1n(1,||192|| (log, x) )dﬂ
(logy x)3/2 KZL —1/2

L’intégrale en 9 est indépendante de ¢ et vaut

1/2 ) ) ) 1/log, @ . 5
/ (log I)76 min(1,9%(log, z)~) dd < / 67619 (log, x) do + 1/(10g l‘)6
—1/2 —1/logy x

< 1/(logy )%/

Cela fournit bien lestimation souhaitée pour Q(z; F).

Au prix de certaines difficultés techniques, la méthode du présent travail peut
étre adaptée pour traiter le cas de la fonction non additive E*(n) := w(p(n)).

Théoréme 2. On a pour x > 3

o 1

Ce résultat avait également été conjecturé par Balazard & Smati dans [1]. L’idée
essentielle consiste ici & décomposer canoniquement un entier n sous la forme n = ab
avec plo(b) = p ¢]r'/8, 7], ot 7 := (log, x)*. L’ensemble des entiers b résulte donc
d’un crible sur un ensemble de nombres premiers de densité strictement comprise
entre 0 et 1. Ensuite, on considere la décomposition

E*(n) = E*(n,r) + E;(n)

ou E*(n, 1) = 3, 15(n), p<r 1- L'étude des propriétés de divisibilité de ¢(n) montre
alors que, quitte a négliger un nombre acceptable d’exceptions, on a :

(i) E*(n,r) ne dépend que de a;

(ii) E}(n) = Er(n) = Er(a) + Ep(b) avec Er(n) := 3 0 u0n), por V-

Comme la fonction E, est additive, la technique de démonstration du Théoreme 1
s’applique pour majorer, a a fixé, la concentration de E, sur les entiers b < z/a. Le
gain est encore, en moyenne, d'un facteur (log, #)~3/2. On conclut en re-sommant
sur a.



Une propriété de concentration relative a la fonction d’Euler 5

Nous présentons les lemmes nécessaires a la preuve du Théoreme 2 a la section
3 et complétons la démonstration a la section 4.

La technique est tres flexible et est susceptible de multiples généralisations, en
particulier aux fonctions dénombrant les facteurs premiers de ¢(n) ou de fonctions
analogues dans des sous-ensembles de nombres premiers assez réguliers. Nous ne
développerons pas ici ces applications.

Les auteurs tiennent & exprimer ici leur remerciements a Michel Balazard et
Hakim Smati pour leurs utiles remarques sur des versions préliminaires de ce travail.

2. Preuve de la Proposition 2

L’évaluation de Z(x;9, 1) pour les grandes valeurs de || + ||¥| 1 +/logy & repose
sur le résultat suivant, dit & Hildebrand [9].

Lemme 0 (Hildebrand). II existe deux constantes absolues 61 et L telles que
Pon ait )
— - |<1-49
‘ @) Y fp-1) 1
psT
uniformément pour x > 2 et f multiplicative satisfaisant a |f(n)] =1 (n < z) et

1 4

— < .

1I£ea<XL ‘ T Z f(n) ‘\ 0
n<e

Remarques. (i) Hildebrand n’indique pas de valeur numérique mais précise que
sa démonstration est susceptible de fournir une majoration de I'ordre de 103. La
valeur conjecturée est L = 1, un résultat profond et sans doute difficile, au vu de
I’application & la fonction de Liouville A(n) = (=1)2(") qui impliquerait que les
ensembles

{p:Qp-1)=j(mod2)} (j=12)

sont, de densité relative positive. Il est tres vraisemblable que la méthode de Elliott
dans [4] permette d’améliorer notablement la borne supérieure de L, sinon dans le
Lemme 0, du moins dans la Proposition 2.

(ii) Hildebrand énonce son résultat pour des nombres premiers translatés de la
forme p+1 et non p—1. Sa démonstration est en fait valable pour toute translation
p+ h ou h est un entier non nul arbitraire et fixé.

Lemme 1. Soit p €]0, 1[. Il existe une constante positive Ky, dépendant au plus
de o, telle que 'on ait

(2.1) Z(x;9,7) 2 (1 — 0)d1 logy x + O(1)
sous la condition

(2.2) x =3, Ko < |7+ [|9]|+/logy x < (logx)®.
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Démonstration. Nous pouvons manifestement supposer z > xo(0). Nous allons
d’abord montrer qu’il existe une constante absolue c¢; telle que I'on ait

e2mi9Q(p—1)

— <1 =96))n(v ecl(log‘”)g<1}<x,
(pfl)“— ( 1) () ( )

(2.3) ) 3

PV

lorsque 7 et 9 satisfont (2.2). Le Lemme 0 permet de réduire la preuve de cette
majoration a celle des inégalités

(24) SZ(U) ;:’ Ze2ﬂiﬂéﬂ(n)n—iré |< 510 (1 <UL, ec1(loga;)e <uvg {,E)

n<v

Nous obtiendrons (2.4) grace au résultat classique de Selberg [14]

Z Zn) — u(logu)z_l(G(z) +0,,(1/log u)) (u>2,]z] < 29 < 2),

n<u
ot G(2) :=T(2) ' [[,52(1 = 2/p)~ (1 = 1/p)*. Posant co := sup|,—; |G(z)|, on en
déduit en effet que

Se(v) =‘ G (e(09)) /2 "4 (log w)* @) du + / w T dO(

9 logu

u

)

v

< co ‘ / u” " (logu)* 1 du ) +eo L(1+ |7]) (1<e< L),
2

logv

ol ¢ est absolue. Sous 'hypothese (2.2), il suit pour = assez grand

Y du 2Lcy
+c3 + v
5 logu c1

v + 2LCQ

logwv c1

Jeleo) =1y 1=itr 1o
1—ilr }2

Si(v) < 00’ {(logu

N

o (log U)cos(27ré'z9)—1 + 2¢3 v,

v
V1+72
ol c3 est absolue. En choisissant ¢; > 5Lcy/d1, on obtient pour z, et donc v, assez
grand

(2.5) Se(v) < ¢ cos(2méd)—1 1. 16yv.

———(logv)
V1472 &
Soient Kj := y/log(2co/61), K1 = Ki/\/o0. Lorsque 9| > Ki/\/log,x, on
peut écrire
1 — cos(2m09) > 8009)|> = 8||0]|2 > 8K;?/log, v,
d’ot1 en reportant dans (2.5)

Se(v) < covexp{—8K>} + 1610 < 1o

Cela montre que (2.4) est satisfaite des que ||| +/logs z > K.
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Posons maintenant ¢4 := 2¢p/d1. On déduit encore de (2.5) que l'on a pour
7] = ca

S() ‘|—|— 51’() 01v.

Nous avons ainsi établi la majoration (2.3) dans I'hypotheése que 'une des deux
inégalités ||9]|L+/log, x > K; ou |T| > ¢4 est satisfaite. Une condition suffisante est
donc (2.2) avec Ky := Ky + ¢4.

L’estimation (2.1) est une conséquence facile de ce qui précéde. En effet, posant
y :=exp{ci(logz)?}, on a

Z 1 — cos(2mIQ(p — 1) — 7log p)

Z(x;9,7) >
y<p<z p
1 —cos(27m9Q(p — 1) — 7lo -1
S (279Q(p — 1) g(p >)+o( 3 I%\)
y<psz p y<psz p

log = r e2mWRp=1) | qy
s (55) - [
logy v i (=17
2 (1-0)d1logy z + O(1).

Cela acheéve la démonstration du Lemme 1.

02

Nous établissons maintenant une minoration de Z(x; 9, 7) valable pour les petites

valeurs de ||9]|/log, .

Lemme 2. II existe une constante Ko telle que I'on ait

Z(z;9,7) > 1 min(1,20°(log, z)?) logy © + Oc (1)

pour toute constante C et uniformément pour z > 3, |9| < Ka/+/logy x, |7| <

Démonstration. Nous pouvons supposer || < £. Le principe de cette démonstration
consiste & approcher Q(p — 1) par log, p. On pose Z = Z(x;9,7) et

Zo = Zo(x;ﬁﬂ-) — Z 1-— COS(QWﬂlOng — Tlogp) '
p<z p
On a
: . ’ Q(p —logyp |
Z —Zy |< - ‘ G20 (Q(p—1)—logy p) _ ’< 27|Y]
| o pgzggp ;

d’aprés I'inégalité |e® —1| < |u|, valable pour tout u € R. Par Iinégalité de Cauchy-
Schwarz, il suit

1Z — Z| < 27T|19\{Z Z 1og2p) }1/2

p<r p<’1‘

< |’l9|(10g2 .’17) {Mg — 2M1 + M0}1/2,
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olt 'on a posé M; := 3> . Q(p—1)7(loga p)*~/ /p ( = 0,1,2).
D’apres [5] (Lemma 2.1) et [6] (Lemma 2.2, §6), on a

Y oQp-1) = @{(logz 2y +O((logyzy 1)} (j=1,2).

p<T

Le théoreme des nombres premiers garantit que la méme estimation est valable avec
un terme d’erreur O(1/logx) pour j = 0. On en déduit par sommation d’Abel

My = £(log, > +0(1), M;= 3 (log, z)® + O((log, a:)2) (j=1,2).
On a donc

(2.6) ST (p—1) —logyp)*/p = My — 2M; + My < (logy )%,
p<T

et I’on en déduit 'existence d’une constante absolue K3 > 0 telle que
(2.7) | Z — Zy |< K3]0|(logy x)%/2.
Il reste a minorer Zy. On a d’apres le théoreme des nombres premiers

(2.8) Zy =loggx — Re I(z) + Oc(1),

T 2mid—1

avec I(z) = / %du. Posons w = w(z,7) = min(logx,27/|7|). En
2 u

insérant l'estimation v~ = 1 + O(|7|logu) pour 2 < u < e¥ et en effectuant le

changement de variables v = |7|log u pour e < u < x, nous obtenons

w

e . du ) |7|log x ) )
I(Z‘) :/ (logu)QTru?—l7 + O(‘T|w) + |T‘_27T“9/ e—zsgn(‘r)vv27ru9—l dv
2 | 7w
2mi¥ _ q ) |7|log = ) .
:w ‘ + |7_‘—27rz19/ e—zsgn('r)vv%rmﬁ‘—l dv + O(l)
2mid min(27,|7| log z)
w27ri19 -1
=401
2miv +0(),

ol nous avons majoré la derniere intégrale par intégration par parties, soit, pour
tout y > 2,

/y eiwvzm‘ﬂﬂ _ /y i(eiiv+2m’19 10gv> .dv .
o v 9x dv 2wl £ v
eiiv+2m'19 logv¥Y Y eiiv+27ri19 log v
_ o / T w=0(1).
2mid iv |, Jor (2m0 £0)?
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En reportant dans (2.8), il vient Zy = log, x — sin(2md log w)/(279) + O (1), d’ou,
en tenant compte de (2.7)

sin(279 log w)

2.9 Z>1 —
(2.9) 082 oD

— Ks3|9|(logy 2)%/% + Oc(1).
On a sinu/u < 1 —u?/7? (Ju| < ), donc, pour [9|log, = < 3,
Z >logy z — logw + 49%(logw)® — K3|9|(logy )3/ + Oc(1).

Nous utilisons cette inégalité lorsque |9]log, © < %, et en y remplagant le coefficient
4 par 2, de sorte que le membre de droite devient une fonction décroissante de w

sur [3, z]. Il suit
Z > 20°(logy 7)° — K3|d|(log, 2)*% + Oc(1)
> 9?(logy 2)° + Oc(1)  (|9|logy @ < 3).

Cette minoration est bien compatible avec le résultat requis.
Lorsque [9]log, z > 3, il découle trivialement de (2.9) que

3
Z >logyx — o logy © — K2 K3logy x4+ Oc(1) > $logy z + Oc(1),

si K5 est assez petite. Cette inégalité implique bien celle de ’énoncé. Cela acheve
la démonstration du lemme.

Lemme 3. Il existe une constante positive 09 telle que 'on ait
Z(z;9,7) > 6> min(1,9?(log, 2)?) log,  + Oc(1)

pour toute constante C' et uniformément pour x > 3, || < Koy/+/logy z, || < C.

Démonstration. Le cas |9 < Ky/+/logyx a déja été traité au Lemme 2. Nous

pouvons donc supposer
Ky < |19|\/10g2$ < K.

On déduit alors de I'inégalité élémentaire 1—cosu > (1—cos fu)/¢? (u € R, £ € N*),
que 'on a

1
(2.10) Z(x;9,7) > 6—22(1‘;&9, 0r).

Choisissons ¢ = [Ko/K>] + 1, de sorte que Ko < £]J]\/logy z < £Ko. On a alors
[109]| > Ko/+/logy @ et £|7] < 2KoC/K;. Le Lemme 1 (avec, par exemple, ¢ = 3)
permet donc de minorer Z(x; ¢, £7) et 'on obtient par (2.10)

01
Z(x;9,7) 2 Y logy x + O(1).
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Lemme 4. Il existe une constante positive 03 telle que ’on ait
Z(39,7) > 6 min(L, [|[9]]3 (log, ©)%) logy 2 + O(1)

pour x = 3, ||+ ||9]|L+/logy < Kp.

Démonstration. La condition ||9|| < Ko/+/log, x implique Vexistence d’entiers a
et b, 1 <a<b< L, tels que |9 — a| < Ko/+/logs x. Or on a, grace a (2.10),

1 1
Z(x;9,7) = b—ZZ(:r;b&bT) = b—QZ(m;bﬁ —a,br).

On peut donc appliquer le Lemme 3 avec C = LK pour minorer Z(x; b — a, b7).
On obtient

Z(2;9,7) = Z—; min (1, (b9 — a)*(log, x)?) log, © + O(1)

oy .
> 25 min(L, [9]]7 (log, 2)?) log, = + O(1),

ce qu’il fallait démontrer.

Fin de la démonstration de la Proposition 2. Le résultat découle immédiatement
de la conjonction des Lemmes 1 et 4.

3. Preuve du Théoréme 2 : résultats préliminaires

Soit M l'ensemble des fonctions multiplicatives a valeurs dans le disque unité.
Etant donnés g € M, T > 0et N > 1, on pose

> 1—Re (9(p)p~"7) '

my(z,T) := |£’I|1i%_‘ »

p<z, pt N

Lemme 5. Soient k €]0,1] et N un nombre entier satisfaisant & PT(N) < z et

logz\1-+r
. — <u<x).
(3.1) IT 0+ < (o) (2<u<a)
p|N, p>u
Alors on a
N
(3.2) Z g(n) < ch(]\] ){e—ﬁmN(I,T) +T7H/2}

n<z, (n,N)=1

uniformément pour x > 1, T > 2, g € M.

Remarque. Ce résultat étend et précise le Lemma 12 de Elliott dans [3].
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Démonstration. D’apres le théoréme de Haldsz—Montgomery (voir par exemple [16],
théoreme I11.4.6), on a

/1 Hy(a) \

/logx «

(3.3) Y. <

n<z, (n,N)=1 log:r

avec

1 = .
Hy(@)® =) oy jgax [FvGP,  Fx(s):= > glmn™.
kez |T—k|<1/2 n=1

(n,N)=1
On montre facilement — cf. [16], formule (I11.4.45) — que
FN(S) < )\N(a)a—le—mN(cxp(l/ozLT) (8 =14 a+ir, |7-| < T)

avec )
W= [ 0-1p < FF @loga)
pIN, p<exp(1/a)
d’aprés 'hypothese (3.1). De plus, il a été établi dans [17] (exercice II1.4.6) que
lon a uniformément pour o € [1/logz, 1] et T > 1
mp(exp(l/a),T) = log(l/a) —logy x + my(z,T) + O(1).

Nous pouvons donc écrire

N
Fils) < %(logﬂﬂ)%”e’m“m’”a““ (s=1+a+ir |7/ <T),
d’ot
(3.4) Hy(o) < @(logx)z—ﬁal—ﬁ{e—mzv(zm n T—1/2}.

Nous disposons également de la majoration triviale

N
Fu(o) < en{ Y p7} < av(a)at « E 1og )i ra,
ptN
qui implique
N
(3.5) Hy(a) < @5\7 )(logx)l_”a_”.

Posons ag := (logz)~t{e~m~@T) 4 Tfl/z}il. En majorant, dans (3.3), Hy(«)
par (3.4) lorsque 1/logz < a < oy et par (3.5) lorsque ap < « < 1, nous obtenons
bien l'estimation annoncée (3.2).
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Lemme 6. Pour z > 3, on pose z :=log,z, D := Hﬁ<p<z4p et

P(D,z):={p<x:(D,plp—1)) > 1}, N := H p.
peP(D,x)

Pour chaque € > 0, il existe une constante xo(e) > 3 telle que 'on ait

(3.6) (k’i’f)m« I1 (1+1/p)<<(10—gt)8/9

logu logu
& u<p<t, p| N &
uniformément sous les conditions

(3.7) x

WV

zo(e), t=exp{(logz)’}, 2<u<t< e

Remarque. Soient ay, as, € des constantes positives arbitraires. Le lecteur vérifiera
aisément que cet énoncé reste valide, quitte a changer les valeurs des exposants en
d’autres nombres de |0, 1[, pour tout z = z(z) > 2 et tout entier D = [].a, ., a0 P

tels que D < exp{(log x)*/?}.

Démonstration. 11 suffit d’établir que

logt 13/15 logt 15/17
15 (et Lo < (8
(38) oea) < I 0rum<(y
u<p<t, p| N
lorsque 'on a, outre les conditions (3.7), u > uy := exp{(logx)/1%}. En effet,

supposant cela acquis, on peut écrire, pour 2 < u < u; < exp{(log t)l/loo},

log uy

[T a+1m>(

up<t, p| N

> (log t)(13/15)(99/100) 5, (bﬁ)ﬁ/?
logu

et similairement

H (1+1/p) < H (1+1/p)(logt)15/17

usp<t, p|N upKuUL
. (log t)15/17(10g U1)2/17
log u

(10g t)1502/1700

< < (
log u

log uq

logt )8/9
logu '
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. 4 \
Maintenant, on remarque que D < e?* < ui/s des que = > z(e). On peut donc
écrire pour v > u;

)SEEEED SEED SRV SIS S

u1 <p<v,pt N u1 <p<v d|(D,p—1) d|D u11(<p<dvd)
p=1 (mo
d
= > B0 ) = 7)) +0( 3 otwido)
d|D ® d<vl/3

— D) (a) — m(u) + O ),

logv

d’apres le théoreme de Bombieri—Vinogradov, ou 'on a posé

_w(w)
2 LW

o(v;d, 1) := max

wLv p— 1
pLw p|D
p=1 (mod d)
Par sommation d’Abel, il suit pour u; K u <t <z
logt

(3.9) 3 L \(D)log (

u<p<t,pt N P

)+00).

log u

La formule de Mertens fournit A(D) = & + o(1) (z — oc). Donc (3.9) implique

(3.8) puisque = < &+ < Z. Partant, la démonstration du lemme est complete.

Lemme 7. Pour z > 2 on désigne par M(zx) I'ensemble des fonctions multiplica-
tives g telles que |g(n)| = 1 (1 < n < z). Pour chaque € > 0, il existe des constantes
64 > 0, zo > 2, ne dépendant que de ¢, telles que I'on ait

> -1 <U-WADRE) (@ > a0())
(p27<1{)D<)m:1

pour tout D < x'/?7¢ et toute fonction g € M(x) satisfaisant a

-1 (< ¢(D)
(3.10) sup sup y Z g(n) ‘\54 D

1—e/2
zl=e/ <y<w 141 /64 néy,(n,D):l

Démonstration. 1l s’agit ici d’adapter la démonstration de Hildebrand au cas d’une
fonction nulle sur les facteurs premiers de D. La transposition n’induit aucune
difficulté fondamentale et nous nous contentons d’indiquer les points essentiels.
Pour simplifier ’exposition, nous effectuons la démonstration pour une fonction
completement multiplicative : ’extension au cas général est standard.
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Nous pouvons manifestement supposer que D est impair. Soit n = %s. On pose
J =]z, 2?"] et I'on considere la quantité

Si= Y 21—25

p<T q|(p—1)
(p—1,D)=1 qeJ

ou S(Q) est la sous-somme de S correspondant & la condition supplémentaire

q € J(Q) = JNQ,2Q|NP,

la lettre P désignant I’ensemble des nombres premiers et () décrivant les nombres
de la forme 2!z" avec 2! < 2. Ici et dans toute la suite de cette démonstration
la lettre ¢ désigne un nombre premier. Une application routiniére du théoreme de
Bombieri-Vinogradov fournit la minoration

S D SEED SIS 3 TR D

qeJ p<z d|(D,p—1) q€J d|D p<z

p=1(mod q) p=1 (mod [q,d])
7(x) x
(3.11) _ZZ (Z Z 2)o(d) (log:c)z)
q€J d|D qleJ d|D/q
1
> FAD)m(x) Z 1 > IA(D)r(z) (x > x1(e)).
qeJ

Supposons maintenant que ’on ait

(3.12) Y 1] > (- sAD)r(@).
(r-1D)=1

On en déduit que, pour un nombre complexe convenable w de module 1,
(3.13) Z {1 —Re (wg(p— 1))} < 264\(D)m(x) (x > x2(e)),

p<T
(p—1,D)=1

ou nous avons utilisé ’estimation

(3.14) o= pua > 1:)‘(D)7T(x)+0((logxm)2)’

pPST d|D psT
(p—1,D)=1 p=1 (mod d)

qui découle également du théoreme de Bombieri—Vinogradov. En faisant appel a
Pidentité 1 — Re Z = 1|1 — Z|? valable pour tout nombre complexe Z de module
1, on déduit de (3.13) que

Z 1 <465 \(D)7(x) (x > z2(e)),
p<zT
(p—1,D)=1
lg(p—1)—w|>05

avec 05 = 5i/3.
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Posons k := 1+ [4/65], Jm = {q € J : argg(q) €]2rm/k,2x(m + 1)/k]} (0 <
m< k—1), Jn(Q) = Jn N J(Q). On peut alors écrire
(3.15) S<Y Sm(Q) + (405 /mA(D)m(x) (2 > 22(€)),
Q 0<m<k—1
avec

S5 (Q) = > o1 (a<m<k)
p<T ql(p—1)
(p—1,D)=1  ¢€Jm(Q)
lg(p—1)—w|<ds

Posant n = (p — 1)/q dans la somme intérieure, il suit

Sm(@ < Y >,

n<z/Q q4€Im(Q)
(n,D)=1 14+qneP
lg(n)—wm|<285

oll nous avons introduit w,, = we(—(m + %)/k). En appliquant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, nous obtenons

1/2
Sm(Q) < (5m1(Q))1/2< 3 sm2<c2;q7q'>>

4,9'€Tm (Q)

avec
Sm1(Q) = Z 1, Sma(Q; q, q/) = Z 1.
n<z/Q n<a/Q
(n,D)=1 (n,D)=1
lg(n)—wm|<205 14-gn, 14+q¢'n€P

En utilisant ’hypothése (3.10) et I'inégalité d’Erdés—Turdan comme dans [9] (Lemma
3), on peut écrire
p(D)

X
D Q

Sml(Q) < 65

ou la constante impliquée est absolue.
Le grand crible ou le crible de Brun permettent de majorer S,,2(Q;q,q’). On

obtient (D)
) b x
SmZ(Qa q, Q) < T QlOgJi’
S (0. 4) < £P)_1a' —dl x N
(@0 d) < 5 Sig = quegay 170
I1 suit
(3.16) Sm(Q) < \/E@ L /R(Q) + [Tn(Q)]log z

D Qlogx
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avec

Ra@= Y % _a=d

Y]
qE-]m(Q) QIEJm(Q) so(q 1 )

q'<q
1/2
q_q/2
< > |J7n(Q)1/2< > ﬁ) :
qum(Q) qle'](Q)
q'<q

Un argument de convolution identique & celui du Lemma 2 de [9] fournit une
majoration < @/ log @ pour la somme intérieure, d’ott

Rn(Q) < /Q/10gQ |7 (Q)*2.

En reportant dans (3.16), on obtient pour x > x3(¢)

" 1/4
S 5@ < 52D © S @

0<m<k—1 D Qlogz (log Q)'/* o<m<k—1

En employant 'inégalité de Holder sous la forme

Y @< (Y @) = s P,

o<m<k—1 0<m<k—1

nous obtenons finalement

3 Sm(Q) < /1PD)__@

.
e D n(logz)

En reportant dans (3.15), on en déduit ’estimation

S < W(m){éé“% + %A(D)}

< {6/ 46T ND)n(x) (x> ale)).

(3.17)

Cette majoration étant incompatible avec (3.11) pour d4 = d4(¢) assez petit, il
s’ensuit que (3.12) n’a pas lieu pour une telle valeur de d4. Cela complete la
démonstration du lemme.

Dans le lemme suivant nous majorons la concentration de la fonction additive

E.(n):= Z v (r = 2%

p”|lp(n), p>r

sur les entiers n tels que (¢(n), D) = 1.
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Lemme 8. Soit € > 0. Avec les notations du Lemme 6, on a, uniformément pour
exp{(logz)°} <t <,

N) /1 8/9
(3.18) sup Z 1 <, ] ! 373 <P(N ) (logatc> .
K20 b, (o (1), D)=1 (log; @) o8
E,(b)=k

Démonstration. Pour simplifier I’écriture nous convenons de désigner exclusivement
par la lettre b un entier tel que (p(b), D) = 1, c’est-a-dire tel que (b, N) = 1.
Soit @ () la quantité & majorer. On a clairement

Q.(t) < /1/2 ‘Ze(ﬁEr(b))‘dﬁ.

-1/2'

Par les Lemmes 5 et 6, on peut encore écrire

P(IN) (logz\8/9 —min, <7 Zn (£9,7)/9 -1/18
l;te(ﬂE,«(b)) <t (bgt) {e iri<T 2N +T }

avec
B Z 1 —cos(2m9,.(p — 1) — Tlogp)

p

b
p<t
PIN

S

p”lln
p>r

0

5

S
I

On choisit T = (log, x)?7. Cela réduit la preuve de (3.18) & celle de la minoration
(3.19)
Zn(t;9,7) > min(1, ||19||%((10g2 :c)2) log, z + O(1) (r1 <t<z 7| <T)

N N re €
ott K = K(g) est une constante convenable et ot on a posé z; = e(l08%)",
On a pour les valeurs considérées de T et ¢

eQTriﬁQ,,v(pfl) eQTriﬁQ,,v(pfl)

Z plyir Z (p— 1)i+im +0(1),
x1 <p<t 1 <p<t
ptN (p—1,D)=1

donc le Lemme 7 fournit (3.19) — avec en fait une constante ne dépendant que de
e au lieu de min(1, [|¢]|% (log, #)?) — pour toutes les valeurs de ¥ et 7 telles que

(3.20) sup sup yil‘ Z 20 (n) =it | 4.
exp{(log z)¢/2}<y<z 1<4<1 /8,4 n<y, (n,D)=1
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Nous avons utilisé ici le fait que ¢(D)/D — § lorsque & — oo,
On montre facilement par intégration complexe (voir [16], théoréme I1.5.3) que
l'on a

> N0 = ylogy) DTGy (2,0) + 0:(Ga(2)/logy)} (v >2)
n<y, (n,D)=1

avec

o 1—e(d) e()y 1 (L—1/p)"”
G1(z,9) = H (1 + ﬁ) H (1 Ty )F(e(ﬁ)) 1;[ L—e()/p’

P<Vz p|D
Ga(z) = H (1+p*%) <. (logz)*/*.
PST

Par intégration par parties, on en déduit (3.20) sous I’hypothese

(3.21) Ky(e) < |7 + |19l x /logy = < 2T,
oun K = K(e) = 1/04 et Ky(e) est une constante convenable. Nous omettons

les détails, qui sont identiques, mutatis mutandis, & ceux de la démonstration du
Lemme 1. (On pourrait ainsi remplacer la borne supérieure 27" de (3.21) par (log x)®
avec a = a(e) > 0, mais nous n’aurons pas 1'usage de cette précision.)

11 reste & établir (3.19) lorsque |7| + ||¥||x+/logex < Ky(g). On procede de
maniére semblable & celle des Lemmes 2, 3 et 4, en approchant ,(p — 1) par
logyp — log, 7 et en estimant ’erreur impliquée par une extension adéquate de
(2.6). La technique de sommation d’Abel est inchangée, & ceci preés que l'on fait
appel a (3.14) préalablement au théoréeme des nombres premiers. En définissant
I(x) comme dans (2.8), on obtient que 'on a

Zn(t9,7) = )\(D){ log, x — Re (%)} + Oc.c(1 4 [9](log, x)3/2)

uniformément pour e(°8®)° < t < z, |r] < C,9¥ € R. On peut donc utiliser
Pestimation de I(z) établie au Lemme 2 et conclure, par les mémes calculs, que
(3.19) a bien lieu si 7 est borné et |¢]/log, = est assez petit. Les arguments des
Lemmes 3 et 4 sont alors applicables sans modification pour obtenir la validité
inconditionnelle de (3.19). Cela acheve la démonstration du Lemme 8.

4. Preuve du Théoréme 2 : complétion de ’argument

Conservons les notations r, E*(n,r), EX(n), E,(n) de la section 1 et z, D, N du
Lemme 6. Conformément au schéma de démonstration décrit dans I'introduction,
nous décomposons chaque entier n < z sous la forme n = ab avec pla = p|N et
(b, N) = 1. Nous convenons de désigner génériquement, dans tout ce qui suit, par a
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et b des entiers soumis a ces contraintes multiplicatives. Nous pouvons alors écrire,
en introduisant F*(n) := 3, ) /zep<r b
E*(n) = E*(n,V/z) + F(a) + E(n).

Cela découle trivialement du fait que, par construction, F,(b) = 0. Nous allons
maintenant montrer que tous les entiers n < x sauf au plus O(x/(logy 2)?) d’entre
eux satisfont aux conditions suivantes :

(i) E*(n,vz) =7(V2),

(11) E: (n) = Er(a) + Er(b)a

(i)  a < z/exp{(logz)t/10}.
Pour ¢ premier, soit x4(n) la fonction multiplicative valant 1 si g ¢(n) et 0 dans
le cas contraire. Le nombre des entiers n contrevenant & (i) n’excede pas

> Tum<r YL (14 9270,

VAR q<Vz PsT

d’apres un résultat classique concernant les valeurs moyennes de fonctions mul-
tiplicatives positives — voir par exemple [16], théoreme III1.3.5. Le produit en p

est
1
< exp{ — E 5} < (log m)_l/(q_l)

p<zT
p=1 (mod q)

uniformément pour ¢ < /z, d’apres le théoreme de Siegel-Walfisz. Le nombre des
entiers n ne vérifiant pas (i) est donc < zm(y/z)e V? <« x/22,

Un entier n contrevient a (ii) si et seulement s’il existe un nombre premier ¢ > r
tel que ¢?|p(n). Cela n’est possible que si I'une des trois conditions suivantes est
réalisée : n est divisible par ¢*; n posséde un facteur premier p = 1 (mod¢?); n
possede deux facteurs premiers distincts p1, pe tels que p; = 1 (modq) (§ = 1,2).
En utilisant I'estimation

1 logy
- —= 1<s<x
2 o(s) ( )

s<p<z,p=1 (mod s)
qui découle facilement du théoréeme de Brun-Titchmarsh, on obtient que le nombre
de ces exceptions n’excede pas < z(log, 7)?/r < z/(log, x)%.

Pour estimer le nombre des exceptions a (iii) nous utilisons le crible de Brun sous
la forme

Yi<t [ (1—1):t%H(1—1) I1 (1—1) 2<t<a).

ast p<t,pt N p p<t P t<z‘ij§m p
P
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En estimant le dernier produit par le Lemme 6, nous obtenons donc

(4.1) Z 1« %t(logt)*1/7(logx)*6/7 (2<t<).

a<t

Le nombre des entiers n tels que a > x/ exp{(log 2)*/1°} n’exceéde donc pas

> T N v < v
o exp{(lon /10 <age @ PUY) (logz)?/10 = (log 2)1/%0”

ol la premiere estimation résulte de (4.1) par sommation d’Abel et la seconde de
(3.6).

Nous sommes maintenant en mesure d’aborder la phase finale de la démonstration
du Théoréme 2. La minoration de (1.5) découle, comme dans le cas de E(n), de
la convergence vers la loi de Gauss : ainsi que le remarquent Balazard et Smati
dans [1], la formule (1.3) est valable pour E*(n) a condition de multiplier le terme
d’erreur par log, x. Nous pouvons donc nous restreindre a montrer la majoration
contenue dans (1.5).

11 découle des réductions aux conditions (i), (ii) et (iii) que l'on a

Q(z;E*) <zt Z sup Z 1+0(®).

a<z/ exp{(logz)1/10} k=0 b<z/a, Er(b)=k

En majorant la somme en b par le Lemme 8, il suit

- 1 o(N)x—~1/ logz \8/9 1
R i D (e o) MR o2

a<lz

Une sommation d’Abel utilisant (4.1) permet de montrer que la somme en a est
< N/p(N). Cela acheve la démonstration.
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