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Sur la non-dérivabilité de fonctions périodiques
associées a certaines formules sommatoires®

Gérald Tenenbaum

1. Introduction

Les fonctions arithmétiques associées aux systeémes de représentations d’entiers,
comme le développement dans une base donnée, satisfont généralement des relations
de récurrence qui facilitent considérablement 1’étude de leur valeur moyenne.
Considérons par exemple la somme des chiffres en base 2, que nous désignons
par (n). On a

o(2n)=0c(n), o(2n+1)=o0(n)+1 (n>=1), (1.1)

d’ott il découle que la fonction sommatoire S(n) := > ;,,, 0(m) satisfait a

S(2n)=n+2S(n), S@2n+1)=n+o(n)+25(n) (n>0). (1.2)
1
En particulier, si l'on pose ¢(n) := S(n) — ZIZEZ (n > 1), la premiere relation
(1.2) implique ¢(2n) = 2¢p(n) pour tout n, de sorte que 'on peut écrire
logn nlogn logn
_ - 1.
w(n) nG(logQ)7 S(n) 2log?2 +nG<log2)7 (1.3)

ou G est périodique de période 1.
Dans la quasi-totalité des exemples connus, on obtient de méme, sans trop de
difficulté, une formule du type

Z am = P(n) + Q(n)G(logn) + R(n) (1.4)

m<n

pour une fonction arithmétique donnée {a,,}>_,, ou P et @ sont des fonctions
régulieres — typiquement des combinaisons linéaires de produits de puissances n®

1. Nous incluons ici certaines corrections relativement a la version publiée.
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et de puissances de logarithmes (logn)? —, R(n) est un terme résiduel, souvent
périodique et/ou borné, et G est une fonction oscillante périodique a caractere
fractal, en général continue.

Trollope [38] a donné, pour la fonction G de la formule (1.3), une formule explicite
impliquant en particulier qu’elle est continue, et partant bornée. Utilisant une
méthode plus simple, Delange [10] a généralisé le résultat au cas de la somme
des chiffres en base ¢ > 2 quelconque, que nous notons o,(n), soit

q— logn
E oq(m) = 2Tog nlogn—l—nG (logq) (1.5)
m<n

ou G, est continue et 1-périodique. I1 montre en outre que Gy n’est nulle part
dérivable et détermine son développement de Fourier.

A coté de celles de Trollope et Delange, plusieurs autres techniques sont en fait
susceptibles de fournir le calcul explicite de G;. Nous utilisons & la section 3 une
approche assez générale fondée sur 'intégration complexe. Voyons ici, par exemple,
comment fonctionne, dans le cas ¢ = 2, celle de Brillhart, Erdés et Morton dans [2].
Soit & un nombre réel positif, dont le développement en base 2 est

oo
T = E 27",
r=0

avec g € N, g, =0ou l pour r > 1, et &, # 1 pour une infinité de valeurs de 7.
On pose

k
_ S(zr) xlog(2Fz)
k k—r .
:1:}75 €r2 , et Ty := ok Sl0g2

On a xy = 2x_1 + ;. Grace & (1.2), on en déduit par un calcul de routine que
Tr — Tho1 = ex2 %o (z_1) Zsﬂ =1 (1.6)

ce qui implique l'existence de p(z) := limg_oo Tk. De plus, par itération puis
passage a la limite en k, la relation (1.6) fournit

[eS) -
_ TO = Zl 277‘{0'(137‘_1) — %T},

d’ou

p(o) = S((a)) - 523 + 2 " {o(z) - br) (17
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Lorsque x =n € Nyonaegyg =n,e, =0 (r > 1) et I'on retrouve bien (1.3). De
plus, lorsque £ est un rationnel dyadique positif de dénominateur réduit 2™ (m > 0),
on a

. o U(gr) (T < m),
zl_lf?_ ofer) = {a(fm —+r—m (r>=m),
er(§) (r <m),
lirg_ er(x) =< en()—1 (r=m),
o 1 (r>m).

Cela permet de vérifier facilement que op(x) est continue sur R*. La fonction G de
(1.3) peut donc étre prolongée en une fonction continue sur Rt par la formule

G(u) := @(2%)/2".

Puisque les quantités (logn)/log 2 sont denses modulo 1, la propriété de périodicité
observée plus haut est encore valable pour le prolongement.

La littérature abonde en exemples de situations similaires — ainsi qu’on pourra
s’en convaincre a la lecture de notre bibliographie, issue de celle rassemblée dans la
these de Cateland [5]. Désignons, conformément a l'usage, par g-noyau d’une suite
{an}22, ensemble des sous-suites

{nr—>aqkn+7.:k20,0<r<qk}.

La généralisation naturelle de la propriété (1.1) est celle des suites g-automatiques,
i.e. dont le g-noyau est fini, voire des suites g-régulieres, c’est-a-dire dont le g-noyau
engendre un module de type fini — cf.[1]. La quasi-totalité des exemples connus
releve effectivement de ces deux définitions.

Dans cette note, nous nous intéressons plus particulierement a la non-dérivabilité
des fonctions fractales G apparaissant dans des formules de type (1.4). Peu de
résultats généraux sont disponibles dans cette direction. Les travaux les plus sig-
nificatifs sont ceux de Dumont-Thomas [11-13] et Cateland [5]. On distingue es-
sentiellement trois types de méthodes : d’une part celles qui exploitent I’expression
exacte de G(z), généralement sous la forme d’une série liée & la représentation de x
dans un systeme adéquat, d’autre part celles qui établissent ’existence d’équations
fonctionnelles pour G (c’est en particulier la voie explorée par Dumont et Thomas),
enfin celles qui utilisent les divers renseignements disponibles sur les coefficients de
Fourier de G — ce qui ne fournit en général qu'une preuve de la non-dérivabilité
presque-partout, et non partout. Nous nous proposons de développer ici une qua-
trieme approche, sans doute la plus naive de toutes. Elle consiste a “oublier” la
définition explicite de G pour ne retenir que la formule (1.4) : comme le membre
de gauche est arithmétique, donc irrégulier, il est naturel d’attendre que le mem-
bre de droite contienne lui aussi un certain degré d’irrégularité — qui doit alors
étre nécessairement le fait du terme fractal G(logn). Il reste ensuite & opérer un
“relevement” des valeurs de la variable, en transportant les propriétés des G(logn)
aux G(z) ou « est un nombre réel quelconque. Il est vraisemblable que ce principe
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puisse étre formalisé dans un contexte assez général. Nous nous contentons ici de

le mettre en ceuvre dans trois cas particuliers importants de la littérature.
Le premier exemple est celui de la suite de Newman-Coquet

en = (—1)76n), (1.8)

Coquet [7] établit la formule sommatoire

N em = nﬂGO(EiZ) +Lyn), (1.9)

m<n

ou (G est continue et 1-périodique, et ou 'on a posé

9 — log 3 0 si n est pair,
" log4’ n(n) = (=1)7Gn=3) i n est impair.

Nous montrons, directement a 1’aide de (1.9) et sans utiliser 'expression de Gy, le

résultat suivant, qui est d’ailleurs implicitement contenu dans la preuve de Coquet
de la non-dérivabilité de Gy.

Théoréme 1. La fonction Gy n’est dérivable pour aucune valeur de x € R. Plus
précisément, on a pour tout x € R

Go(z + h) — Go(z) = Q(|h]”) (h — 0). (1.10)

Nous considérons ensuite la suite de Rudin-Shapiro
o0 o0
o= (=1 avec  e(n) := Zsjst si n= Zsﬂj.
j=0 7=0

Brillhart, Erdds et Morton établissent dans [2] la formule sommatoire

N v = \/EGIG(;?Z), (1.11)

m<n

ou G est 1-périodique, bornée et continue, et ils prouvent que G; n’est dérivable
en aucun point x normal en base 4. Dans [12], Dumont et Thomas montrent que
cette derniére restriction est inutile. Notre approche directe fonctionne ici tres
simplement et fournit le résultat suivant.

Théoréme 2. La fonction G n’est dérivable pour aucune valeur de x € R. Plus
précisément, on a pour tout x € R

Gi(z+h)—Gi(x) =Q(/]h])  (h—0). (1.12)
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La troisieme application concerne les suites digitales, introduites par Cateland [5],
et qui sont une généralisation de la somme des chiffres en base ¢q. Pour ¢ > 2, £ > 1,
notons E(q, £) 'ensemble des (-uples € = (eo, ...,e¢—1) avece; € {0,...,¢—1} pour
tout j. Pour n € N, on désigne par n = Z;io gj(n)¢’ le développement de n en
base ¢ et ’on pose

ex(n) := (ex(n), ..., coqe—1(n)) € E(g,0) (k=0,1,...).

On note encore

Xk(n;€) := {(1) : ?,ZEZ; ;z (e € E(q,0),  o(n;e) = kZ:OXk-(n;E),

avec la convention o(n;0) = 1 pour tout n. La fonction o(n;€) est donc égale au
nombre d’occurrences du mot € dans la représentation g-adique de n. Etant donnée
une fonction F : E(q,¢) — C telle que F(0) = 0, on définit une suite digitale
{ur(n)}s2, par la formule

up(n) = ZF(Ek(n)) = Z F(e)o(n;e). (1.13)
k=0 ECE(q,0)

On retrouve la suite o4(n) en choisissant £ = 1 et F' égale & Iidentité. Cateland a
établi, par la méthode de Delange, la formule sommatoire générale

logn

Z up(m) = ApnlognJrnGp(

m<n

lqu) + 8 (n) (1.14)

avec

LS R,

F = —0
a"logq 5 0

et oit G est continue et 1-périodique, et 6 est ¢~ -périodique. Nous donnons une
preuve assez simple de ce résultat a la section 3. Notre objectif principal consiste
a déduire de (1.14) le résultat suivant de non-dérivabilité, qui étend optimalement
celui de Cateland. Comme nous le verrons, la démonstration, reposant sur le
principe énoncé plus haut, est extrémement simple.

Théoréme 3. Soient ¢ > 2,¢ > 1, F : E(q,{) — C et {ur(n)}>2, la suite
digitale correspondante. Une condition nécéssaire et suffisante pour que la fonction
1-périodique G associée soit nulle part dérivable est qu’il existe un entier a > 1

tel que up(q*~ta) # 0.

Le résultat de Cateland était conditionnel a I’hypothese Ap # 0. Lorsque
upr(q'~'a) = 0 (a = 1), ur est périodique, Ar = 0, et la fonction G est constante.

L’auteur tient ici a remercier Jean-Paul Allouche pour son aide précieuse lors de
la préparation de cet article.



6 GERALD TENENBAUM

2. Démonstration des théoréemes 1, 2 et 3

Prouvons d’abord les théorémes 1 et 2. Soit = € [0, 1[. Nous écrivons le dévelop-
pement 4-adique de 47, soit
o0
47 =3 g4,
§=0

avec 0 < g; < 3 pour tout j et €; # 3 pour une infinité d’indices j. Ensuite, nous
définissons, pour k > 0, les réels zy, yi et U'entier ny par les formules

k
np =AMTR =N "oy = 4 tE (2.1)
§=0

En écrivant (1.9) pour n = ny et n = ng + 1 et en effectuant la différence, il vient
Cny = (1 +1)"Golyr) = n{ Go(ax) + 5 (n(ny, +1) = n(ny)),
d’ont
np{Go(yx) — Go(wk)} = cn, — 2{n(nr + 1) —n(ng)} + O(nh ). (2.2)

Compte tenu de la définition de n(n), il est clair que le second membre est de valeur
absolue > 1. Par ailleurs, il découle immédiatement de (2.1) que

ny < 4% < (yo — i)~ (2.3)

Il suit
|Go(yk) — Golxi)| > (yr — z1)".

Comme
max {|z — zx, |z — ye|} <47, (2.4)

cela contredit
Go(x + h) — Go(z) = o(|h[”) (h —0),

et partant implique la conclusion requise (1.10) du théoréme 1.
La situation est encore plus simple pour le théoreme 2. On obtient parallelement

A (2.2)
VA Gi(yr) — Gi(ar) } = 7y + O(1/y/n), (2.5)

d’ou par (2.3), puisque |ry, | =1,
‘Gl(yk) — Gl(mk)| > VY — Tk

Grace a (2.4), cela implique (1.12) et établit ainsi le théoréme 2.



Non dérivabilité de certaines fonctions périodiques 7

La méme approche fonctionne encore pour établir le théoreme 3. L’hypothese
F # 0 implique up # 0, et, plus précisément, implique 1’existence d’un entier a, 1 <
a < ¢', tel que up(a) # 0. En effet, notant F*(h) := F(sq,...,e0-1) pour h =
Zﬁ;é erq", on a

wr(j) = 3 apF*(h) (1< <)
h=0

avec ajp, > 1 si j est de la forme j = a+¢°h avec s > 0, a < ¢°, et o5, = 0 dans le
cas contraire. En particulier, on a oj; =1 pour 1 < j < q‘ et ajp, =0si h>j. La
matrice carrée (a;p) est donc triangulaire supérieure, avec des 1 sur la diagonale
principale. Par conséquent, elle est inversible et cela établit la propriété indiquée.

Cependant, lorsque £ > 2, on peut avoir uF(qe_la) = 0 pour tout a > 1 sans que
up soit identiquement nulle : pour £ = ¢ = 2 et F(1,0) = —F(0,1) =1, F(1,1) =0,
up est la fonction indicatrice des nombres impairs. On peut vérifier facilement que,
dans un tel cas, Ar = 0 et la fonction G est constante.

Soit alors a > 1. Nous allons montrer que si G est dérivable en un point = € [0, 1]
alors up(q°~ta) = 0. On écrit les développements g-adiques

m(a)

o0
a=Y ela)q, ¢ =) a7,
=0

r=0

et 'on pose

k
Le=20tma). mo=q" =gt Y eI, mr 1= gt (26)
j=0
On a
=< qF < (g — ) max {|z — x|, [z — y|} <q* (2.7)

Ici et dans la suite de cette démonstration les constantes implicites peuvent
dépendre de a ou F mais pas de k.

En appliquant (1.14) avec n et n+1 et en faisant la différence, on obtient lorsque
n =0 (mod ¢*~1)

) =i o (00 6 (5]

+ Ap(n+1)log(1+1/n) + GF(%) +8p(1) — 6(0),

(2.8)

ou l'on a tenu compte de la périodicité de dg. Substituons n = nj dans cette
relation. La périodicité de G'p nous permet de remplacer G (log(n+1)/log q) par
Gr(yr) et Gr(logn/logq) par Gp(wg), soit

up(n) =Aplogn +n{Gr(yr) — Gr(zr)}

(2.9)
+ Ap(n+1)log(1 + 1/n) + Gr(yx) + 0r(1) — 3£ (0).
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Si G est dérivable au point x, on a lorsque k — 400
Gr(zr) — Gr(z) = (2, — 2)Gp(7) + o(zr — @) = (zk — )G () + o(1/ny),
et similairement

Gr(yr) — Gr(x) = (Y — 2)Gp(x) + o(1/n).

11 suit
/ F()

ne{ Grye) — Graw)} = ni(ye — o) G (z) + o(1) = oz g o(1).

En reportant dans (2.9), on obtient
Gr(x)

up(ng) = Aplogng + Ap + Togq + G(x) +0p(1) — 5r(0) + o(1),

et donc
up(ng) = kAplogq+ B+ o(1), (2.10)

avec B := Ap{l+ (z+ L)logq} + Gn(x)/logq+ Gp(z) + dr(1) — 67(0).
Substituons maintenant n = ny + ¢~ 'a dans (2.8). Les calculs qui précédent
restent valables mutatis mutandis, et 'on obtient

up(ng +q¢"ta) = kAplogq + B+ o(1). (2.11)
Or il découle immédiatement des définitions de ug et L que
up(ng + ¢ ta) = up(ng) + up (¢ 'a).
Les relations (2.10) et (2.11) impliquent donc par différence
up (qula) =o(l), c'est-a-dire up (qula) =0.

Cela termine la démonstration du théoréme 3.
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3. Preuve de la formule de Cateland par

intégration complexe

Nous nous proposons ici de donner une démonstration de la formule (1.14) en
utilisant la formule de Perron. La démarche, semblable a celle de Flajolet et al.
dans [15], posseéde le double avantage de ne nécessiter que quelques calculs assez
simples et de fournir directement les développements de Fourier des fonctions G
et 5F

Au vu de (1.13), nous pouvons nous restreindre a estimer la valeur moyenne de
o(n,€) pour € = (go,...,60-1) € E(q,¥) fixé. Posons h := Zﬁ;é £;¢’ et

Vin):= Y olme) =Y Y xx(me). (3.1)

o<m<n k=00<m<n

La somme intérieure est égale au nombre d’entiers m € [0,n — 1] qui sont de la
forme m = a + ¢*h + ¢"* b avec 0 < a < ¢*, b > 0. Elle vaut donc

Z (1+{n—(h(;’;:;a+l)]): Z /a n—gf;(ie—i—t)})dt

0<a<qk 0<a<qk

[ (e
:qk/h+ (14_[ :M qz})dt.

Pour établir la premiere égalité, nous avons utilisé le fait que 'intégrande du second
membre est constante sur chaque intervalle |a, a + 1].

Pour évaluer la partie entiere de la derniere intégrale, nous introduisons la
fonction zéta de Hurwitz, définie, pour chaque valeur du parameétre o €]0, 1], par
la formule

oo
((sya) = Z(n +a)”° (Res > 1),
n=0
et prolongée en une fonction méromorphe dans le plan complexe tout entier ayant
pour unique singularité un pole simple en s = 1 de résidu 1. On a pour = > 0
1 c+1i00
l+[z—ao]= / ((s;a)x®s ds (c>1),
C

2mi s

sauf si € a + Z, ol le membre de droite vaut [z — o] 4+ 5. On obtient donc

[ee} A h+1 1 2+1i00 , n s X
- i 1/0") (o) 5 st
;q /h 2mi 2—400 C(S /q ) qk+f & $
1 2+i00 na s 1 htl .
2 ) s (t/¢") dtd
211 2—ico (qf) s(l — qlfs) /h C(Sa /q ) S
1 24i00

_ (ﬁ)s ¢‘Z(s —1;h/q")
210 Jo_ijoo \q*/ s(1—s)(1—qt=2) 7
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ou l'on a posé

1/q
Z(s;t) ::Q(s;t—i—l/qé)—C(s;t):s/O C(s+1;t + u) du.

Déplagons maintenant l’abscisse d’intégration vers la gauche jusqu’a l'axe

Re s= % La contribution du pole double en s = 1 vaut

1qu{Z(O; h/qf)(log(n/qf) —1+ Llog q) + 70, h/qf)},

La contribution des poles simples py := 1 + 27ki/log q (k # 0) est égale a

n Z Py = 1 h/g" >e<k10gn) = ngh(logn) (disons),

wenqop Pr( 1 —pr)logg \ " logg logg

avec la notation traditionnelle e(t) := exp{2wit}. La fonction g, est 1-périodique,
et sa série de Fourier, explicitement donnée ci-dessus, est absolument convergente.
En particulier, g, est continue.

On a

204 =0 <00 =tog (). 2/0:0) =tog (Vo 7)/r(@).

I1 suit

V(n) :L{ logn — 1+ log (%)} + ngh(%) +dn(n), (3.2)

q‘logq

avec

124ioo o s (s — 1 h/al
6h(n):i/ <?) ((IZ( Lh/q) ds. (3.3)

2710 S j2—ioo s(1—s)(1—q'*)

Nous évaluons dp,(n) en faisant appel a ’équation fonctionnelle de la fonction
zéta de Hurwitz, soit

C(s;0) =T(1—5) Z (2rmi)*e(ra) (Res < 0),

reZ~{0}

ou le logarithme complexe est pris en détermination principale. On en déduit, en
posant a = h/q",

Z(s—1;a) = —s(1 — s)['(—s) Z (2rmi)*2e(ra){e(r/q") — 1}.

reZ~{0}

Reportons dans (3.3) en développant 1/(g' =% — 1) = >7;%, ¢ *1=%) 11 vient
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1/2+1cx>

on(n) = Z ¢ (roz){zﬂr{g sile Z 2mq /1 (—s)(2mrnigh =) ds.

reZ~{0} /2—ico

Par la formule de Mellin inverse
1 1/2+4i00

— I'(—s)z°ds=e -1 x>0
57 Jy o (—s) ( )

(ot le terme —1 provient du pole de T & P'origine), on obtient

) = Y qurh/q {e(r/q) Ui eermgtt)

reZ~{0} k=1

Cela implique que 85 (n) est bien une fonction ¢*~!-périodique de n et, compte tenu
de (3.2), achéve ainsi la démonstration.
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