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1. Introduction

Cet article a pour objet I’étude des propriétés de régularité des éléments
d’une certaine classe de fonctions arithmétiques completement additives,
dont la fonction de Gutman-Ivié-Matula,(") qui a motivé notre travail, est
le prototype. Elle est définie comme I'unique fonction complétement additive
vérifiant la relation

(1-1) flor) =1+ f(k)  (k=1),

ou pj désigne le k-ieme nombre premier. Nous verrons plus loin comment
cette étude peut étre plongée dans la problématique générale de la descrip-
tion d’une fonction arithmétique additive ou multiplicative pour laquelle
f(pk) est une fonction suffisamment réguliere de f(k).

La fonction GIM trouve son origine dans une modélisation mathématique
utilisée en chimie organique et introduite par Matula en 1968 [MG68].
Les molécules d’alcanes non-cycliques étant représentables par des arbres,
Matula définit une correspondance bijective M : A — N* de I’ensemble des
arbres dans celui des entiers naturels. Sa construction est récursive : 'arbre
trivial 77 composé d’un seul sommet a pour image M (77) = 1; & un arbre
générique A, déterminé par les sous-arbres Aj,..., Ay issus de sa racine,
on associe ensuite le nombre M(A) = H§:1 Pm; ol les m; sont définis
par M(A;) = m; (1 < j < k). Ainsi, 'unique arbre T composé de deux
sommets satisfait-il M (Ty) = p; = 2 alors que larbre T3 composé de trois
sommets alignés est tel que M (T5) = p2 = 3 et que l'arbre T3, composé de
trois sommets en triangle, vérifie M (T4) = p? = 4.

Comme le note Matula [M68], on peut représenter par un arbre A toute
molécule d’alcane a non cyclique, a condition de choisir préalablement un
atome de carbone particulier. L’application o« — M (A) représente alors
un codage des molécules d’alcanes par des nombres entiers. Elk [E89],
[E90] a étendu ce type de représentation « mono-numérique » des structures
chimiques a une vaste classe de composés organiques. Gutman et Yeh
ont montré dans [GY93] comment on peut déduire certaines propriétés
spécifiques des arbres a partir de leur nombre de Matula. Le lecteur trouvera
dans Darticle de Gutman et Ivié¢ [GI96] un survol de 'histoire et des progrés
récents de la théorie des nombres de Matula.

Gutman, Ivi¢ et Elk [GIE93] ont renouvelé I’étude de cette correspondance
en introduisant formellement I’application qui & M(A) associe le nombre
N(a) de carbones de «, mettant ainsi en évidence la fonction GIM, qui
satisfait N(a) = 1+ f(M(A)) et dont la trés simple définition récursive
(1-1) motive I'intérét intrinseque. Dans un travail ultérieur [GI94], Gutman
et Ivié ont établi 'encadrement essentiellement optimal (2)

logn 3

< <— 2 )
<f) < slogn (n>7)

logy 1

1. Cette fonction est désignée dans la suite sous le nom de fonction GIM.

2. Ici et dans la suite, nous désignons par logy la deuxiéme itérée de la fonction
logarithme.



Sur certaines équations fonctionnelles arithmétiques 3

ol les bornes constituent les ordres extrémaux de f — autrement dit, il
existe une infinité d’entiers n pour lesquels elles sont asymptotiquement
atteintes.

Nous introduisons un espace fonctionnel qui contient simultanément la
fonction GIM et la fonction logarithme. Pour (a,b) € R?, nous désignons par
E(a,b) la classe des fonctions arithmétiques a valeurs complexes F' qui sont
completement additives et satisfont a

ri =15(F) := F(pr) — F(k) —blog, k — a

1-2
(1-2) < log, k/log k

(k>2).9

Il est & noter, en toute généralité, qu'une fonction completement additive
F' est entierement définie par les données du nombre F'(2) et de la suite
{re(F)}3,. La fonction GIM est l'unique élément f de €(1,0) tel que
f(2) = 1 et re(f) = 0 pour tout k& > 2. Il découle immédiatement du
théoréme des nombres premiers que le logarithme appartient & £(0, 1).

La classe € := U,;E(a,b) est un espace vectoriel dont la fonction
logarithme est, en un certain sens, un élément maximal : on a F'(n) < logn
pour toute fonction F' de &€ — cf. Lemme 2.1 infra.

Une famille remarquable d’éléments de &€ est constituée par la suite
{¢;};jen+ des fonctions de €(0,0) définies par

(1-3) ©j(2) =015,  Tr(ps) =0k (=1, k2>2),

ol dy; désigne le symbole de Kronecker. Le nombre ¢;(n) représente donc
le nombre de sous-arbres codés par j apparaissant dans ’arbre codé par n.
Ainsi, ¢1(n) dénombre les feuilles de I’arbre codé par n. Nous remarquons
que {@;}jen+ est une famille totale de €, au sens ou l'on a, pour toute
fonction F € &,

F(n) =Y {F(p;) = F(j)}p;j(n) (neN).
j=1
Réciproquement, une série formelle E;’;l ajp; définit un élément de E(a, b)
si, et seulement si, I’'on a
aj = a+blogy j + O(log, j/log j) (j=2).
La fonction GIM, par exemple, vérifie f = Zj>1 ;.

La méthode que nous développons pour évaluer les moments des éléments
de € est fondée sur I'observation que ces quantités satisfont des équations

3. Ici et dans tout article la notation de Vinogradov f < g est employée pour
signifier que |f| < C|g| pour une constante convenable C, qui peut étre absolue ou
dépendre de certains parameétres — auquel cas la dépendance pourra étre indiquée
en indice. La notation f < g signifie que f < g et ¢ < f ont lieu simultanément.
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fonctionnelles approchées. Nous établissons a cet effet, au Théoreme 1.1,
un résultat général de nature taubérienne, possédant un intérét intrinseque
dépassant largement le cadre de 1’étude de l'espace €. Nous obtenons une
formule asymptotique pour la valeur moyenne d’une fonction arithmétique
quelconque g en fonction de la quantité

(14 Rlaig)i= 1 3 gln) — 1 3 o) ]

sous la seule hypothése que I'on a, pour une constante convenable o > 0,
(1-5) g(n) < (logm)®.

Soit V ’ensemble des fonctions U : [1, co[— R qui sont & variation bornée
sur tout intervalle borné. Nous définissons deux transformations sur V par
les formules

max(e,z) dU(t)

(1-6)  U'(z):= sup |U(t)], IU(z) :=Ule) —l—/

1<t<e logt ’
et nous posons, sous réserve d’existence,
— — o dU (¢t
U(x) = U()— lim U(z), don TO(z) = —/ ®.
T—+oo max(z,e) IOgt
Une intégration par parties permet d’écrire
U(x) / vU®)
1.7 JU(x) = ———dt >e).
(17) (z) log + o t(logt)? (z>e)

A fins de références ultérieures, nous observons des a présent qu’une
condition suffisante pour que JU (z) converge & l'infini est :

(1-8) U(z) = o(logz) et /°° t(U(t)

————dt converge.
logt)?

Dans ce cas, on a
— U < Ut
(1-9) T (2) = L&) _ / U 4 @se).
log x  t(logt)?
Nous posons, pour toute fonction arithmétique g et tout entier k£ > 1,

(1-10) My(z;9) = > g(n).

1<n<Lz

Nous établissons le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Soit g une fonction arithmétique vérifiant (1-5).
(i) Si TR(z;g) tend vers une limite finie lorsque x — oo, il existe une
constante ®1(g) telle que

(1-11)  My(x;g) = xlog(w logx){él(g) +TR(z;9) + O(%)}

avec £(x) := sup;s /7 |TR(t;9)| +1/logz = o(1).
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(ii) Si TR(x;g) ne posséde pas de limite finie lorsque x — oo et si

e log, t
112 Ri(t;g)—2—dt <
(112) | Rl gt a < .
il existe une constante K = K(g) telle que
(1-13)

M (z;9) = zlog x{fTR(:z:; g)+ K+ O(/:O ﬁf(fgt,tg)]g lli)%(fitt)) dt) }

(iii) Si TR(x;g) ne posséde pas de limite finie quand x — oo et si

(1-14) im [ Rt g) 0820

t =
z—+oo [, t(logt)3 oo

on a

2

r log, t
115) My (z;9) = x1 {‘.TR : o(/ Ri(t: —2dt)}.
(1-15) 1(z;9) = zlogz{ TR(x; 9) + i ( g)t(logt)g

Une simple application du théoréeme de Lebesgue permet de montrer que,

sous I’hypothése (1-12), le terme d’erreur de (1-13) tend vers 0 lorsque
& — 00. On remarque que celui de (1-15) peut dépasser le terme principal
lorsque R(x;g) est tres oscillante.

Ainsi que nous 'avons mentionné plus haut, le Théoréeme 1.1 constitue
Poutil essentiel de notre méthode itérative pour estimer la moyenne et,
plus généralement, tous les moments centrés d’une fonction de E. Ces
résultats sont établis aux paragraphes 5 et 6. La démonstration repose de
maniere fondamentale sur I'observation que, pour chaque entier k > 1, la
quantité R(x; f*) définie par (1-4) peut étre évaluée asymptotiquement deés
que l'on dispose d’approximations convenables pour les moments d’ordres
strictement inférieurs a k. Une telle estimation, facile lorsque & = 1, est
obtenue dans le cas général au moyen d’une récurrence simple dans son
principe mais dont la mise en oeuvre est passablement technique.

Le Théoreme 1.1(i) implique Pexistence d’une constante ®1(f) telle que

Mi(a: f) = By(f)rloga + O(zlogy ) (f € £).

Cette premiere estimation permet d’opérer un recentrage de f dans €. Nous
posons a cet effet

(1-16) fo=f—®1(f)log.

Nous évaluons ensuite les moments centrés My (z; fo)/x d’ordre arbitraire k.
Nous obtenons le résultat suivant ot ’on note

+00 2 dr (20)]
1-1 = 20 —71%/2 21 _ \&Y)
(1-17) e / et
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le moment d’ordre 2¢ de la loi normale. Nous faisons également usage d’une
version « triangulaire» du symbole de Kronecker, soit

1 sij>i
. + . = b
(1-18) 0ji {0 si j < i.

Théoréme 1.2. Soient a,b € R et f € E(a,b).
(i) Posant by :=b— ®(f) et E1(X) := —bpX — (by + a), on a pour x > 3

xlog, x
(1-19) M (z; fo) = 2E1(logy x) + O(%).

(ii) Il existe une constante ®o = ®o(f) telle que 'on ait, pour x > 3,

) _ a(logy x)?
(1-20)  Ms(z; fo) = Pozlog(zlogz) + xBs(logy x) + O( N ),
ot 'on a posé By(X) 1= E1(X)? — b3 = b3 X2 + 2bg(a+ bo) X + (a® + 2bga).

(iil) II existe une constante by = by (f) telle que, posant
Egg_l(X) = El(X)‘F(g*l)bl, EQ[(X) =1 (62 1),

on ait, pour tous entiers £ > 1, h = 0 ou 1, I’estimation asymptotique
(1-21)
24257

lo T £,2+h
Moy_n (x5 fo) = pex(P2 log ﬂf)e_h{EQuh(lng x) + O(%) }

Au sous-paragraphe 5.2, nous déduisons de (i) le résultat suivant, assez
surprenant de prime abord.

Théoréme 1.3. Soit f une fonction arithmétique complétement additive.
Si f est non identiquement nulle et satisfait pour tout entier k € N a
f(px) = f(k), alors on a

Zf(n) > zlog .

n<x

En particulier, la constante ®, associée a la fonction GIM est strictement
positive.

En correspondance privée, Ruzsa nous a communiqué une démonstration
directe de ce résultat. Son approche peut étre succinctement décrite de la
facon suivante. Apres avoir restreint, sans perte de généralité, ’étude au cas
f = ;, définie en (1-3), il utilise 'additivité complete de f sous la forme

F(s):=) f(n)/n*=((s) D> F0)/p",

p v>l
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dont il déduit par dérivation

_F'(s) | F(s){(s) f(pr) log pr. F(k)logk
¢(s) + C(s)? 2; P >k21ks(pk/k)s

+0(1) (s>1).

Un argument simple de troncature, utilisant la majoration du Lemme 2.1 et
reposant sur 'inégalité e™" > 1 — u, permet de montrer que le membre de
droite est au moins égal & F(s)+O(|log(s—1)|/(s—1)). Une intégration four-
nit alors F(s) > ((s)?. Le résultat souhaité en découle grace a I’observation
F(s)/¢(s) = >, f(p)/p® + O(1) et un nouvel appel a la majoration
f(p) < logp.

Dans la méme veine que celle du Théoréme 1.3, nous déduisons de (ii) que
si fo # 0, alors ®o(f) > 0.

Théoréme 1.4. Soit f € €. Sil’on a Ms(z; fo) = o(xzlogx) lorsque x — o0,
alors f = ®1(f) log.

La preuve est donnée au sous-paragraphe 5.4.

Soit Clog la droite vectorielle engendrée par la fonction logarithme.
Lorsque f € &€ \ Clog, les résultats précédents impliquent directement,
grace au théoreme des moments, une estimation de la répartition limite des
valeurs de la fonction centrée fy, soit

(1-22) Fn(2):= %Hn <N : fo(n) < 2¢/P2log N} = ®(2) + o(1)

lorsque N — oo, avec

D(z) = \/% /j e " 2dr (z € R).

Cependant, 'uniformité en k des estimations de My (N; f) et la qualité du
terme résiduel en N fournies par la méthode ne permettent pas une grande
précision sur le terme d’erreur de (1-22). Pour améliorer le résultat final,
nous développons une autre approche, consistant a utiliser les informations
obtenues sur les moments d’ordres 1 et 2 pour estimer la transformée de
Fourier—Stieltjes

+oo 1 )
(1.23) / eiT? dFN(Z) _ N z ez'rfo(n)/\/{h lOgN.

— n<N

L’évaluation souhaitée pour Fiy(z) est ensuite déduite de celle de (1-23) par
I'inégalité de Berry—Esseen.

Ici encore, nous placons le probleme dans un contexte nettement plus
général — a savoir I’étude de la valeur moyenne de fonctions compléetement
multiplicatives h(n) de module au plus 1 pour lesquelles le rapport
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h(pr)/h(k) possede certaines propriétés de régularité. L’application envi-
sagée nécessite de pouvoir choisir

(1-24) h(n) = hy(n;7) = i)/ ®2log N (n>=1).

Cela signifie que nous devons viser des estimations effectives de valeur
moyenne, autrement dit que la fonction dont on étudie la moyenne sur les
entiers n’excédant pas N doit étre autorisée a dépendre de N.

Nous nous donnons donc dans la suite un nombre entier N > 1 et
considérons une fonction complétement multiplicative hpy, de module au
plus 1, dont nous cherchons a évaluer la fonction sommatoire

HN(t) = Z hN(n)
n<t

pour 1 <t < N. Nos hypotheses sont exprimées en termes de quantités

QNE(Cu |QN‘:17 5N6R7
et d’une suite complexe {e n}72, satisfaisant a la relation
(1-25) hv (pr) = o (log 2k)"™ (1 + &g, n ) (k).

(On peut aussi considérer N, on, Oy et {er,n}72; comme donnés, et
interpréter la relation (1-25) comme une définition récursive de la fonction
complétement multiplicative hy.) Nous posons encore

EN = Z ‘5k7N|/k-
PN
Nous obtenons le résultat suivant.
Théoréme 1.5. Soient N > 3 et hy une fonction complétement multi-

plicative de module au plus 1 vérifiant (1-25). On suppose qu’il existe une
constante absolue a; > 0 telle que

(1-26) 1/(log N)* < Bn < 1/(logy N)2.
Etant donnés an, to,N satisfaisant a
(127) an Z Oa 10g2 N« 10g2 tO,N; (tO,N)aN < 17

on pose sy := any + i0n, v = (1 — sn)/{on(1 — an)} et Ion définit
implicitement la quantité dx (t) par
(1-28) Hy(t) = MJ@ + 0N (t)t*N log2t}  (1<t<N)
N (log 2t)s~ N & =P
On note encore oy = En + |Bn]|logy N + an(logy N)2.
Pour tout ¥ > 0 tel que

In + 1/
(1-29) 16n ()] < W (1<t <ton),
on a

)
(1-30) Ix (1)] <« LN (tov <t < N).

(log tO,N)2
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Il est & noter que les conditions (1-27) impliquent lexistence d’une
constante absolue az > 0 telle que ay < 1/(log N)2.

Nous démontrons le Théoreme 1.5, au paragraphe 7, par une méthode
indirecte, au sens défini par de Bruijn dans son livre Asymptotic me-
thods in analysis [dB70]. En lespéce, cela signifie qu’il est nécessaire de
connaitre, préalablement a toute mise en ceuvre de ’analyse, une approxi-
mation suffisamment bonne de la solution pour montrer que la qualité de
cette approximation s’auto-améliore, ou simplement ne se dégrade pas de
maniere rédhibitoire, au cours du processus itératif. Une méthode directe,
au contraire, est soit non-itérative soit de nature a faire converger asympto-
tiquement toute approximation, aussi grossiere soit-elle, de la solution. Sans
entrer pour l'instant dans les détails techniques, il est a noter que le type
d’équation fonctionnelle rencontrée impose de donner une forme particuliere
au terme résiduel & estimer. Ainsi, la présence du facteur logt¢ dans (1-28)
joue ici un réle déterminant pour la validité de la récurrence.

Pour l’application a la répartition des valeurs des fonctions de &,
I'information nécessaire & ’estimation préliminaire (1-29) est fournie par une
approximation des moments d’ordres 1 et 2 et une majoration des moments
d’ordre 3 et 4 de fy. Lorsque, par exemple, n < tg v < Nl/Tz, I’argument
de Texponentielle dans (1-24) est borné et un développement & lordre 3
fournit une évaluation suffisamment précise de la moyenne. Le Théoreme
1.5 permet ensuite d’exploiter la structure de la fonction fy directement sur
la fonction multiplicative hy qui lui est associée par (1-24). Comme annoncé
plus haut, cela fournit un gain quantitatif dans ’approximation (1-22). Nous
établissons le résultat suivant.

Théoréme 1.6. Soit f € € \ Clog. On définit fy par (1-16), Fx(z) par
(1-22) et hn(n;7) par (1-24) pour N € N, z € R, 7 € R. On a alors les
formules asymptotiques uniformes pour N > 2, 71 € R, z € R,

. L nyT)=e " /2 7473 logy IV
(1-31) NghN( 7) +O(( + )\/bg—N)’
o 1/4
(1-32) Fn(2) = @(2) + 0(%)'

Au vu des estimations des moments, il est naturel de conjecturer que le
terme résiduel de (1-32) est en fait < 1/(log N)'/?7¢, ol 'exposant 1 est
optimal.
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2. Préliminaires

Lemme 2.1. Soit f € €. Alors f(n) < logn.

Démonstration. On remarque tout d’abord que cette majoration est opti-
male puisque, f étant compléetement additive, on a nécessairement

lim sup |f(p”)}/logp” >0
pY —00

des que f n’est pas identiquement nulle.
La formule (1-2) et l'estimation log(pi/k) < log, 2k (k = 2), impliquent
Pexistence d’un nombre réel M > |f(2)|/log?2 tel que

(2-1) blogy k + a+ re| < Mlog(pr/k) (k> 2).

Montrons par récurrence sur Uentier n que l'on a |f(n)| < M logn pour
tout n € N*.

Cette inégalité est trivialement vérifiée pour n = 1,2. Supposons-la
satisfaite pour 1 < n < N. Si N + 1 est premier, il existe 1 < k < N
tel que N +1 = pi. On déduit alors de I’hypothese de récurrence et de (2-1)
que

[f(N+ 1) =/ (pr)]
< |f( |+|blog2k+a+rk|
< Mlogk + Mlog(pi/k) < Mlogpy, = M log(N + 1).
La majoration souhaitée est donc encore valable. Si N 41 n’est pas premier,

N + 1 est le produit de deux entiers vérifiant ’hypothése de récurrence et
la complete additivité de f permet de conclure. a

Les deux lemmes suivants permettent d’expliciter la solution générale d’un
modele continu simplifié des équations fonctionnelles discrétes rencontrées
dans cette étude. Nous utiliserons inductivement ce modele pour construire
des solutions discretes approchées.

Pour tout sous-intervalle I de R, nous notons B.(I) l'espace des fonctions
a valeurs complexes mesurables sur I et bornées sur tout compact de I, muni
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Cet espace est
complet pour la métrique canonique dont on peut le munir.

Lemme 2.2. Soit 8 : B.([1,00]) — B.([1, o0[) I'opérateur défini par

/wdv

Pour toute fonction h € B.([1, c[), I'équation

(2-2) P(u) = 8¢ (u) + h(u)

admet dans B.([1, 00[) une unique solution 1y, définie par

onta) =)+ [ h(w) S
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Démonstration. Une récurrence facile permet de montrer que, pour tout
h € B.([1,]), on a

8™ h () = 1/1“ L (o %) hw)do (0> 0)

u n!
et donc

(2:3) 8" h(u)| < l'(logu)” max_|h(t)] (n>0).
n! te[l,u]

Ainsi, la série Y2, 8Fh converge dans B.([1,00[) et sa somme est égale
a la fonction 1, définie dans ’énoncé. Cette fonction est par ailleurs bien
solution de (2-2). Enfin, toute solution v de (2-2) dans B.([1, co[) vérifie

p=) 8h+8"y  (n>0).
j=0

En appliquant (2-3) & ¢, on en déduit, en faisant tendre n vers linfini,
que ¥ = . O

Lemme 2.3. Soit 6 € B.([e, o0[). L’équation

u

y(t)logt = / 0 g, 4 5(t)

admet une unique solution dans B.([e, oo[), définie par

B - Ldd(u) 6t )
(24) y(t) = ‘.T(S(t) = 5(6) +/C log'u, o logt +/C u(logu)2

Démonstration. Le résultat est une simple reformulation du Lemme 2.2 via
le changement de variable v = logu. a

Nous rappelons la notation (1-10) pour les moments d’une fonction
arithmétique. Nous désignons la partie fractionnaire d’un nombre réel ¢ par

() ==t — [t].

Dans tout 'article, la lettre p, avec ou sans indice, désigne en regle générale
un nombre premier. (¥

4. Toutefois, nous définissons au paragraphe 3 une fonction ¢ — p(t) qui est une
interpolation approchée de la suite {py}32, de tous les nombres premiers.
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Lemme 2.4. Soient k € N* et f une fonction arithmétique complétement
additive telle que f(n) < logn. Posant

zfzz,

v=2

on a

(25)  R(x; f*) = wi(@) + yr(@) + 2z(x) + ar(f) + O((log z)* 1 //x)

avec

k—1

wi (@) = wila: f) : iZ( ) > V’“’Hf(p)’“ij<§;f),

=1 pY<zx

{f pm — f(m) }<2%>a

Zk(fL‘) prm - ( )

Pm ST

(2:6) ¢ yk(@) =yr(z; f) :

&“‘u
M

Démonstration. La complete additivité de la fonction f permet d’écrire

s D)= Y F Y fo) = Y o) Y () + £)"

n<ae p’In pr<z n<a/p
xT
= 2SO [D] + e 1) + wun(a)
pP<T

avec Ay (x; f) = Ey>2 vaga: vE=1f(p)k [:v/p”}. 11 suit
R(x; f*) = wi(x) + yn(@) + 21(x) + Ap(; ) /2.

De plus, 'hypotheése f(n) < logn implique, en faisant appel & lestimation
supérieure de Tchébychev,

@hH=23 3 LIO L ooga)-1va)
v22p¥<La
k—
e S0 S o((osa) A
p<VT 2<v<logz/logp p
B k 1 rlogz\ k=t _
xpng(p) > o(x(logp) )} + O(og )"~ v/z)

= ar(f)z + O((log z)*~'/x).

Cela acheve la démonstration de (2-5).
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Le résultat suivant est un corollaire immédiat du Lemme 2.4.

Lemme 2.5. Soit f une fonction arithmétique complétement additive
satisfaisant a f(n) < logn. Posant a1(f):=>_, f(p)/p(p —1), on a

s i = Y[ w0 7))

n<x p<T p

3. Equations fonctionnelles approchées

Nous nous proposons dans ce paragraphe de démontrer le Théoreme 1.1.
Nous introduisons les notations suivantes relatives a une fonction arith-
métique g satisfaisant (1-5)

(31) g =+ 3 gk L), plarg) = ED gy

bente) D zlogx

Nous notons dés & présent que Pon peut déduire de (1-4) I'identité

(32) p(z;9)logz = % + R(x; ) + v(z; 9)-

PEST

Le lemme général suivant, qui possede un intérét intrinseque, nous per-
mettra de majorer v(z;g).

Lemme 3.1. Soient x > 2, h = h, une fonction arithmétique fortement
additive et L un nombre réel vérifiant L > sup,,, |h(p)|. Pour tout nombre
réel o satisfaisant 1//z < 0 < § et

S(t):=>_ h(p) < oLn(t)  (ox <t<uw),

p<t

on a
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Démonstration. L’égalité de (3-3) résulte d’une simple interversion de som-
mations. Posons y := pz. La contribution au membre de gauche de (3-3) des
nombres premiers p n’excédant pas y est trivialement < Ln(y) < oLw(x).
La contribution complémentaire vaut

> ww[f]-e 3 M

y<p<z y<p<z

- 5 {5() s} -+ [ 250

k<z/y

-y s(%) —a:/; S(t)% +O(oLn(x))

k<z/y
1 Tde
<<QL7T(1’){ Z E+/ T+1}
k<1/o or

Cela fournit bien la majoration annoncée. O

Nous utiliserons principalement le Lemme 3.1 sous la forme suivante.
Lemme 3.2. Soit g une fonction arithmétique satisfaisant a (1-5). On a
1
34 v(z;g) K su t; logox + ——.
(34 (o) < . lothio) Jlogae+ o
Démonstration. On pose h(py) := g(k), de sorte que
St =Y hp)= Y g(k) = Mi(n(t);9) = te(n(t); 9).
p<t k<m(t)
Pour L < (logz)®, 01 < 1/logz + (log z) sup,s/ac,<. [0(t; 9)| et 0 := 01/L,
on a donc S(t) < oLw(t) lorsque pz < t < z. On déduit alors de (3-3) que

wo(wig) = = 3 hip)() < Lolog(1/o)n(x) <

PST

017 logy x
log x

)

ce qui implique la majoration requise.

Nous sommes maintenant en mesure d’aborder la phase finale de la
démonstration du Théoreme 1.1. Posons

5 1+ logp(t)
p(t)?logp(t)’

ou t — p(t) désigne la fonction réciproque de li : ¢ +— f; du/logu,® de
sorte que p(li(t)) = t. Nous utiliserons par la suite les estimations

(36) Ko(t) =14+ O(logyt/logt), Ki(t)=2log,t+ O(1) (t > 3),

(385) Ko(t) := (tlogt) Ki() = {1 = Ko()}logt (¢ > 3),

5. Cette fonction est donc indéfiniment dérivable et strictement croissante sur
Pintervalle [2, col.
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qui sont des conséquences directes de la formule
(3-7) p(t) = t{logt + log, t + O(1)} (t > 3).

La fonction  +— p(z), dont nous ferons plus loin un usage intensif,
constitue la meilleure approximation réguliere de x — p(,] issue du théoreme
des nombres premiers — dont une forme classique s’énonce

(3-8) (1) = li(t) + o(te—3 log )

Puisque w(py) = k par définition de pg, on en déduit que li(py) =
k+ O(ke_QV 1ng), d’ou pg = p(k + O(ke_z\/ logk)), et finalement, grace a
la relation p'(¢) = log p(¢),

(3-9) pe =p(k) + 0 (ke_\/@).

La premiere étape de la preuve du Théoreme 1.1 consiste a établir, a partir
de (3-2), que @(x;g) satisfait une équation fonctionnelle du type considéré
au Lemme 2.3 — cf. (3-12), infra.

Il résulte d’'une sommation d’Abel que 1'on a

Z g(k) / —d( Z ) ix)§9)+/lw Ml(zgt) 9)

pr<T k< (t)

En approchant M (7 (t); g) par Mi(t; g)/logt = to(t; g), il suit

(3-10) Z 9(k) / (t 9) 4t + Vilasg) + Ci(9)

PEKT

avec

Vi(wsg) = /’” (M1(7T(t);g) B M1(t;g)) dt 4 M, (n(z); )

t2 t2logt T

)

(3-11) o )
o= [ PRI gy e

Reportons maintenant (3-10) dans (3-2), et posons

Va(z; 9) := v(z; g) + Ci(g) + R(z; ).

Nous obtenons

(3-12) o(x;9)logx :/ dt—l—V(m 9)s

avec V(z; g) := Vi(z; 9) + Va(x; g).
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La seconde étape consiste & appliquer le Lemme 2.3 & 1’équation (3-12),
ce qui fournit

o(x;9) =TV (x;9) = TVi(z;9) + TVa(z; g)

(3:13) = TVi(x;9) + To(z;9) + Ci(g) + TR(z; 9).

Nous allons maintenant transformer IV (z; g) en approchant cette quan-
tité par une expression faisant intervenir ¢(t; g), ce qui nous permettra de
traiter (3-13) comme une nouvelle équation fonctionnelle pour ¢(z; g).

On a d’apres (1-7)

_ Vi(z) /l Vit g)
TVilz) = log x + . t(logt)? di

Nous évaluons cette expression en y reportant la définition (3-11) et en
intervertissant les sommations. Nous obtenons

“ Mi(n(t);9)(1 +logt) — Mi(t; g) M (m(z); 9)
dt +
t2 (logt)? xlogx
“ Mi(li(t); 9)(1 +logt) — Mi(t; g) My (m(2); g)
dt +
t2(logt)? zlogx

+ 02(9) +O(eViosr),

avec
1+ logt

On a utilisé ici le fait que lintégrande est < t~'e~ V18! ce qui résulte de
la majoration (1-5) et d’une forme forte du théoreme des nombres premiers.
Le changement de variable u = li(¢) fournit alors

1+10gt ¥ Mi(t;g)
M, (1i( | RI g
/ 09 10 02 I, log1)?
fi() 1 +log p(u) T M (t;9)
= My (u;9) —5—~du — =
li(e) i )p(U)Qlogp(U) o t*(logt)?

_/“(‘”) p(t; 9)Ko(t) dt_/“’ o(ti9) o
li(e) tlogt o t2logt
ou Ky est la fonction définie en (3-5). Remplagons l'intervalle d’intégration

[li(e),li(z)] par [e, ] en prenant en compte I'erreur ainsi commise. 11 suit,
en introduisant maintenant la fonction K de (3-5),

TV, () = 7/"” o(t; 9) K (t) dt/j o(t; 9) Ko(t) dt + (o)

t(logt)? i(z) tlogt

+ ¢(m(z); 9) 1 Togf—) +0 (e*\/@),

(3-14)
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ou la quantité 1 () est implicitement définie par la relation m(x)log7(x) =
{1+ ¢e1(z)}z, et ot 'on a posé

N ¢ plt ) Ko(t)
Chlg) = Culo) + [ EEEE D

En reportant (3-14) dans (3-13), nous obtenons la forme finale de notre
équation fonctionnelle approchée pour ¢(z; g), soit

(3:15) ¢(r;9) = Cs3(g) + TR(w; 9) + U(x; g) + O(e—\/@)
avec C3(g) := C1(g) + C4(g) et

Ul(z; ) = Tv(x; g) — /w et g)Ki(t)

. t(logt)?
iy  tlogt ' logz

Démonstration du Théoréme 1.1(i).
Nous allons procéder en trois étapes, successivement dévolues a établir
que p(x; g) est bornée, que

o(x;9) = 1(9) + TR(x; g) + O(log, x/ log z),

puis enfin que

logy S
)= (1 —) TR(;
p(z,9) = P1(g)(1+ gz )t (z39)
1 — 1
O( 12> sup [TR(g)| + oo ).
08T t>/z (log z)
ce qui équivaut au résultat requis.
Posons |
5% = limsup PEP@I 5 0,5,

g—+oo  logox

Ces quantités sont bien finies et I’on a en fait 0 < 8 < max(0,«—1), d’apres
(1-5). On peut clairement écrire

(3:17) o(t; g) < (logt)?+1/2 (t>2).

Majorons maintenant U(xz;g) en tenant compte de (3-17). En employant
successivement (3-4) et (1-7), nous obtenons d’abord

v(z; g) < (log )P+ 2 log, z, To(x; 9) < 1+ (logz)?~1/2(log, )%
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Ensuite, nous estimons les trois derniers termes du membre de gauche de
(3-16) en faisant appel & (3-6) et (3-17). Il s’ensuit que

Ulz; g) < 1+ (logz)? /2 (log, z)?.

Reportons cette majoration dans (3-15) en tenant compte de 1’hypothese
R(x;g) < 1. 11 vient

p(x;9) < 1+ (logz)?~/*(log, z)?,
ce qui fournit successivement 3 = 0 et
(3-18) o(x;9) < 1.

Insérons maintenant (3-18) dans (3-4). Nous obtenons v(z;g) < log, x,
donc Jv(x; g) tend vers une limite & Uinfini et, par (1-9),

(3-19) TJu(z; g) < logy x/log .

De (3:-15), (3-16), (3-18) et (3-19), on déduit ensuite I'existence d’une
constante ®1(g) telle que

(3-20) o(x;9) — 1(9) = TR(x; g) + O(log, x/ log z).

La derniere étape de la démonstration consiste & appliquer (3-20) a la
fonction go définie par

(3-21) go(n) :=g(n) — ®1(g){logn + log, 2n + 1}.

On note d’emblée que l'on a par construction ®1(gg) = 0. Il nous faut une
estimation de JR(x;¢go) et nous allons montrer, dans un premier temps,
qu’il existe une constante C(g) telle que 'on ait

(3-22) R(z; 9) — R(z; 90) = C(g) + O(logy z/ log ).
On a, d’apres la définition (1-4),

R(z;9) — R(zig0) = 295, (2) - y(a)),

T

avec

Si(x) == Z(logn+log2 2n+1), So(zx) := Z (log k+logy 2k +1) [z/py].

n<x PE<T
Il est immédiat que

(3-23) Si(z) = zlog(zlogz) + O(z/log x).
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Posons 7, := log{pr/(klog 2k)}, de sorte que (3-7) et (3-9) impliquent
7 < logy 2k / log 2k.

Posant o := )", <, m,/pr, on a
=

So(z) = Zlogp[g] +xp<2xé _UerO(xlE)ggQ;)

PST
1 1 1
= E A(n)[f}—x E ng—i—xg ——ax—i—O(xOng).
n —~ p logz
n<x p’ <z p<T
v>2

En prenant en compte la relation
x
Z A(n) [E} = Z logm = zlogz — x4+ O(log z)
nLx m<x

et la formule classique (voir, par exemple, [T95], théoreme 1.1.8)

1 1 1 1
;5 :log2x+7—zp:{log(71_l/p> _];}+O(logx)’
il suit
(3-24) Sy () = xlog(x logx)+04x+0(xlﬁ)gg2;:),

avec Cy :_7—1—0—Z{log(ﬁ)_1_1)_|_p(1;g_p1)}.

P
Les estimations (3-23) et (3-24) impliquent (3-22) et, ipso facto,

(3:25) TR(z; go) = TR(x; g) + O(logy / (log 2)?).
La formule (3-20) appliquée & go fournit donc
(3-26) ¢(x:90) = TR(x; ) + O(logy / log ).

Insérons maintenant (3-26) dans la définition (3-16) appliquée & gg. On
déduit alors d’un calcul de routine reposant sur les estimations (3-4) et (3-6)
que

— logy logy
3-27 Ul(x; ;
(3-27) (75 90) < log e2(Vz;9) + (log 2)2°

avec €2(z; g) := sup,s, |TR(t; g)|. Reportons (3-25) et (3-27) dans la formule
(3-15) appliquée a gg, oli nous tenons compte du fait que ¢(z; go) tend vers
0 lorsque x — oco. Nous obtenons

o(z;90) = TR(x;9) + U(x; 90) + O(

logy )
(log z)?
S logy logy
= TR(w;9) + Ot es (v ).
Cela achéve la démonstration du point (i) puisqu’il découle immédia-
tement de la définition de gy que

Mi(z;9) = ®1(g)zlog(xzlogz) + ¢(x; go)x log x + O(x logy x/ log x).
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Démonstration du Théoréme 1.1(i1) & (iii).

Commengons par établir une estimation de v(x;g) qui servira de base
commune aux preuves des deux assertions. A cette fin, nous majorons
Tu(z;g) a laide de (3-4) et nous reportons dans (3-16) puis dans (3-15).
Nous obtenons ainsi ’existence d’une constante B > 0 telle que

(3-28)
lp(z39)] < |TR(x; 9)| + / 7‘“;(;&[;12@' dt + /1 . 7@(’5;“{2"50(’5) dt

I t
982" 4t+ B

1+¢e1(x) /"L’
+ lo(r(z);9)|——— + B sup |p(u; g
el )l =t ol

Choisissons ensuite un nombre réel xy > e tel que

o dt 1 > log,t 1
Ki(t < o, dt < 5.
/x B )|t(logt)2 3 /xo t(logt)? 3B

0

Nous déduisons de (3-28), en tenant compte de (3-6), que
o(a;9)| < (TR)T (w3 9) +¢" (2 9){3 +O(logy &/ log ) } +O(1) (¢ > o).
Nous avons donc, pour = > 3,

ol (z:9) < (TR) (23 9)
{Rf(t;g) N * R(u;g) du}

< S logt o u(logu)?

(3-29) e<t<a

= Ri(t; g)
dt
<</e t(logt)?

d’aprés lexpression (1-7) de la transformation J. Grace & (3-4), nous
inférons que

" Ri(t;g)
t(logt)?

Montrons maintenant 1’assertion (ii) du théoréme. Sous I’hypothese (1-12),
la majoration (3-30) implique la réalisation des conditions (1-8) pour la
convergence de Tv(x; g). En employant I'expression de Juv(z; g) fournie par
(1-9) il suit, apres interversion de sommations,

= . > Ri(t; g) logy(x + 1)
Tv(zi9) <</e t(logt)? log(z + 1)

(3-30) v(z; g) < log, 1’/

L’hypothese (1-12) permet semblablement de déduire de (3-29), également
par interversion de sommations, que U(x;g) tend vers une limite quand x
tend vers I'infini.
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Les informations obtenues sur la convergence de Jv(x; g) et U(x;g) nous
permettent de réécrire (3-16) sous la forme

T > p(t; 9) K (1) T p(t;9)Ko(t)
+plnla) g )
< /°° RI(t; g) logy(x 4 t)

t(logt)? log(z +t) dt.

En insérant cette majoration dans (3-15), nous obtenons exactement
Pestimation annoncée au point (ii) du théoreme.
Pour établir lassertion (iii), nous observons que (3-30) implique

2 2
1 =" RI(t; 7 loget [V R(u
To(z; g) < Og?x/ 't g) dt+/ Og?) / Gy

logx t(logt)? t(logt)? u(logu)
" RI( 1
< [ Mg,
log U

Cela fournit une estimation acceptable pour le premier terme du membre
de droite de (3-16). Les trois autres termes peuvent étre majorés semblable-
ment, grace & (3-29). Nous obtenons ainsi

* Rt (t;g 10g2

Ulzi9) < t(logt)3

Compte tenu de (3-15), cela fournit bien la conclusion requise au point (iii).

4. Valeur moyenne du produit de
convolution de deux fonctions arithmétiques

Nous consacrons ce paragraphe a un résultat technique concernant
la valeur moyenne d’un produit de convolution dont les facteurs satis-
font certaines conditions de régularité. Ce résultat est utilisé de maniere
systématique pour les démonstrations des points (ii) et (iii) du Théo-
reme 1.2.

Nous désignons par CP1([0,y] I'espace des fonctions réelles f de classe
@!, définies sur [0, %] et qui satisfont en outre aux conditions de croissance
polynomiale

[f0>

> 1 0<u<l),
f(w/2), (u+1)f'(u) < flu) 0<u<y).
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Pour f,g € €PL([0,4]), nous posons

Z/Oylf(U)Idu, [ 9ly = FW)IZg(y) + l9(W)|Zf ().

Lemme 4.1. Soient © > 2 et gy, go deux fonctions arithmétiques, définies
sur [1,z], dont les fonctions sommatoires G;(t) == >_, <, g;(n) (j = 1,2)
satisfont a

(4-1) G,(t) = ta;(logt) + O(te;(logt)) (=12, 1<t <)

avec, pour j = 1,2, aj, o; € CP([0,logz]), o; = 0. On suppose également
que

(4-2) =Y lgi(n)| < taj(logt)  (j=1,2; 1<t< )
n<t

avec o € CP'([0,logz]) et a;(u) < o (u) pour 0 < u < log .
(i) On a

(4-3) G(z):= ) g1(m)ga(n) = za(logz) + O(ze(log z))

mn<z

avec

()= [ aaly—wloalu) + o) du o) = [on2a], + [en.03),.

(ii) Si I’on suppose de plus que as(u) < (u+ 1)2(u) pour 0 < u < logz,
on a encore, uniformément pour 1 < z < % logz et y =logx,

(4-4) G(z) = zas(y) + O(we(y, 2)),

avec

n

az(y) == /Oy{az(y —u) — as(y) g (u) du + as(y) Z gl(n)7

n<ey

o(y, z) := [041,@2] + 01(y)Zaz(y) + 0" (y,2) + 0™ (y,2),
ot (y,z) =02(y)Ia |a2 I/ wo1(u) du,

0 (y,2) = ag(y)/ o01(u) du.



Sur certaines équations fonctionnelles arithmétiques 23

(iii) Lorsque les hypothéses (4-1) et (4-2) sont réalisées pour tout = > 9 et
si fooo 01(u) du < oo, on a, uniformément pour 1 < z < logx et y = logz,

(4-5) G(z) = za(y) + Cras(y) + O(xg(y, z) + x|z (y)| /DO 01(u) du),

avec C:= [[“{G1(e")e ™™ — ay(u)} du.

Remarque. Le point (iii), qui est susceptible de servir dans d’autres
contextes, n’est pas utilisé directement dans ce travail : méme lorsque les hy-
potheses correspondantes sont remplies, la nature particuliere des fonctions
que nous considérons rend (4-4) plus maniable que (4-5).

Démonstration. Posons R;(u) := Gj(e") — e aj(u) (j = 1,2),(9 et y :=
log x. Les trois assertions énoncées résultent de la formule

y).

N|—=

(40) Ga) = aaly) +z0a(y) [ T du Ofeg(y2) (1< <

En effet, on déduit (4-3) de (4-6) en choisissant z = 1, et I'on obtient (4-5)
en remarquant que la condition g; € £1([0, 00[) implique

/Oy Ry (u)e" du = c+o(/:o o1 () ).

Enfin, on déduit (4-4) de (4-6) en observant que le terme principal de (4-6)
vaut encore

zaz(y) + o /Oy a1 (y — u)ah(u) du

(4-7) _mz(y){ > @ —/OyGé_SLU)dU}'

n<eY
L’hypothese supplémentaire effectuée en (ii) implique
ay(u) < az(u)/(u+1) < o2(u),

donc la premiére intégrale est < [Oll,QQ:Iy < o(y,2). De plus, il résulte
d’une sommation d’Abel que I'expression entre accolades vaut

Gi(z)/x < an(y).
Cela montre que le dernier terme de (4-7) est

< zlon (y)az(y)] < zo2(y)Zai(y) < x[o, Qz}y < zo(y,2)

pour tout z € [1, %y]

6. On a donc R;(u) < €“gj(u) pour j =1,2 et 0 <u < y.
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Pour établir (4-6), nous utilisons la méthode de sommation de ’hyperbole.
Posant w := y — z, nous pouvons écrire

G(m):/le_poGz(%) dGl(t)+/:xpw Gl(%) dGa(t) — Gy (e*)Ga(e®).

Effectuons le changement de variable ¢ = €. Compte tenu de (4-1), il

s’ensuit que
5

G(z) = xz Je(2) + O(zo(y, 2)),

k=1

avec

@)= [ gy + [T g w)

—ai(z)az(w)
Jo(2) = /0_ w ARy (), Ja(z) = /OI_U w ARy (),

Ji(z) = efy/zRg(y —u)dGy(e"), Js5(z):= efy/iuRl(y —u) dGa(e").

Un calcul de routine fournit d’abord
J1(2) = a(y) — aa(y)a:(0).
Ensuite, nous établissons ’estimation

@y ne - { [ a0 foaly) < ot02)

Pour cela, nous effectuons en premier lieu une intégration par parties, soit

R
7(2) = T o) — Ry (0-)nt)
*R
- / 25“) {oa(y —u) + ay(y — u)} du.
0
Comme R;(0—) = —ay(0), nous en déduisons que

Ja(z) = {/OZ B gy al(O)}az(y) + Rl(z)%(w)

e e?
*R
- [ Bl b,y du,
0 [§]
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ou l'on a posé Ba(u,y) := az(y — u) — as(y) + ob(y — u). L’hypothese
as € CPY([0,y]) implique Ba(u,y) < (u+ )az(y)/y (0 < u < 2). Le
membre de gauche de (4-8) est donc

< |a2<y>|{/ym<u>du+g1<z>+5/0Z<u+1>gl<u>du}

< |a2(y)|{ /y 01(u) du + i/oz uo1(u) du} < o(y, 2).

Nous obtenons similairement, grace a une intégration par parties,

(&) = ()2 o, () Ry(0-)
! a(y—u)+ o (y—u Ra(u) m
+ o=+ ot —wpEHa

< o (2)lez(y) + [a1, 2], < 0y, 2).

Les quantités Ju(z) et J5(z) sont estimées, par sommation d’Abel, en
majorant les mesures ‘de‘ par dG; (j = 1,2) et en faisant appel a (4-2).
On obtient, d’une part,

Ji(z) < /Oi e “oa(y —u)dG7(e")
<ailo) + [ aiwel - v
< 02(y)Taj(z) < o(y, 2),
et, semblablement, de Iautre,
52 < [ e oty - 0y

<2000+ [ ol - vajdu

— 203 + [ al)azly - o) do

</ " o1 (w)as(y — v) dv

< n@Tas) +a3) [ el0)do < ofy.2)

Cela acheve la preuve du Lemme 4.1. a
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L’énoncé suivant est dévolu a une spécialisation du Lemme 4.1, que nous
explicitons de facon a le rendre directement exploitable dans les différents
cas d’application envisagés dans ce travail. Etant donné un polynome
P € C[X], nous posons

P(X,u) := P(X +logu) (u>0).

Lemme 4.2. Conservons les hypothéses et les notations du Lemme 4.1.
Supposons de plus que, pour j = 1,2, il existe des nombres réels e;, s; > 0,
q; €[0,1], ¢t; > 0, et des polynémes P; € C[X] tels que l'on ait

0;(u) = s Py(logu), oj(u) = us % (logu)™s, o’i(u) = u*  (u > 3).
Supposons encore que di et do sont des entiers naturels satisfaisant a

1 siej—gq;=—1,

deg(P;) < d; pour j = 1,2, et posons n; := {O dans le cas contraire

(i) Siej—q; >2—-1(j=1,2),0ona

: - ertestl (logy )
(49) G(x) =x(logx) {P3(10g2 x) + O( (log )% )} (x > 3),
ol P3(X) est le polynéme de degré deg(P;) + deg(P) défini par

1
P3(X) = /0 P (X, u)P(X,1 —u)u® (1 —u)* du,

et ot 'on a posé

g3 = min{q1 — t2, ¢},

s1+m siqp < qo + to,
s3 =< max{sy +n1,di + s2+m2,d1 +da + 12} si g1 =q2+ 1o,
di + 52 +m2 siqr > g2 + ta.

(i) Siey = —1, dy =

0, 1 = 1,8 =1, t; €0,1],(7 et si ey € N,
es — @2 = —1, on a pour x > 3

4-10
(G(:r)) = z(log x)® {P2(10g2 ) ngx %m) + Py(logy ) + O(%) }7
ott Py(X) est le polynéme défini par
P4(X):P1(O){—P2(X) 4 ]l
(4-11) o Ese .
+/() {PQ(X, 1—v)— PQ(X)}% dv},

7. De sorte que aq(u) = P1(0)/u, o1(u) = (logu)/u?, af(u) = u*1~! pour u > 3.
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et ou l'on a posé

q -:min{w 1—t}
4 - 1+t17 2 (>

. 1 siqa+to >141,
54 max{1,s2} siga+ta<1+1.

Démonstration. La premiere assertion résulte directement du Lemme 4.1(i).
D’une part, la majoration o’ (u) < (logu)9 /u implique

ay) =y + >+ { P(logy) + O(w) 3

D’autre part, on vérifie par un calcul de routine que

di+s2+n2 s1t+m
Q(y) < ye1+62+1{ (1Og y)yq2 + (loii)tQ }
La réunion de ces deux évaluations fournit bien (4-9).
Dans le cas (ii), on a as(u)/u < 1/u? < 01(u)/u, et Pon est en position
d’appliquer (4-4). Un calcul standard permet de vérifier que le terme d’erreur
de cette formule satisfait, avec y := log z,

1 so+1 1 1 so 1 da+2 t2 ]
(logy) ogy . (logy) Zt1+(0gy) LY ogy}.

€2
oy, z) <y { e St T ; ) p

Pour le choix quasi-optimal z = %ymill{la(q2+tz)/(1+t1)},(8) on remarque,
en utilisant notamment les inégalités t; > 0,0 < ¢2 < 1, que les seuls
termes susceptibles de dominer dans cette majoration sont le troisieme et
le cinquieme. On obtient ainsi

o(y, z) <y % (logy)™ (y = 2).

11 reste a évaluer le terme principal as(y) de (4-4). Il suffit de considérer
Iintégrale apparaissant dans la définition de ag, car l'autre terme a été
reporté sans changement dans (4-10). Il résulte du changement de variable

v =u/y que

(4-12) / 1 () oy — u) — as(y)} du = 5 Py(log ) {1+ O(1/)} @

8. Un choix optimal relativement aux puissances de y et a celles de logy serait

¥ = % min {y,y(42+t2)/(1+t1)(10g y)(1*82)/(1+t1)} .

Pour éviter de trop compliquer ’énoncé final, nous choisissons la puissance de
logy égale a 0.

9. Le terme d’erreur prend en compte le fait que a1(u) n’est connu que pour
u > 3.
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P4(X):P1 / {PQX 1—’0)(1—’0 }—

dv
= ROf - P(x) Y —+/ {Po(X,1 =) = Po(X)} (1 = o) ")
1<j<e2 v
ou l'on a utilisé la formule fo {1-v)2—1}dv/v = — 2 1<j<e, 1/ Cela
acheve la démonstration de (4-10). O

5. Moments d’ordres 1 et 2 des fonctions de &£

5.1. Valeurs moyennes : preuve du Théoréme 1.2(i)

Nous allons estimer M (x; f) grace au Théoreme 1.1(i), ce qui fournira
évidemment une approximation de M;(z; fo). Une voie naturelle consis-
terait & évaluer directement R(x; f) a partir du Lemme 2.5. Cependant,
I'introduction d’une fonction auxiliaire f;, définie par

fl(].):O, fl(n) :f(n)+b10g2n+b+a’ (7122),
et qui vérifie fi(k) = f(pr) + b+ O(log, k/log k), permet de gagner un peu
de précision.
Un calcul de routine fournit

(5:1) Zfl(n) = Zf( + bx logy « + (b+a)x+0(1 Zx)

n<T n<x

De plus, la majoration (1-2) pour r,(f), associée au théoréme des nombres
premiers sous la forme (3-9), permet aisément de montrer qu’il existe une
constante Cs = C5(f) telle que 'on ait

Zfl [ } prk [ }—I—bxlog2x+05(f)
(5:2) pr<z pe<a

+O(m1100i;25).

En appliquant alors le Lemme 2.5 & f (ce qui est autorisé grace au Lemme
2.1), on déduit, par différence, de (5-1) et (5-2) la formule asymptotique
R(z; f1) =b+a+ai(f) — Cs5(f) + O(logy z/ log ),

d’olt
logy

(logx)?"
Comme on a trivialement fi(n) < logn, on peut appliquer le Théo-
réme 1.1(i) & f1, ce qui fournit
Mi (a3 f1) = B (f1)x log( log ) + O(log, a/ log z).

En reportant dans (5-1), on obtient bien la relation annoncée en (i).

TR(z; f1) <
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Remarque. Un calcul direct reposant sur la majoration (1-2) et le Lemme 2.5
fournit

— —blogox —a—0> log, «
TRz, f) = 82 o(( B2 )

log log x)?

Lorsque b # 0, la fonction e(z) associée & f définie dans 1’énoncé du
Théoreme 1.1 est donc de lordre de logy z/logz. L’introduction de la
fonction f1, au lieu d’une application directe du Théoreme 1.1(i) & f, permet
donc, dans le cas général, le gain d’un facteur log, x dans le terme d’erreur
de I’évaluation finale (1-19) pour M;(z; fo).

5.2. Valeurs moyennes : preuve du Théoreme 1.3

Le Théoreme 1.2(i) implique en particulier que 'on a
Mi(z; 9) < 2log, 2/ log z = o(z)

pour toute fonction g de €(0,0) telle que ®1(g) = 0. Sous la condition
supplémentaire g > 0, le Lemme 2.5 implique alors a;(g) = 0 d’ou g = 0.
On peut donc énoncer que 'on a

Mi(z;g9) > zlogx

pour toute fonction g de €(0,0) satisfaisant & g > 0 et My (x;g) > x.

Cela nous permet de ramener la preuve du Théoreme 1.3 a celle de
Pexistence, sous les hypotheses effectuées, d’une fonction g de £(0,0) telle
que 0 < g < f et My(z;9) > x. Nous allons construire explicitement une
telle fonction minorante.

L’hypothese f(pr) = f(k) implique immédiatement f > 0. Comme f # 0,
il existe un entier ko > 2 tel que f(ko) > 0. On définit alors g € €£(0,0) par
g(2) :=0et

re(9) = g(px) — g(k) = {?“(ko) :i l]i i sz

Comme ri(g) = 0 pour tout entier k, on a bien g > 0. De plus, f(n) >
g(n) = 0 pour n < ko, et f(pr) = f(k) = f(k) + g(px) — g(k) pour k > ko.
Cela implique f(px) = g(px) pour k < ko, donc, par additivité, f(n) > g(n)
pour n < pg,. En itérant le procédé, on obtient finalement que f(n) > g(n)
pour tout entier n > 1. Il reste & montrer que M (z; g) > x. Cela découle
du Lemme 2.5 qui fournit, puisque g(pk,) = f(ko),

S o =Y am[2] +2 3 Ay owm = LM L om),

n<z p<z p p p(p—1) Pk

Cela acheve la démonstration du Théoréme 1.3.
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5.3. Ecart quadratique moyen : preuve du Théoréme 1.2(ii)

La méthode consiste simplement & appliquer le Théoréme 1.1 & f2. Il
nous faut donc une estimation de R(x; f3), et nous employons & cette fin le
Lemme 2.4 avec f = fy et k = 2. Il reste & estimer les quantités wa(x; fo),
ya(z; fo) et za(x; fo) apparaissant dans (2-6).

Considérons d’abord la quantité ws(x; fo), et appliquons le Lemme 4.2 en
choisissant

. fO(p) si m:py7 —
g1(m) := { 0 dans le cas contraire, g2(n) = fo(n),
de sorte que wa(z; fy) est exactement égal a la fonction sommatoire G(z)
du produit de convolution de g7 et gs.
Il résulte du Théoreme 1.2(i) que

(5-3)  Galz) = My(x; fo) = 2B (logy ) + 0(%) (z > 3).00

De plus, pour tout m > 2, on a

fo(pm) = f(pm) — ®1(f) log pm,
DPm log, 2m
log, Zm)

= fo(m) — by — Ex(logym) + 0( o

d’apres (1-2) et le théoréme des nombres premiers. En tenant compte
de (5-3), on en déduit que

x logy
5.5 G = = —b O( )
(55) 1) = 3 Joe) = i+ 0o o
En adjoignant a (5-3) et (5-5) l'estimation triviale | fo(n)| < log(3n), nous
sommes donc en position d’appliquer le Lemme 4.2(ii) avec e; = 0, g2 = 1,
t1 =ty =1.0na P (X) = —bg, Po(X) = E1(X), et done, par (4-11),

1
dv
Py(X) = bg/ log(1 — v)7 = —1n%b].
0

On a encore
3 @ -y folp) _ Ml(;?;fo) _i_% 3 fo(p)<£l,>7

v
n<e p<z P pr<e P

10. Rappelons que E1(X) := —bgX — bo —a, by := b — ®1(f).
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ou la seconde égalité résulte de la complete additivité de fj. La contribution
a la derniere somme en p des puissances p” avec v > 2 est clairement O(y/z).
Au vu de (5:5), celle qui correspond & v = 1 peut étre estimée par le Lemme
3.1 avec L :=logz, p:=1/logz. Elle est donc < (log, x)/log z. En tenant
compte de (5-3), nous obtenons finalement

(5-6) Z guln = E(logy z) + O(lﬁ)‘?;)

n<T
de sorte que le Lemme 4.2(ii) fournit
. _ 2 1.2 (log, x)? (11)
(57)  walx; fo) = Ba(logyx) + B3(1 — %) + O(W),

avec q4 = ga(t1,t2) := min{(1—t1t2)/(t1+1),1—12}, pour toutes constantes
t1 >0, to > 0 telles que

) Y 1) < a(logz) Tt > | fo(n)] < z(logz) (x> 2).

pY<x n<e

Ainsi qu’il a été mentionné plus haut, la majoration triviale de fy permet
de choisir t; = to = 1, et donc g4 = 0. Nous réutiliserons (5-7) plus loin,
avec des valeurs de t; et to améliorées issues d’une premiere estimation de
A4i(x;fg).

La formule (5-7) implique wa(x; fo) < (logy )2, donc les conditions (1-8)
pour la convergence de Twsa(x; fo) sont remplies. 11 suit
B /°° dws(t; fo)

xr

logt
> Bj(logy t) (logy x)?
= — —~ = dt .
/I t(logt)? + O((log x)1+‘14)

Tournons maintenant notre attention vers les quantités yo(x; fo) et

Tws(x; fo)

(5-9)

25(x; fo) apparaissant dans (2:6).('2) Nos estimations nécessitent le résultat
auxiliaire
)= {folon)* = folh)’}
(5-10) PRs ,
__ BZUng x) O(:v (log, =) )
log (log x)9

avec g5 := 2 — to. Cette formule est obtenue, a partir de (5-4) et (5-8), par
sommation d’Abel. Nous omettons les détails de la vérification.

11. On rappelle que Ba(X) := F1(X)? — b2.
12. Pour la commodité du lecteur, rappelons que

2o )= =2 3 U - 107 () i)

P ST PR ST

5 Ho0 = 10?

Pk
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Nous pouvons maintenant estimer ys(z; fo). On a t2 < 1, donc g5 > 1. La
formule (5-10) fournit donc, au vu du Lemme 3.2,

v2(w; fo) < (logy 2)*/log z,
et par conséquent
(5-11) Tya(w; fo) < (logy 2)*/(log 2)*.
Semblablement, (5-10) nous permet d’estimer Tzz(x; fo). On a par (1-6)

fopr)? — fo(k)?  fo(2)%(1 —log2)
Z klogpk B 2log 2 ’

Tza(z; fo) =

PEST

donc (5-10) garantit la convergence de Jza(z; fo) lorsque z tend vers +oo.
Par sommation d’Abel, il suit

= 0 dea(z; fo) % dAs(t)
T . = — —_— = — _—
223 fo) /L logt /1 tlogt
% Bs(log,y t) (logy x)?
= de .
/I t(logt)? + O( (log x)as )
En reportant (5-9), (5-11) et (5-12) dans (2-5) et en observant que

d By(log, t) _ _ By(logy t) — Bj(logy t)
Cdt logt t(logt)? ’

(5-12)

nous obtenons

T ) = D) o (omsa)® | (oga)?

513
(5:13) log z (logz)?2 = (logx)itas

puisque g5 = 1+ qq4.
Comme g4 = 0 est une valeur admissible, on a

— log, 7)?
514 TR(z; f2) < (;,
(514) (@ £3) < o
et le Théoreme 1.1(i) nous permet d’en déduire l'existence d’une cons-
tante ®4 telle que

Mo(; fo) = Mi(x; £§) = ®axloga + O(x(log, 2)%).

Il résulte immédiatement de cette estimation, via 'inégalité de Cauchy—
Schwarz, que

Z | fo(m)| < z+/log z, Z |fo(p)| < z/+/logx (z 2 2),

m<x pY<x

ou la seconde estimation découle de la premiere par (5-4). Cela signi-

fie que (5-8) est valable avec t; = to = 1. On a donc (5-13) avec

qs = qa( ;, ;) = 1 . Une nouvelle application du Théoréme 1.1(i) fournit alors

Pestimation requlse (1-20) pour Ma(z; fo).
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5.4. Preuve du Théoréme 1./

Supposons que f € € vérifie P5(fy) = 0. On déduit alors des formules (i)
et (ii) du Théoreme 1.2 que

> {fo(n) = Ea(2)}* = —b3z + o(x).

n<e

Cela n’est possible que si by = 0, et donc E;(X) = —a. De plus, on a alors
nécessairement fo(n) = a + o(1) pour presque tout entier n. Considérons
alors un nombre premier p fixé. Il existe une suite A de densité unité telle
que l'on ait, lorsque n tend vers 'infini en restant dans A, simultanément
fo(n) =a+o(1) et fo(pn) = a+o(1). Comme fy est completement additive,
il vient fo(p) = fo(np) — fo(n) = o(1), donc fo(p) = 0. Puisque p est
arbitraire, on obtient bien fo = 0 et finalement f = ®;(f) log.

6. Moments centrés d’ordre k > 3 :
preuve du Théoréme 1.2(iii)

Nous nous proposons d’établir ici le Théoreme 1.2(iii), soit

+
2426,

(6-1)  M;(z; fo) = pra(Pslog x)T’S{Ej(logz z) + 0(%) }

pour j = 2r —s > 3, s = 0 ou 1,(® ou nous employons la notation 5;.
définie en (1-18). Nous procédons par récurrence sur j > 3. A chaque étape,
I’argument-clef est fourni par le Théoreme 1.1, avec une dichotomie relative
a la parité de j. L’initialisation est fournie par les points (i) et (ii) du
Théoreme 1.2, qui impliquent (6-1) lorsque j =1 ou j = 2.

La constante @5 est non nulle d’apres le Théoreme 1.4. Nous pouvons
donc supposer ®, = 1, quitte & considérer f//®, a la place de f.

Techniquement, la démonstration se réduit essentiellement a estimer, a
Paide de T’hypothese de récurrence, les quantités wg(x; fo), yx(x; fo) et
2k (; fo) définies au Lemme 2.4. Cela fournit une évaluation de R(z; fF) suf-
fisante pour appliquer le Théoreme 1.1 qui, & son tour, produit I’estimation
recherchée pour alimenter la récurrence.

La quantité wy(x; fo) est une combinaison linéaire des fonctions somma-
toires des produits de convolution f7x(x f*77) (1 < j < k—1) avec x(1) := 0
et x(n) := A(n)/logn pour n > 2. Elle releve donc du Lemme 4.2 : au vu
de (5-4), la fonction sommatoire de chacun des termes du produit peut étre
estimée grace a I’hypothese de récurrence.

13. On rappelle que E;(X) := E1(X) + (r—1)b1 pour j = 2r—1, E;(X) := 1 pour
J=2r.
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Les comportements asymptotiques des expressions yi(z; fo) et zi(x; fo)
sont directement liés a celui de la fonction auxiliaire

(6-2) Ax(@) = D {folpm)* = fo(m)*},

Pm ST

qui reléve lui-méme de ’hypothése de récurrence via (5-4). Une évaluation
de Ag(z) implique, par le Lemme 3.2, une estimation de yi(x; fo), et, par
sommation d’Abel, une estimation de zx(x; fo).

Nous rassemblons dans le lemme suivant les approximations obtenues
sous 'hypothese de récurrence pour wy(z; fo), yx(x; fo) et zx(x; fo). Nous
écrivons systématiquement dans toute la suite de ce paragraphe

k=20+2—-h

avec £ > 1, h=0ou 1.
Lemme 6.1. Soit k=2(+2—havec{ > 1, h=0o0ul. Si®y(f)=1et
si Pestimation (6-1) est vraie pour tout indice j < k — 1, alors on a

wi(; fo) = pes1 (log2) " { By _s(logy ) + bon + O (Wi(2)) },

(6:3) yi(; fo) < (log )~ (logy 2)*,
bo(€+1)

zr (5 fo) = _le (log x)e{hEl(logg x)+h 7 + O(Zk(ac)) },
o , __boh  1-h
ot I'on a posé by, := 7 €+1,et
W (logp 2)**ohat%is (logy )25
KT gy AT g

Nous différons un instant la preuve du Lemme 6.1 et nous nous attachons
d’abord & en déduire la preuve de la formule asymptotique (6-1).

Examinons en premier lieu le cas h = 1, c’est-a-dire k = 2¢ + 1. En
reportant les estimations (6-3) dans (2-5), nous obtenons
(6-4)

/-1 b log, )2120:
M%3“FWHM%@q77m®&@_£+OG@%#FA}

Lorsque ¢ = 1, les estimations (6-3) et (6-4) ne font pas intervenir la
constante b apparaissant dans la définition des polynémes Ej(X). Nous
allons en fait définir by & partir de (6-4) pour £ = 1, h = 1. En reportant
(6-4) dans (1-7), nous obtenons I'existence d'une constante Ky = K1 (f) telle
que

log,, )2
TR(CU»fg) = *bo,ug 10g2x + K1 + O(ﬁ)
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Le Théoreme 1.1(ii) implique alors I'existence d’une constante b; (') telle
que
(log, ) )}

Mg(l‘, fO) = U2 Z‘lng{El(lOgg x) + bl + O(W

Cette estimation coincide bien avec (6-1) pour j = 3.
Lorsque ¢ > 1, un calcul routinier, dont nous omettons les détails, permet
de déduire de (6-4) que

TR(w; f§1) = e (log @) { Eaeya (logy @) + 0(—(10g2 2 )}
»Jo Het1(l108 2¢+11085 (logz)2/3/) S
L’estimation requise de Mjy(x; fo) en découle par application du Théo-
réme 1.1(iii).

Considérons ensuite le cas h = 0, soit k = 2¢ + 2. Nous obtenons comme
précédemment par (2-5) et (6-3) que

, log, & 3467,

Le Théoreme 1.1(iii) fournit alors
log, )4
Mapia(w; fo) = purrz(log SU)Hl{l + O(%) }7

c’est-a-dire (6-1) pour j =k =2(¢+ 1).
Cela achéve la preuve inductive de (6-1).

Démonstration du Lemme 6.1. Nous devons établir (6-3) en supposant (6-1)
valide pour tout j <k—1=2(+1— h.

Estimation de wy(x; fo). On a par (2-6)

N

—1

(6-5) wy(z; fo) = _ Qjx(x),

1

<
I

avec, pour 1 < j<k—1,

€ J

66) Q) :1<"’.1) S A o) fo(n)i.

pYnx

L’estimation de ces quantités releve du Lemme 4.2, sous réserve de disposer
de formules asymptotiques pour

N;(z) := Z Viilfo(p)i

pY<sz

14. Précisément définie par by = a + by + %{Kl + K(f3)}, avec la notation du
Théoreme 1.1(ii).
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lorsque 1 < @ < k — 1. De telles formules peuvent étre déduites de (6-1)
et (5-4) par sommation d’Abel. Nous omettons les détails techniques de
cette déduction, mais nous rassemblons les résultats obtenus dans 1’énoncé
suivant. Afin d’en faciliter I’écriture, nous posons

bse_1 = (£ = 1)b1 — bo, by =1 (€=1).

Lemme 6.2. Soit f € € telle que ®3 = 1. Soit k > 2. Si 'estimation (6-1)
est vérifiée pour j < k, alors on a, lorsque s € {0,1} et 2 < j = 2r — s <k,

(6-7)  Nj(z) = prx(log z)rflfs{b; + O(%)} (x = 3).

Nous ferons également usage de la formule classique, relative a la fonction
Béta d’Euler,

(6-8) <azb>(a+b+l)/olua(lu)bdul (a €N, beN).

Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer les @, x(z). Lorsque j est
pair ou lorsque (j, k) = (2¢+ 1,2¢ + 2), nous choisissons dans le Lemme 4.2

F=i=1f0(p)=7  sim = p"
_Jv o(p sim=p”,
gu(m) : { 0 dans le cas contraire,

g2(n) == (k; 1) fo(n)’.

Cependant, a cause de la dissymétrie des roles de g; et go dans la définition
de o(y, z) au Lemme 4.1, il est nécessaire d’intervertir ces définitions dans
les autres cas.

Les approximations de G; et Gy sont données par 1'hypothese de
récurrence (6-1) et le Lemme 6.2. Il reste donc & déterminer des majo-
rations de M} (x; fo) et Nj(x) pour i,j < k — 1.0%) Seul le cas des in-
dices impairs est évidemment & considérer. L’inégalité de Cauchy-Schwarz
et ’hypothese de récurrence relative aux indices pairs impliquent d’abord,
lorsque 2i + 1 < k — 2,

M3, 14 (z; fo) < /Mo (z; fo) Maio(x; fo) < x(logx)i+1/27

(6-9) |
N3 41(2) < /Nai(2) Naira(a) < a(loga) ~/2,

ol l'on a fait appel a (6-7) pour la seconde majoration. Lorsque (2i+1, k) =
(20 + 1,20 + 2), cette technique est inopérante car nous ne disposons pas

15. En accord avec la notation introduite au Lemme 4.1, nous posons systémati-
quement, ici et dans la suite, G*(z) := >, ., |gn| lorsque G(z) = >, .. gn-
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s . . * . *
d'une majoration suffisante pour Mj, ,(x; fo) ou N3, ,(x). Nous avons
alors recours aux majorations triviales

M3, (5 fo) < (log @) M3 (; fo) < x(logz),

(6-10) ;
N3y 1 (z) < (logz)Nyy(z) < x(logx)*.

Les estimations (5-5), (6-1), (6:7), (6-9) et (6-10) fournissent I’ensemble des
informations nécessaires pour évaluer @ () pour j < k — 1 en appliquant
le Lemme 4.2. Nous rassemblons au Tableau 1 les valeurs spécifiques qui en
résultent pour les différents parametres apparaissant dans les hypotheses de

cet énoncé.

(16)

G (?i7 h) (21) (2iv+ 1,1) (2i'+ 1,0) ces1.0| @o
(1<i<t—h) 0<i<e—1)|(0<i<t—1)
e1 6—i—h -1 i i -1 0
dy 0 0 1 1 0 1
@ 1—h/3 1 (2+80;)/3 (2+60:)/3 1 1
s1| 24200 g4 1 L+ 60 4268 | 1467 + 265 1 1
t1 h/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
es i ¢ (—i—1 £—i—1 ¢ -1
da 0 0 0 0 1 0
a 1 1 1 2/3 1 2/3
52 2+ 253, 24260 | 2+26),,, 2426, | 24205 [2+204
to 0 0 0 1/2 1 1
TABLEAU 1. — Parameétres du Lemme 4.2

pour Uestimation de Qji(x) aveck=20+2—h, j <k—1.

Considérons d’abord les cas ou l'indice j est pair, disons j = 27 avec 1 <
i < L. Lorsque 1 < ¢ < £ — h, nous appliquons (4-9) avec G1(z) = Nj_2:(z)
et Ga(z) = (k;il)Mgi(l'; fo). Nous obtenons

+ 6+
. ‘ B Cr1—h [ (logy o)+ %kat ks
61)  Quin(w) = oga) MO+ O(FGES

)}

16. Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici ces hypotheses sous forme
condensée : on a pour j = 1,2 et x assez grand

Gj(z) = z(logx) {P;(logy z) + O ((logy )% /(log z)%7 ) }
G} (z) < z(log )% T,

(Pj € C[X], deg P; < dj)
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et

1
, , h h—1
. — h* s . {—i—h — g — h* ) R -
Coi g :=b_o; 1 WH_Z/O U (1—w)" du = bj_o,; e (2—|-€_ ; + 1 )

Le seul cas exclu est i = ¢, h = 1, soit (j,k) = (2¢,2¢ + 1). Nous appliquons
alors le Lemme 4.2(ii) avec G1(x) = N1(z), Ga(x) = Ma(z; fo). En tenant
compte de (5-5), (5-6) et (6-1), nous obtenons
(6-12)
¢ +
1 (logy )21 2%
_ 4 i 27
Qae2es1(w) = ue (1og:2)*{ Ex(logy @) + b >+ O( )

i=

Portons maintenant notre attention sur le cas des indices j impairs, disons
j=2i+1avec 0 < i< ¥¢—h. On ne peut avoir ¢ = £ que si h = 0, c’est-
a~dire (j,k) = (20 + 1,20 + 2). Nous appliquons alors le Lemme 4.2(ii) avec
Gi(x) = N1(z), Ga(z) = Mapy1(x; fo). On a ¢y = 1/2 par (6:9), t2 = 1 par
(6-10) et go = 2/3, s2 = 2+ 25, par (6-1). En particulier g4 > 0. I suit

(6:13) Qae+1,2042(2) < (logz)*(log, $>2+26k+6_
Nous pouvons maintenant restreindre ’étude au cas j = 2i + 1 avec
0<ig<l-1.

Lorsque h = 0, soit (j, k) = (2i+1, 2¢+2), nous appliquons le Lemme 4.2(i)
avec Gl(m) = M2i+1($;f0) et GQ(LL’) = @fii)N%,QH,l(l‘). On a q1 = 2/3,
to=1/2sii>1letq =1t =1sii= 0,7 on peut donc minorer gs
par 0 dans tous les cas. De plus, ¢ = %(2 +00;) < g2+ tg = % + %, donc,
compte tenu de (1-19) et (6:1), s3 = s1 = 1 + §;; + 25},. Le second membre
de (4-9) est alors dominé par le terme d’erreur et ’on obtient

+ .
(6-14) Qait1,2042(7) < (logz)* (logy )%k (0<i < 0),

ol nous avons inclus estimation (6-13).

Lorsque h = 1, soit (j,k) = (2¢ + 1,20+ 1), et donc 0 < ¢ < ¢ — 1,
nous appliquons le Lemme 4.2(i) avec G1(x) = Mot (x; fo) et Go(z) =
(5711)Nav—2i(z). On a, par (1-19), s = m = 1 si i = 0, et, par (6:1),
S1 :2—|—25i+2, m=0si1<i<l—1. Ainsi s +m; < 2—1—25;7 dans tous les
cas. Il suit

426
} _ fp (logy x)>Howr 20
(6-15) Q2i+1,2041(x) = (logz) {P2z+17k(10g2 fU)JFO( (log ) (2+310)/3 )}’
avec
Poii1p(X) = 26, -/1E- (X, uui(1—u) " du
241,k = 2% +1 i1 pe—i o 2i+1(A, .

17. L’égalité g1 = 1 résulte de (1-19), t2 = 1 de (6-10).
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En remarquant que (QE_il)MiJ,_l/,l/g_i = 20, (Zzl) et en utilisant (6-8), nous
obtenons
Poit1,1(X) = 2pe{ E1 (X) + 07"}

avec b := iby — bol(“") fol(l — )~ i (log u) du.
Nous pouvons finalement rassembler (6-14) et (6-15) en une formule unique
valable indépendamment de la parité de k, soit

1 242687
(616)  Qaitr(w) = 2puellogw) { B4 (X) + 07" + 0(%) 3

Reportons dans (6-5) les estimations (6-11), (6-12) et (6-16). Nous obte-
nons d’abord, lorsque h = 0,

Wart2(z; fo) = ZQm k() + O((log, )2 2% (log z)")

logx
1<i<e g

e {1 o MEEE))

Cette estimation correspond bien & (6-3) avec h = 0. Ensuite, lorsque h = 1,
i.e. kK =2¢ + 1, nous avons

S Can=me > {2 2z+1)blfb0(2+€%)}

1<i<e—1 1<i<e—1

- ue{(p — )b — (20— 2)bo—by Y 1}

1
1<i<b—1
E Paiy1,x(X)
0<i<h—1

1
= Eug{2E1(X) + (£ —1)by — 2b0/ (1—u+u)? logudu}
0

= KW{2E1 (f — 1)b1 + 2b0}
En tenant compte de (6~11)7 (6-12) et (6-16), il suit

warrr (@i fo) = Y Qn(x)

1<j<k—1
b
= (20+ 1),ug(logx)e{E1(log2 )+ (0 —1)by + 70
+ 0( (log, x)”wi) }
(log 2273
Comme ppr1 = (2¢ + 1)ue, nous obtenons bien la formule requise (6-3)

lorsque wy(x) avec h = 0.
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Estimations de yx(x; fo) et de zx(x; fo). Nous estimons d’abord la différence
Ajg(z) définie en (6-2). Le principe des calculs consiste & exprimer Ag(x),
grace & (5-4), en fonction des moments d’ordre inférieur a k, pour lesquels
Phypothese de récurrence est disponible. En faisant appel a (6-1), (6-9) et
(6-10) sous la forme

M (r(2); fo) < z(logz)?/27! (G <k-—2),
My (n(x); fo) < x(logz)*",
on peut écrire
(618)  Au(@) = —Ai(@) + (@) + O(e(loga) ™"/ (log, 2)°),

avec

(617)

A]ﬂ(.’t) = ({j) Z fo(m)kii{El (10g2 m) + bo}Z (Z = ]., 2)

De plus, il est facile de déduire de (6-17) que l'erreur commise en remplacant
E;(logs m) par Eq(log, ) dans Ag;(x) est

< z(logz)* """ (log, )"

On infere grace a (6-1)

Ap1(7) = kpep1—pz(logz) {E2£+17h(10g2 z){E1(logy z) + by }
(logy x)°
* O<(1Og JU)<2+h>/3)}
Apa(z) = (S) wex(log a?)é_l_h{Egg,h(logQ z){E1(logy z) + b0}2
(logy )°
* O((logxilfh/i’)}'

En reportant dans (6-18), nous obtenons

1 2+44h
Aw(2) = —pep12(log gc)f—l{hElaog2 ) + hbo + o(%) }

Cela implique d’une part, grace au Lemme 3.2, la majoration annoncée en
(6-3) pour yx(z; fo). D’autre part, nous en déduisons, par sommation d’Abel,

iy = 2[00,

r dt
= —hw+1/ (logt)* " {E1 (logy t) + bo}T
1

+ O((log 2)*~"(logy z)*T5")

bo(£+1
= —Wzl (log a:)z{hEl(log2 x) + h%
(logy x)>*+5"
O( (log )" )}’
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ce qui fournit Pestimation (6-3) pour zx(x; fo) et termine ainsi la démons-
tration du Lemme 6.1.

7. Valeur moyenne de certaines fonctions
multiplicatives : preuve du Théoréme 1.5
7.1. Méthode

Le schéma de la démonstration est le suivant. La relation (1-28), soit pour
mémoire

,YNtlfaN
suppose connus les parametres ay, Oy et vy intervenant dans ’expression
du terme principal potentiel de Papproximation de Hy(t). Nous disposons
de plus d’une majoration initiale, soit (1-29), pour le terme d’erreur, qui est
valable pour t < ¢ . L’équation fonctionnelle (1-25) et la multiplicativité
de hy vont nous permettre d’étendre inductivement le domaine de validité
de la majoration (1-30) pour dx (t). Posons tg := to . L’étape de récurrence
consiste a déduire de la majoration valable pour ¢ < ¢, une majoration
presque identique valable pour ¢t < t,41 := t2. La valeur 2 de 'exposant
est ici purement contingente : le succes de la méthode repose sur la seule
possibilité de progresser d’une puissance de t a chaque étape.

On note que l'on a

In + 1/t
(log 2t)?
ou la premieére majoration coincide avec (1-29), alors que la seconde résulte

trivialement des inégalités an > 0, |[Hy (t)| < t.
Il est commode d’introduire la fonctions §3;(t) définie par
(7-3) Sh(t) = sup |dn(u)l.

to, N Su<t

{1+ 6n ()t log 2t} (1<t<N),

(72) 5N(t) < (1 <t< tO,N)7 5N(t) <

Les équations fonctionnelles du probleme conduisent a exprimer O ()
comme une moyenne convenable de valeurs de la méme fonction — voir le
Lemme 7.1 infra. Cela induit un effet régularisant, suffisamment exploitable
pour obtenir I'estimation requise. Une fois opérées diverses simplifications
et approximations techniques, I’équation fonctionnelle de dx(¢) fournit en
fait une inéquation de récurrence*® pour 6]J\r,(t) qui permet de conclure
facilement.
Nous allons démontrer que

AN
(logt()’]\[)Q7
avec Ay = U9y + on, ce qui équivaut & (1-30).

(7-4) o (V)] <

18. Voir (7-29) infra.
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La formule de base, qui nous permettra d’obtenir une équation fonction-
nelle pour la valeur moyenne de h a partir de ’équation de récurrence (1-25),
fait 'objet du résultat suivant. Nous posons dans toute la suite de cette
démonstration

RY(t) :=tAn + t55(t) logt.

Lemme 7.1. II existe une constante co(N) telle que, pour to vy <t < N,
on ait

ZhN )logn = Hy(t)logt — /HN du
(75) n<t
=D _hw(m) D h(p)logp+co(N)E = + O(RL(1).

m<t p<t/m

Démonstration. Nous calculons la somme ), hny(n)logn de deux ma-
nieres différentes. D’une part, une sommation d’Abel fournit

H
ZhN Ylogn = Hy(t)logt — / N du.

n<t

D’autre part, puisque hy est completement multiplicative, on a

ZhN 1ogn—ZhN Zlogp— Z hy(m)hy(p)” logp

n<t n<t p¥|n pYm<t
= hy(m) Y hy(p)logp+ J(t),
m<t p<t/m

avec ,
J(t) ==Y (ogp) hv(p) Hy ().
P'<
v>2
Pour évaluer J(t), nous insérons 1’estimation

Hy (u) = yvul =N + ynudy (u) log 2u + O(|s y|ulogy 2u)

qui résulte immédiatement de (7-1). Il suit

(76) J(t) = Jl(t) + Jg(t) + O(tAN),
avec h v
o l-a N (p)” logp
Ji(t) = ynt NZ 1QN),
pV <t
v>2
(log p) log(t/p") b
RO < bl o SRR o ()]

pU<t
v>2
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On aay < i pour N assez grand, donc pour ¢t > to n
J1(t) = co( NN 4 Ot =N =V4) = ¢ (N)E =N + O(tAy)

avec

_ )2logp
’YNZ pl- aN{pl athN( )}

De plus, la définition (7-3) de % et la premiere majoration de (7-2)
fournissent pour to. v <t < N

lo
ht) <t Y 5P | tlogt sup [Sw(t)]

VESpY <t Vi<ugt
v>2

< t{ty N +In + 65 (1) logt} < RE(L).

Cela établit bien le résultat annoncé.

7.2. Réduction préliminaire

L’inégalité fonctionnelle (7-29) pour §7;(¢) annoncée plus haut est obtenue
au paragraphe 7.6 en exprimant la somme double figurant au membre de
droite de (7-5) en fonction de dx(t). Nous effectuons ici une décomposition
technique de cette somme double.

Posons

(7:7) Vi, n = h (k) (log pr) (log 2k) ™~ .

La relation (1-25) permet d’écrire

(7-8) > hn(p)logp = on{A(y) + By)}  (y>2),
Py

avec

(7:9) Aly) = Z Vi, N B(y) = Z Ex,NVk,N-

Nous spécialisons y = t/m et reportons dans la somme double, disons
D(t), de (7-5). Nous obtenons

(7-10) D(t):=> hn(m) Y hy(p)logp = on{D1(t) + Da(t)}
m<t p<t/m

= hn(m)A(t/m), =Y hn(m)B(t/m).

m<t m<t
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Une simple interversion de sommation permet de majorer Ds(t). On a en
effet

Do(t) = Z hy(m) Z Ek,NYE N = Z €k,N¢k,NHN(pik);

m<t pr<t/m pr<t
d’oli, au vu des majorations triviales |¢y v| < log pi et |Hy (u)] < u,

lo

(7-11) ID2(t) <t [enn] ip’“ < tEy < thy,
k

Pr<t

ou l'avant-derniere estimation résulte de I’évaluation de Tchébychev pj =
klogk.
En reportant dans (7-5), nous pouvons donc écrire

(7-12) Z hn(n)logn = oy Di(t) + co(N)t' =N + O(RE(1)).

n<t

Nous employons la méthode de ’hyperbole pour évaluer D1 (t) : on a

3
(7-13) Di(t) =Y Dy;(t)

Du(t)i= Y hxlma(2),
m<vi
(7-14) Dqs(t) == Z Ve, N HN<L>7
pe<VE Pr
Di3(t) := —Hy (V) A(VY).

Les trois paragraphes qui suivent sont dévolus a l’estimation des quan-
tités Dlj (t)

7.8. Evaluation de D11(t)

Lemme 7.2. II existe une constante c11(N) telle que 'on ait pour to n <
t < N,by:=1/logy N,

‘QNDll(t) — Nt TN (log 2V1) 70 — 011(N)t1_aN’

(7-15)

< {305 (V) + 255 () {1 + O(bw) }t(log t)* + O(RF (1))
Démonstration. Commencons par transformer A(y) par sommation d’Abel.
Cela nécessite de recourir & ’approximation réguliere p(k) de py introduite
au paragraphe 3.
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Posons Ai(y) = 3 cpeiy b (k) (log 2k)% logp(k), de sorte que,
d’apres (3-8),
(T16) AW =Aily) +O0(ye V™) 2<y<N)
11 suit
(717)  Du®)=3_ hn(m ( ) FOM\y)  (ton <t<N),

m<Vt
ou nous avons utilisé les estimations
(7-18) exp { — 2/logto v } < exp{—(log N)**} < An/(log N)?,

qui découlent, pour une constante absolue convenable az > 0, de (1-26)
et (1.27).
Soit Y :=li(y). On a

Y
(19) Ar(s) = [ (og2k)™ logp(k) (k) = An (o) + Ara(v)

ot A11(y) est la contribution du terme principal de (7-1), et Aq2(y) celle du
terme résiduel. On a d’abord, pour 2 <y < N,

l—an

Au(y) = /1Y(10g 2u) " logp(u)d(w)
Y logp(u 5
:“VN/1 %(1‘”10 N2u)d“
(7:20) :Wa—aN)/lY% ( y)
=l / {li(v log (21i(v)) }~ (l{ogy>

y{anlogyy + \ﬁNI})
logy ’

=Ny TN + O(

ou 'on a effectué le changement de variable v = p(u) et utilisé les relations
p'(u) = logp(u) et p(li(u)) = u. Ensuite, on peut écrire, par sommation
d’Abel,

Aia(y)

L Y0y Y ulogp(w)dn(u) [, . Bplu)
- (log 2Y)an— T /1 p(u)(log 2u)on—1 {1 + “u log 2u } du

o o i o( Yy o [ o lom2u) aw).
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Les majorations (7-2) et (7-18) impliquent immédiatement que, pour y >
Vto,~, la derniere intégrale en u est

yon +y*/?

A
(logy)? +y5;\r/(y><<y{5;\r,(y)+(7N}

log y)?

et que la méme majoration vaut pour yon(Y'). On a donc

Araly) = o + O (1) + is) (Vi <y ),

d’oli, en tenant compte de (7-20),

y/\N)7

+
+0(uo ) + 3

. _ l—an y(sN(Y)
(721)  Ai(y) =Ny + YN logV)an—T

pour /lon Sy < N.
Reportons cette estimation, avec y = t/m, dans la somme en m de (7-17).
Nous obtenons pour o,y <t < N

(7-22) Di1(t) = yn t' 7N dy (t) + vy tda(t) + O(RE (1))

avec

m< Vi m<VE m

ou l'on a posé Yy, = li(t/m).
Evaluons maintenant d (t) et da(t). Soit

log 2u) =5V 5 (u)
ul*OLN

du.

o
di1(t) :==(1— aN)'yN/
1
Une sommation d’Abel permet d’abord d’écrire

Y Hy (u) Hy (V)

di(t)=(1 —aN)/l o W o2

Vi g
=(01- @N)“YN/ (log 2~ S b ()
1

log 2u) s~ (log2v/t)™
+0 (taN/zdﬁ(\/f) log t)
log 2v/t)1—5~ — (log 2)1—s~
_ (log2v) Log2) ™ | )+ Y
ON (log2\/f)

+0 (taW—lRfv(t)) ,
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ou l'on a utilisé le fait que (1 —an)ynon = 1 — sn. En remarquant de plus
que

(log2)™*¥ =1+ 0(\y),  n/(log2vt)™ =1/on + O(An),
il suit
ondi(t) = (log 2V)' N +1 —log 2 + ondi1(t) + O(t*¥/* L RE (1)).
Maintenant, nous observons que

an/2 Vi du
londi1(t)—ondii(ton)| < |1 —snlt |6 (u)|(log 27«6)7

to,n

< FON (VN2 (log ) {1+ O(bn) } + O(Ant™¥/?).

Ainsi, posant ¢11(N) := vn(1 —log2) + ynvondi1(to n), on peut écrire

d1 t — C11 N) — 7—N1
(7.23) YNON () ( ) (logQﬁ)sN_ ‘

< 1oL (VN2 (logt)*{1 + O(by) } + O(t*V/27IRY (1)).

On a de plus, grace a (7-2) et & la croissance de 7,

m<Vt t/to,n <m<Vt
< {2+ 0(bn)}o% () (logt)* + O(Aw)

ou la somme en m a été estimée en employant (7-18). En reportant dans
(7-22), tout en tenant compte de (7-23) nous obtenons bien (7-15).

7.4. Evaluation de D1(t)

Lemme 7.3. II existe une constante c12(N) telle que I'on ait pour to,ny <
t< N, by:=1/logy N,

) ’QNDlQ(t) — vt ¥ {(log 26)'~* — (log 2V/#)' ~*} — Clz(N)tlfaN‘
<{LoL (V) + 265 (1) H1 + O(bw) }t(logt)? + O (R (1)).

(724

Démonstration. On a d’apres (7-1)

t
(7:25)  Dia(t) = Z Ye,NHN (p_k> = ANt TN S19(t) + YNt R1a(t)
pe<VE
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avec

S12(t) == Z Yk, N Ris(t) i= Y, NON (t/Pr)

e py N (log2t/py)”” oo pi(log 2t/pk)s_1.

Nous allons estimer S2(t) et majorer |R2(t)|. Posons

log p(u)(log Zu)iﬂN

) = =ax (log 26/p(w)™

(1 <u<li(t)).

L’approximation (3-9) de pi par p(k) et la majoration w'(u) < u®~N~2
permettent d’obtenir 'existence d’une constante c¢;(N) telle que l'on ait
pour to. v Kt N

Si2(t) = Y hn(k)w(k) + 1 (N) + O(T*¥ Ay)
kLT

avec T’ := li (v/t). La somme en k vaut encore flji w(u) dHy (u). Substituons
a Hpy(u) son expression issue de (7-1) et intégrons par parties le terme
d’erreur. Il suit

(7:26) > hn(k)w(k) = Ih(t) = Io(t) + O(T*¥|s|logy t + TV 6 (T) log T),
kLT

avec

T
Li(t) :==yn(1 = ozN)/l — w(u) du,

(log 2u)s~
T w' (w)udn (u
Ir(t) := WN/l Wdu

Nous estimons I () en effectuant le changement de variable v = li(v). On
vérifie aisément que

g — el (1< u<pl0)
et il vient
v dv
Li(t) = (1 _O‘N)/1 o(log 20}~ + O(an (logy N)?)

= on'{(log 2)' ¥ — (log 2V/t)! ~*V } + O(Aw).

Par ailleurs, le calcul explicite de w’(u) fournit, grace & quelques estimations
de routine,

o 14+ O(|sn|logy t + 1/(log2u))
=~ u2—0¢1\7

|w'(u))|
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d’ott nous déduisons, compte tenu de l'estimation |yy| < 14 O(by) et
de (7-2),

N

T
Ia(t) — o(to.n)| < 63 (V2) /1 820 (1 L O(by) ) du +

ul*O(N

<A{L 4+ O(bn) /255 (V) (log t)? + O(t*¥ 2\ y).
Nous avons donc obtenu jusqu’ici

(7.27) |y on S12(t) =y {(log 2¢)' ~*¥ — (log 2V/1)' ™V } — c15(N)|
< {5+ O(bn) 1N 55 (V) (logt)? + O(An),
avec Clg(N) = ’VNQN{CI(N) — _[2 (tO,N)}-
Il reste & majorer Ry2(t). En utilisant estimation triviale |y x| < log pi
et (7-2), on peut écrire lorsque to vy <t < N

I
R ()] < 55(1) Y 22l 10g(2t/p) + O(Aw)
p<tl/?

< {E +00n)}5% (1) (logt)? + O(An).

Compte tenu de (7-27), cela fournit le résultat requis en reportant dans
(7-25).

7.5. Bvaluation de D13(t)

Lemme 7.4. On a pourto y <t <N
lonD13(t) +ynt' V| < R (D).
Démonstration. On a Dy3(t) = —Hy (V) A(V/t). Or, d’apres (7-1) et (7-2),
Hy (V) =t /2 1 O(RY (1) V),

alors que, d’aprés (7-16) et (7-21), la méme estimation est valable pour
A(\/E) En tenant compte des estimations triviales

Hy (V) <Vt A(VE) <Vt qven —1= ﬁﬁaN < Aw,
— N

nous obtenons bien la formule annoncée.
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7.6. Conclusion
Estimons d’abord I'intégrale de (7-5) en utilisant (7-1), (7-2) et (7-3). Nous
obtenons

N
HN(U) _ rYN l—an -+
[P = e o (1),

La formule (7-5) peut donc étre réécrite sous la forme
(7-28) Hy(t)log2t = D(t) 4 co(N)t'~*N + O(RL(t)),

o D(t) est définie en (7-10) et avec ca(N) := co(N)+vn/(1—an)+7n log 2.
La relation (7-11) et les estimations des Lemmes 7.2, 7.3 et 7.4 fournissent
alors
[D(t) — vt~ (log 20) 5 — cy(N)E-=2x |
< {1+ 0008 H 308 (V1) + §05 (1) }t(logt)* + O(tAn),
avec ¢g(N) := ¢11(N) + ¢12(N) — vy Remplagons, dans (7-28), Hy(t) par
son expression (7-1). Il s’ensuit, aprés simplification par ¢,
|y On () (log 2t)* N — Ot~V |
< {1+ 0w H 55 (VD) + 355(1)} (o £)” + O(ww)
ou Cn = c2(N) 4 c3(N) est une constante indépendante de ¢. Choisissons

t = to,n dans cette derniere relation. La majoration (7-2) implique alors
Cn < A\y. En divisant par (log2t)? et en notant que

1/(log2t)** =1+ 0(bn), |wv|=1+0(bn),

nous obtenons finalement ’existence d’une constante absolue K telle que

K\
(7:29) ov ()] < {1+ KonH{Eoh (VD) + $3 (0} + o5
pour toy < t < N. Posons t, := (to)N)Z" et A, = 5§(tn). Grace a la
croissance de 5;, on déduit de ce qui précede que

1—|—KbN A 1+2—2n SK)\N

A’I’L X T o711 n N
1—3Kby (logto,n)?

(n>=1).

Une récurrence facile fournit alors (7-4) et achéve ainsi la démonstration du
Théoreme 1.5.
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8. Fonction de répartition de fj

Nous nous proposons ici de prouver le Théoreme 1.6.

Commengons par établir la formule (1-31) relative a la transformée de
Fourier—Stieltjes de Fiv(2).

Dans toute la suite de cette démonstration, nous posons

TN =7/ P@2(f)log N.

Lorsque |7n| < (logy N)/log N, un développement & 'ordre 2 de ’exponen-
tielle 4
hn(n;7) = oi™v fo(n)
est suffisant. On obtient, grace aux points (i) et (ii) du Théoréme 1.2, lorsque

[7n| < (logy N)/log N,

Z hy(n;7) = N + O(Itn My (N; fo)| + 73 Ma(N; fo))

n<N

— Ne ™ /% 4 O(|rn|Nlog, N).

La relation (1-31) est triviale pour |ry| > (log N)~'/3. 1l reste donc
seulement & 1’établir dans le domaine (log, N)/log N < |7n| < (log N)~1/3.
Nous appliquons & cette fin le Théoréme 1.5 & la fonction n +— hy(n;7).
Soient a, b € R tels que f € E(a,b). Alors la fonction f; définie par (1-16)
est un élément de E(a, by) avec by := b— @1 (f) et hy satisfait les hypotheses
du Théoreme 1.5 avec

(81) on:= e N By = boTN, e, N < 7w logy 3k/log 2k (k > 1).

Nous choisissons ay := %@2712\, = %7'2 /log N, et en déduisons les valeurs

des parametres complémentaires

. 2 .
sy = ay + iy = Py + tboTN,

= 1—syn :e—i(a+bo)7N{1+O(TJ%f)}'

~ on(1—ay)

Le terme principal fourni par le Théoréme 1.5 pour la valeur moyenne de
hy vaut

AN~ (log N)~*N = ¢~ /2{1 + O(|ry|logy N) }.

Nous pouvons donc nous limiter & montrer que ’on a, avec les notations du
Théoreme 1.5,

logys N 1
-2 OnN(N 31og, N =2 < ——r0 ).
32 o) <Inl'lomN (T < Il < o)
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L’application du Théoréeme 1.5 nécessite encore la donnée d’un parametre
to,v vérifiant

ton < e/, logy to,n > logy N

et d’une estimation initiale de Hn(t,7) := ), ., hn(n;7), valable pour ¢t <
to,~- Nous différons le choix de ty n, que nous opérerons optimalement en fin
de calcul, mais imposons d’emblée la condition log ¢ n > 1/{|7n|(log, N)?}
de sorte que

onN X |TN|(IOg2 N)2

L’estimation initiale de Hy(t,7) résulte des formules asymptotiques
établies au Théoreme 1.2 pour les moments d’ordre 1 a 4. Grace au
développement asymptotique e =1+ iu — fu* — igu? + O(u*), uniforme
en u € R, on déduit en effet du Théoreme 1.2 que l'on a, pour ¢ > 3,

Hy(t, 1) = [t] + ity Mi(t; fo) — 37 Ma(t; fo)
+ O(Irn IM3(t; fo)| + |rn|* Mu(t; fo))-

83
®3) = t{1 — ity E1(logy t) — $®o73 log(tlogt)}
+ O(tBn(t) + 1),
avec 1 .
O
By (1) < vl 3 2 + 7 (logs 1)? + 7 (log 1),

On a de plus, pour t > 3,

tl-an .
gONth)sN = t{l —i(a+bo)Tn —anlogt — sy logy t + O(DN)}
=t{1 — 1@y} log(tlogt) — ity By (logy t) + O(Dn (1)) },
avec o
SN
Dn(®) = logt +ay (logt)” + [sn[*log, t
|7 |
< log ¢ + 73 (logy t)? + T (log t)2.

On en déduit que '’hypothese (1-29) du Théoreme 1.5 est satisfaite pour
Hy(t, ) avec

Iy = sup {Bn(t)+ Dn(t)}logt

3<tSto, N

< ‘TNl 10g2 t07N + T]%,(log2 tO’N)Q log tO,N + Tﬁ(log tO,N)g.

19. Le terme |7n|3 log tlogy t, issu de I'estimation du moment d’ordre 3, a été omis
dans membre de droite car son ordre de grandeur n’excede pas celui de la somme
des deux derniers termes.
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Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le Théoreme 1.5, qui
fournit

In +on

(logto n)?

(logy N)? 5 (logy N)?
(logto,n)? ™ logto.n

dn(N) <

< ||

+ ij[ logto N

Le choix quasi-optimal défini par logto n = (logy N)/7n fournit bien (8-2),
ce qui achéve la preuve de (1-31).

Remarque. On peut mesurer précisément sur cette application la quantité
d’information que Théoreéme 1.5 est susceptible d’apporter : ’estimation
On(t)log2t <« Bpn(t) + 1/t a été transportée, avec une perte en ligne
négligeable, du domaine ¢ < tgn & la valeur t = N. On peut toutefois
déplorer un relatif manque & gagner dans ce processus itératif puisque le
terme d’erreur de (1-31) n’est pas une fonction bornée de 7. On verra
plus loin que, si le facteur |7| + |7|> pouvait étre remplacé par 7g(7) avec
g € LY(R), le reste de (1-32) deviendrait essentiellement de l'ordre de
grandeur attendu.

Nous pouvons maintenant établir la seconde assertion du Théoreme 1.6.
Nous avons montré que la fonction caractéristique ¢n(7) := Hn(N;7)/N
de la fonction de répartition Fi(z) converge simplement vers la fonction
caractéristique

o0
o(r) = / ¢ dB(z) = o= /2
— 00
de la fonction de répartition ® de la loi normale. Nous disposons également
d’une majoration uniforme de la vitesse de convergence.

L’inégalité de Berry-Esseen (voir, par exemple, [T95], théoreéme I1.7.14)

implique alors pour tout 7" > 1

1 T —
1By — o < 7+ [ (2D =D g
T T T
Le choix optimal T := (log N)*/*/(log, N)/* fournit
| Fy = @ [loo<< (logy N)'/*/(log N)M%,

ce qui coincide avec 'estimation requise (2-1).



54 R. DE LA BRETECHE ET G. TENENBAUM

Bibliographie

[dB70] N.G de Bruijn, Asymptotic methods in Analysis, North Holland (Amsterdam),

troisieéme édition ; réimpression : Dover (New York), 1981.

[E89] S.B. Elk, A problem with the application of Matula’s method of prime numbers and

rooted trees for canonical nomenclatures of alkanes, Graph theory notes (New York)
18 (1989), 40-43.

[E90] S.B. Elk, A canonical ordering of polybenzenes and polyadamantanes using a prime

factorization technique, J. Math. Chem. 4 (1990), 55-68.

[GIE93] I. Gutman, A. Ivi¢ et S.B. Elk, Matula numbers for coding chemical structures and

some of their properties, J. Serb. Chem. Soc. 58 |, nos. 3-4, (1993), 193-201.

[GI94] I. Gutman, A. Ivié¢, Graphs with maximal et minimal Matula numbers, Bulletin de

lacadémie Serbe des Sciences et des Arts, Sér. Math. 18 (1994), 65-74.

[GI96] I. Gutman, A. Ivié, On Matula numbers, Discrete Mathematics 150 (1996), no. 1-3,

131-142.

[GY93] I. Gutman et Y.-N. Yeh, Deducing properties of trees from their Matula numbers, Publ.

Inst. Math. Belgrade, 53 (1993), 17—22.

[M68] D.W. Matula, A Natural Root Tree Enumeration by Prime Factorization, STAM rev.

10 (1968), 273.

[T95] G. Tenenbaum, Introduction & la théorie analytique et probabiliste des nombres,

seconde édition, Cours Spécialisés, no. 1, Société Mathématique de France (1995).

Régis de la Breteche Gérald Tenenbaum
Département de Mathématiques Institut Elie Cartan
Batiment 425 Université de Nancy 1
Université de Paris XI-Orsay BP 239

91405 Orsay cedex 54506 Vandceuvre Cedex

France France



