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Sommes d’exponentielles friables

d’arguments rationnels
Régis de la Breteche & Gérald Tenenbaum

1. Introduction

L’étude des entiers friables, i.e. sans grand facteur premier, a connu ces derniéres années
un essor remarquable, en raison des multiples applications de cette théorie dans plusieurs
branches de I'analyse et de la théorie des nombres. Les sommes d’exponentielles figurent
en bonne place dans la liste, que ce soit dans le cadre de la méthode du cercle (voir par
exemple [14], [15], [16]) ou pour d’autres types d’utilisation, comme dans [4] ou [5].

Désignons par P (n) le plus grand facteur premier d’un entier générique n, avec la
convention P*(1) = 1 et notons S(z,y) := {n < x : PT(n) < y} 'ensemble des entiers
y-friables n’excédant pas x. Soit f une fonction arithmétique multiplicative. Le probléeme
de I’évaluation des sommes

Ef(x,y;9) = Y f(n)e(nd),

nes(z,y)

olt nous avons posé traditionnellement e(t) := €™ (¢t € R), entre dans le cadre plus

général des sommes d’exponentielles a coefficients multiplicatifs (voir Montgomery &
Vaughan [13], Bachman [1], [2], Maier & Sankaranarayanan [12]) puisque la restriction
fy de f al’ensemble des entiers y-friables est également multiplicative. Cependant, ce cas
particulier nécessite des techniques spécifiques, notamment pour les grandes valeurs du
parametre

(1-1) u:= (logx)/logy (x >y =>2).

A fins de référence ultérieure, nous proposons ici d’explorer les limites, en termes de
domaine de validité en ¢, z, y, d’'une majoration non triviale pour Ey(z,y;?) lorsque
¥ =a/q € Q\Z et f appartient a la classe M des fonctions multiplicatives a valeurs
dans le disque unité.

Un survol succinct, non exhaustif, des évaluations de Ef(z,y;1) disponibles dans la
littérature peut étre présenté comme suit. Nous nous limitons aux estimations les plus
simples & énoncer et qui comparent explicitement Ey(xz,y;d) & Ejf(x,y;0).

Nous désignons par ¥(z,y) le cardinal de S(z,y), et employons systématiquement la
notation (1-1). La fonction nombre des facteurs premiers distincts d’un entier naturel g
est dénotée ¢ — w(q), I'indicatrice d’Euler ¢ — ¢(q). La fonction arithmétique constante
prenant la valeur 1 pour chaque entier est désignée par 1. Enfin, nous désignons par log,,
la k-ieme itérée de la fonction logarithme.

Dans [9], Fouvry et Tenenbaum établissent une formule asymptotique pour E1(z,y;a/q)
qui implique en particulier la validité de I'estimation

240 (log q) log{u + 1}

1-2 Eqi(z,y5a0/q) < U(x,y
uniformément pour
(1-3) x >3, exp{blog,z)’} <y<wz, 2<q< (logz)?, (a,q) =1,

ol b = b(A) est une constante assez grande.
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Dans [3], La Breteche précise la formule asymptotique mentionnée plus haut, et en
déduit (corollaire 5 de [3]), pour des constantes positives convenables ¢4, ¢s5, g, notant

q := q(9; z,y) le plus grand dénominateur n’excédant pas ze~V1°8¥ d'une réduite de ¥,
la validité de I’estimation

w(d) (1o oe(u

uniformément dans le domaine
(1-5) >3,  exp{cs(logzlog,2)**} <y < x.

I1 obtient également une amélioration de (1-4) sous I’hypothese supplémentaire w(q) > 2.
Le méme travail contient aussi une estimation effective de E,(x,y;?), ou p désigne la
fonction de Mébius, dans le domaine exp{(logz)'/?*¢} <y <z, 9 € R\ Z.

La majoration (1-4) est exploitée dans [7] grace a la généralisation, établie dans le méme
article, de I'inégalité de Turan—Kubilius au cas friable. Nous y obtenons en particulier,
pour tout ¥ € R\ Q fixé, 'estimation

Ef(ﬂ?,y; 29) = O(W(J:)y))

uniformément pour f € M (et en fait sous une condition significativement plus faible)
lorsque x et y tendent vers 'infini dans le domaine (1-5).
Dans [11], Maier établit que la majoration

(1-6) Ey(x,y;a/p) < ¥(z,y)/y/p

est valable, pour tous A > 0, € > 0, uniformément sous les conditions f € M, p premier,
pta,z >3, exp{(logx)} <y < a. Il utilise & cette fin des propriétés fines des partitions
de I'ensemble des facteurs premiers des entiers friables. C’est I'un des objets de ce travail
que de généraliser (1-6) au cas d’arguments rationnels de dénominateurs quelconques —
incidemment par une méthode plus simple dans son principe et sa mise en ceuvre.

2. Enoncé et démonstration
Nous obtenons le résultat suivant.

Théoreme 2.1. Soit A > 0. Il existe une constante b telle que, uniformément pour
feM,9=a/q, 2<q< (logz)?, (a,q) =1, exp{b(log, ©)*} <y < x, on ait

(z,y)
V/10g, 3¢q

De plus, pour tout € > 0 fixé et sous la condition supplémentaire e1°8%)° < y < x/q,
nous avons

(2-1) Ef(x,y;9) <

(22) Eylwyid) < {qp(q)}1/*

Remarques. (1) Une restriction du type y < x/¢° est certainement nécessaire a la validité
de (2-2), comme 'atteste ’exemple de la fonction multiplicative f définie par

Fp?) = {e(—aP/Q) sl oz <p<y,

0 dans tous les autres cas.
On a alors, pour tout € €]0, 1] fixé, si ¢ < (logz)'/¢ et y > x/¢*/?7%,
z ¥(z,y)
By(z,y;a/q) = z 1> ¢\ log x > ql/2—<

VE<p<y
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(ii) La majoration (2-1) peut paraitre faible. En pratique, cependant, I’objectif essentiel
est souvent 'obtention d’une majoration non triviale. La qualité de celle-ci n’entre en jeu
que lorsque le facteur de gain est comparable a 1/¢, de manieére, par exemple, & obtenir par
resommation un résultat sur les progressions arithmétiques. Le contre-exemple explicité a
la remarque précédente nous indique que le facteur de gain d’une formule uniforme dans
le domaine de validité de (2-1) est nécessairement >, 1/¢° pour tout € > 0.

(iii) C’est 'utilisation du théoréme des nombres premiers en progressions arithmétiques
qui fournit la borne inférieure pour y dans le domaine de validité de (2-2). Sous ’hypothese
de Riemann généralisée, on peut remplacer cette borne inférieure par exp{b(log, x)?}.

Démonstration. Commengons par établir (2-1). Comme dans [7], nous utilisons la méthode
de Daboussi exposée dans [8]. Nous introduisons le point-selle & = a(z, y), unique solution

de I’équation
logp
p—1

Py

et la fonction g, () :=1—1/p®.

Appliquons la forme duale de I'inégalité de Turan—Kubilius établie au théoreme 1.2 de [7]
en choisissant a,, := f(n)e(nd) et en restreignant la sommation du membre de gauche aux
nombres premiers n’excédant pas ,/q. Nous obtenons, pour 2 <y < z,

2

(2:3) > o| g2la )Ef (@59 — Y. fln)e(nd)| < ¥(z,y)>
p<+/q p* nGSH(a:,y)
p|ln

ot le membre de droite a été évalué grace a ’hypothese |f| < 1
D’apres les estimations classiques de « (voir par exemple le lemme 3.1 de [7]), on a

a= 1+0(%) - 1+o(loéq)

dans le domaine en x, y considéré, donc

(2:4) =3 gp =1log, 3¢ + O(1).
p<+/q

Par l'inégalité de Cauchy—Schwarz, nous déduisons donc de (2-3) que

«
3y gp(a )Ef(w,y;ﬁ)— >, fn ’<< ¥z, y) v L(a),
p<vid p nES“(x,y)
pln

d’ou

29 Beyd)=gs> Y S memd) +0(

p<q meS(z/p,y)
ptm

Désignons la somme double par T. Comme

>l <e(g) < %

meS(z/p,y)
p|m
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d’apres le théoreme 2.4 de [6], et comme « > % pour x, y assez grands sous les conditions
de I’énoncé, nous avons

(2:6) T =T +0(¥(z,y)),

avec

Tii=Y Y f(p)f(m)e(mp?).

p<ameS(z/p,y)

Maintenant une nouvelle application de I'inégalité de Cauchy—Schwarz fournit

2

\T1!2<{ ST Ofm| DD fp)e(mpd) ‘}
mGS(m,y) p</q
p<zT/m

> e(m(p — p’)ﬁ)'

meS(z/ max(p,p’),y)

<U(z,y) Y
P, P’ </q
<ven{ X vepi+ X B/t |
P<\1q P, P’ <4

p'<p

2¢(9) Jog(u + 1) lo q ap—17p
< Ve y)Q{L(q) " sO(gq() log y) P> %}
P’ <p<./q

d’apres (1-2). La somme double vaut

1
Z@(d) Z —<< Z Z m<7(9)\/§

dlq p'<p<\/q dlq d<p<./q
<4 p=p’ (mod d) d<v/q

ou 7(q) désigne le nombre des diviseurs de ¢. Nous avons donc établi que

T < VL(Q)¥(z,y).

Reportons dans (2-6) puis (2-5) en tenant compte de (2:4) : nous obtenons bien la
majoration annoncée (2-1).
Il reste a établir (2-2). L’identité de Buchstab permet d’écrire

Ep(z,y;9) =e®)+ > f") Y. f(m)e(mp").

pVES(ZZ‘,y) mES(m/pV,p—l)

Posons § := 1/q. Introduisant les nombres K de la forme e% pour 1 < j < (logy)/d, nous
pouvons écrire, pour tout z < y,

Ef(w,y;9) < U(z,2)+ Y |Wk
2< K<y

avec

T Sl SHN D SR O

v>21l K<p<el K ' meS(x/p¥,p—1)
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Choisissons z := eV1°8Y_ de sorte que z > ¢2 pour x ou y assez grand. On a classiquement
U(z,2) < zo(uy/logy) < ¥(z,y)/q. Lorsque K > z, la contribution & Wy des entiers
v > 2 n’excede pas

> S ()« St & o(5) < M

2<pLyv=2 v>2 2<pLy

Pour v = 1 et toujours z < K < y, nous pouvons remplacer la condition de sommation
sur m dans Wg par m € ¥(x/K, K) : l'erreur commise n’excede pas

U(z/K,e°K) —U(ze ° /K, K — 1) < 6¥(z/K, K)

en vertu de la majoration de Hildebrand [10] pour les petits accroissements de z — ¥(x, y)
— applicable ici puisque zd /K > 1 — et des estimations classiques relatives aux variations
de la fonction de Dickman. Désignons par W la somme correspondante, de sorte que

U(x, N
EBye,y0) < 20Y S g,
q 2< K<y

Nous avons

0K
* |2 _ /

m,m'€S(z/K,K) | K<p<edK

Lorsque (m — m/,q) = ¢/d le théoréme des nombres premiers en progressions arith-
métiques sous une forme forte implique que la somme intérieure en p est

p?(d) 6K
p(d) log K-

Pour chaque d fixé, les indices de la somme extérieure peuvent étre décomposés en
introduisant le diviseur ¢ de ¢/d tel que (m,q/d) = q¢/dt, de sorte que m = gh/dt,
m’' = qh'/dt avec dt|q, (h,t) = 1, k¥ = h(modt). Pour chaque m, nous bornons le
nombre des entiers m’ admissibles a I’aide des estimations de Fouvry—Tenenbaum [9] sur
la répartition des entiers friables dans les progressions arithmétiques. Il vient

> 1= > 1

m'eS(z/K,K) h'eS(xzdt/qK,K)
(m'—m,q)=q/d h'=h(mod t)
1 d_rx
< —— 1< —fo(—,K>.
So(t) mGS(x%; K,K q K
qK,K)
(m,t)=1

(Notons que nous avons utilisé ici les inégalités x/qK > x/qy > 1.) De méme, nous avons

ensuite do(d)
%) T
1= 1< Z20( LK),
) > =T lu(g
meS(z/K,K) heS(xdt/qK,K)
(m,q/d)=q/dt (h,t)=1
Nous obtenons donc @ 252
o(q)K x 2
W* 2 YAy Y <—,K)
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do(t)u _1 du(d)? 2@ ow(a)
0= 3 = H( %) < Vi

dtlg a dlq

Finalement, nous obtenons

U (z,y) 2w(a)/2 0K x
Er(x,y;9) < + —VU(—, K
@ 9:9) ¢ Aap(@}/* g;gy log K <K )

- w(9)/2
< Yawy) 2 G 2 W/

q {q@ 2<K<y K<p<elK
ow(q)/2 (. y)
L ———VY(x,y).
{aplay a7
a
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