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Introduction

Dans ce mémoire, je présente mes travaux de recherche en lesroapant en trois parties :
1. Interaction uide-structure

2. Méthode fréquentielle pour la contrélabilité et la stabilisation

3. Dépendance par rapport au domaine de quelques EDP

La premiére partie, la plus importante des trois, a été découpée endis sous-parties : I'analyse
théorique, I'analyse numérique et les problémes de contrble. Le syste étudié dans chacune
des sous-parties modélise le mouvement d'une structure a l'intérieud'un uide. Il couple
des équations aux dérivées partielles non linéaires (pour le mouventetiu uide) avec des
équations di érentielles ordinaires (pour les mouvement de la struaire). Une des di cultés
importantes vient du fait que ces problemes sont des problémes &ofitiere libre.

Dans la premiére sous-partie, on considére plusieurs systeme uidgructure donc on étudie
le caractére bien posé. Je commence par le systéme composé d'urdelusieurs solides rigides
se déplacant a l'intérieur d'un uide visqueux incompressible. Dans ce @ales équations aux
dérivées partielles correspondant aux mouvement du uide sont lesgéiations classiques de
Navier-Stokes. Le résultat obtenu dans ce cas est I'existence et l'igité de solutions fortes.
Une premiere étape dans la démonstration est un changement dengbles pour se ramener a
un domaine cylindrique. Dans le cas d'un solide entouré d'un uide remplisant I'extérieur du
domaine du solide, le changement de variables naturel est simple aduver mais introduit un
terme di cile a traiter. Dans le cas d'un domaine borné, le changementde variables est moins
évident a obtenir car il faut garder le domaine uide-structure xe. Par la suite je présente
deux résultats d'existence et d'unicité pour le systeme d'un solide rigiel dans un uide non
visqueux incompressible. Dans ce cas, les équations du mouvemerdup le uide sont les
équations classiques d'Euler. L'étude de ce systeme se fait dans le tédimensionnel et dans
le cas ou le uide remplit I'extérieur du domaine du solide rigide. Dans le casnidimensionnel
on peut aussi considérer l'interaction d'un uide non visqueux avec ue particule. Dans ce
cas, I'équation modélisant le mouvement du uide est I'équation de Burges. L'interaction
entre la particule et le uide est de nature di érente de l'interaction considérée dans les cas
précédents. Une des di cultés propre a I'étude de ce systéme vierttu fait que les solutions de
I'équation de Burgers ne sont pas nécessairement réegulieres ménwe@une condition initiale
réguliére. Ainsi, il faut pouvoir décrire l'interaction entre les solutions discontinues du uide
(chocs) et la particule : c'est pourquoi nous considérons ici le prédme de Riemann du systéeme
associé. Un autre systeme uide-structure dont on étudie le cardére bien posé est le systeme
composeé d'un corps déformable se déplacant a l'intérieur d'un uide visgeux incompressible.
La déformation du solide est donnée mais sa position est inconnue, derte que I'on travaille
avec un probléme a frontiére libre. C'est une maniére simple de modélisgar exemple la nage
d'un poisson.



La seconde sous-partie est consacrée a l'analyse numérique sur geeblemes uide-
structure. Il existe au moins deux grandes familles de schémas nuniguies permettant d'appro-
cher les solutions de ce type de problémes. On peut soit travailler avein maillage du domaine
du uide uniquement soit travailler avec un maillage du domaine total uide -structure. Dans
le premier cas, le désavantage est que le maillage n'est plus valable dé da structure bouge.
On doit donc trouver un moyen de ne pas remailler a chaque itérationretemps. Dans le
second cas, il faut trouver une maniére de prendre en compte qlemaillage contient les deux
domaines, uide et structure, et non pas seulement celui du uide. J&commence par présenter
une méthode numérique utilisant une formulation globale pour simuler l'ineraction de solides
rigides dans un uide visqueux incompressible. L'avantage de cette mBbde est d'utiliser
un maillage global sur tout le domaine du systéme uide-solide. Sous dmines hypothéses,
il est possible de démontrer la convergence de cette méthode. Unatre méthode classique
pour simuler l'interaction d'une structure et d'un uide est la méthode A .L.E. (Arbitrary
Lagrangian Eulerian) qui consiste a déplacer le maillage a n de suivre le géacement de la
structure. Dans un premier temps, nous étudions la convergenat schéma de cette méthode
pour approcher les solutions d'un systéme de Stokes écrit sur un oh@ine non cylindrique
mais connu a priori. Puis, nous étudions la convergence du schémardale cas d'un probléme
uide visqueux incompressible-solide rigide.

Dans la derniere sous-partie, nous nous intéressons a deux prabiés de contréle pour des
systemes uide-structure. Dans le premier probléme, on considéreans une cavité bornée, un
solide rigide dans un uide visqueux incompressible et I'on contrdle sur um partie non vide
arbitrairement petite du domaine du uide. On cherche a contrbler lesvitesses du uide et
du solide rigide mais aussi la position du solide rigide. Nous avons considde cas particulier
ou le solide rigide est une boule et ou le mouvement est bidimensionnel. tde résultat est la
controlabilité locale a zéro pour les vitesses et la controlabilité locale exte pour la position
de la boule. Un des intéréts de considérer des problémes de contrl& des systémes uide-
structure est de pouvoir aborder la question de la nage d'organismeaquatiques. En e et, la
nage peut étre vu comme un probléme de contr6le ou l'on cherche argbler a la position via
une déformation adéquate. Cette approche pourrait donner demmdications pour comprendre
les mécanismes complexes de la hage et permettrait de proposer g&gonses aux hombreuses
guestions que se posent biologistes et mécaniciens sur le déplacerméiorganismes aquatiques.
C'est I'objet du second probléme ou nous considérons le cas d'un mieooganisme se déplagant
via des cils agissant sur son bord. En utilisant le fait que I'on travaille ave une structure petite,
on peut simpli er le modele et se ramener a I'étude d'un systeme de dimeiw nie sur lequel
on montre des résultats de contrdlabilité exacte pour plusieurs typ de contréles.

La seconde partie de ce mémoire est consacrée a la méthode frédigde pour la controlabi-
lité ou la stabilisation. Cette approche est a comparer avec d'autreméthodes - dites méthodes
temporelles - ou I'on travaille directement sur le systéme ou sur son guint. L'avantage d'une
approche fréquentielle et de pouvoir travailler sans la variable templle et cela peut dans de
nombreux cas simpli er l'utilisation des méthodes usuelles comme la méthade des multiplica-
teurs, la méthode des séries non harmoniques, etc. Nous travaillerioujours dans le cas ou
l'opérateur A du systeme non contr6lé est un opérateur anti-adjoint et selon lesas avec un
opérateur de contrdleB borné ou non borné. Dans la cas borné, nous obtenons un critére d
stabilisation portant uniqguement sur les paquets de vecteurs progs de l'opérateurA. Grace
a ce critére, nous pouvons redémontrer un résultat de Ja ard sula stabilisation de plaques
carrées. De plus, ce critére est bien adapté pour pouvoir attaqude probléme de la stabilisa-
tion uniforme des systemes discrétisés par des schémas numérigjuelus précisément, dans ce



probléme, on considere une équation aux dérivées partielles commar gxemple I'équation des
ondes, que l'on stabilise de maniére a ce que son énergie décroisseoarptiellement. Lorsque
I'on discrétise I'équation par rapport a la variable spatiale, on peut se dmander si I'énergie
des solutions du probléme approché décroit exponentiellement unifeément par rapport au
parametre de discrétisation. La méme question peut se poser pounyrobleme de contro-
labilité ou d'observabilité. En général, cette décroissance exponeptle uniforme de I'énergie
n'est pas véri ée, les hautes fréquences n'étant que faiblement didisées. Pour remédier a ce
probléme nous ajoutons une viscosité arti cielle au schéma classiqué Bous montrons que
de maniére générale cette ajout permet d'obtenir la décroissanceq@onentielle uniforme de
I'énergie. De maniere plus précise nous développons un cadre abgtidans lequel les valeurs
propres deA admettent un gap, ce qui est assez réducteur, mais nous utilisoid@ méme mé-
thode pour traiter le cas des plaques en dimension 2 pour montrer §us'agit d'une restriction
technique. Finalement, dans le cas d'un opérateuB non borné, nous développons un critére
de contrdlabilité portant toujours sur une relation entre B et les paquets de vecteurs propres
de A. Ce critére nous permet d'obtenir un résultat de contrélabilité origiral : I'équation des
plagues dans un carré est contrdlable via un contréle sur sa fronti¢, le contréle pouvant étre
a support aussi petit que I'on veut. C'est un résultat a comparer a lacondition d'optique
géométrique nécessaire et su sante dans le cas de I'équation desdms.

Dans la derniere partie de ce mémoire, je considére deux problémesnd lesquels intervient
la dépendance d'une solution d'une EDP par rapport a son domaine. D |'un d'entre eux,
il s'agit d'optimiser la forme d'un domaine pour minimiser un critére. Contrairement a I'opti-
misation classique , on change ici la topologie du domaine en insérades petites inclusions.
Pour savoir si cette inclusion est intéressante pour la minimisation, 10 regarde le signe d'une
dérivée dite dérivée topologique. La théorie dans le cas d'équations elligues est bien déve-
loppée méme s'il reste de nombreux problémes ouverts. Nous étams$ des résultats connus
dans le cas elliptique a des équations d'évolution comme I'équation de laaleur ou I'équation
des ondes. Le second probleme est trés simple a décrire : on congden domaine composé
de N domaines identiques mais translaté dans un direction. On considéreads ce domaine un
uide en régime stationnaire sur lequel on applique une force périodicuide périodelL dans
la direction du domaine. Est-ce que la solution du systeme de Stokesrtespondant converge
vers la solution de Stokes périodique de période ? Nous obtenons des résultats partiels i.e.
avec certaines conditions aux bords.



Chapitre 1

Analyse théorique de problemes
d'interaction uide-structure

1.1 Introduction

Comprendre comment les oiseaux ou les libellules volent, comment les iggons et les
dauphins nagent ou comment lymphocytes et ciliés se déplacent sodés problémes fascinants
et nombreux sont les scienti ques qui s'y sont intéressés. Mais les mm@nismes mis en jeu
peuvent étre trés di érents (les mouvements de globules rougesads un écoulement sanguin
et le déplacement d'un avion ont peu de points communs) et sont de pfusouvent complexes.
En e et, les déplacements des organismes précédents se font etenmagissant avec le milieu
uide dans lequel ils sont plongés. Il s'agit d'un intérét de I'étude de linteraction entre une
structure et un uide. Cette étude commence par une partie de modlisation dans laquelle on
doit faire attention

1. & ne pas trop simplier pour ne pas perdre des propriétés qualitaties importantes du
probléme que I'on cherche a modéliser;

2. a ne pas garder un systéme trop compliqué sur lequel toute étadhéorique serait hors
de portée.

Par la suite, on peut étudier d'un point de vue théorique et d'un point de vue numérique le
systeme obtenu et - si possible - retrouver le phénoméne que I'onesichait a modéliser, comme
la nage ou le vol d'animaux.

Ce plan se heurte a de nombreux obstacles a chacune des étapesl'drde. Dans ce
chapitre, nous présentons des résultats concernant I'analyse ébrique de problémes uide-
structure. Les principales di cultés de cette analyse sont des dicultés que l'on rencontre
dans les autres parties de I'étude de tels problémes :

1. Les équations modélisant le mouvement du uide demandent a elles des un travalil
important. Il s'agit souvent d'équations non linéaires (équations de Mwvier-Stokes, équa-
tions d'Euler), et, méme sans structure, leur étude est loin d'étre ampléte malgré le
nombre impressionnant de publications portant sur leur analyse.

2. Les équations du uide et les équations de la structure sont coupléest généralement ce
couplage est assez fort. Cela peut se voir par exemple dans la ofgion théorique ou
numérique des systémes uide-structure : on ne peut souvent pagsoudre séparément
les équations du uide et les équations de la structure.
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3. Enn, la derniére di culté provient du fait que les équations de uide s ont écrites en
coordonnées Eulériennes : le domaine du uide n'est donc pas xe car laracture
se déforme ou se déplace. De plus comme cette déformation ou celdéement sont
inconnues, on doit travailler avec un probléme a frontiére libre.

Parmi les travaux plus anciens, on peut citer ceux de Thomson, Taitet Kirchho au
1%°siecle et de Lamb au 28 Leurs études portent sur le cas d'un uide potentiel ce qui simpli e
beaucoup I'étude. Dans le cas ou le uide est visqueux et incompressiblg la structure un
solide rigide, les premiers travaux ont été obtenus par Serre [121], &vberger [133] et Judakov
[92], la plupart des autres publications mathématiques sur ce sujetatant des dix derniéres
années. Une grande partie d'entre elles correspondent toujouasl systéme composé d'un ou de
plusieurs solides rigides et d'un uide visqueux incompressible. Plusieusuteurs ont travaillé
sur le caractére bien posé des équations associées a ce systemaldi8], [57], [59], Galdi et
Silvestre [60], [62], [61] dans le cas ou le systéme remplit tout I'espace@¢sjardins et Esteban
[44]; Ho mann et Starovoitov [83, 84]; Conca, San Martin et Tucsrak [38]; Gunzburger, Lee
and Seregin [77]; Grandmont et Maday [73]; San Martin, Starovoite et Tucsnak [119]; E.
Feireisl [52] dans le cas ou le systéeme uide-solide est con né dans unmaine borné. Dans
ce dernier cas, les résultats obtenus correspondent a I'existende solutions (faibles ou fortes)
tant que le solide ne touche pas la frontiére extérieure. Dans ma tke, j'ai démontré I'existence
de solutions fortes dans les deux cadres : le cas ou le systéme le ustedcture remplit tout
I'espace (dans ce cas, nous supposons que le solide est une boul&jaes le cas ol le systéme
uide-structure est con né dans une domaine borné. A chaque fois @ démontre I'existence
globale tant qu'il n'y pas contacts entre solides (et avec données fites lorsque I'on travaille
en dimension 3 en espace).

Une question naturelle est de savoir ce qui arrive au moment du coatt. Un premier pas
dans cette direction a été fait par San Martin, Starovoitov, Tucsrak [119]. Dans ce papier, ils
démontrent qu'en dimension 2, s'il y a contact entre deux solides, ceontact a lieu a vitesse et
accélération relatives nulles. En d'autres termes, il n'y a pas de checce qui semble contraire
a l'intuition correspondant au phénomene physique. Plus tard, Feirisl [52] a généralisé ce
résultat en dimension 3. Vazquez et Zuazua montrent dans [132] qudans le modeéle réduit
a une dimension d'espace, les solides ne se touchent jamais. Finalemperes récemment,
et de maniére indépendante, Hesla [80] et Hillairet [81] ont démontréuwjl ne peut y avoir
contact entre solides rigides lorsque I'on considere le mouvement deoldes dans un uide
visqueux incompressible en dimension 2. Dans le cas d'un uide parfait,rurésultat de Houot
et Munnier [85] démontre que les chocs entre solides rigides sont gises. lls se placent dans
une géométrie simple (un disque au-dessus d'un plan) et obtiennenna solution explicite du
probléme et véri e qu'il y a contact en temps ni.

D'autres études ont été faites, toujours dans le cadre de linterdion de solides rigides
avec un uide visqueux incompressible : certains auteurs ont travaillésur le comportement
en temps long (Vazquez et Zuazua [131], Munnier et Zuazua [109]). Rieurs études ont été
faites sur I'analyse numérique de schéma numérique utilisé pour disdiger les équations du
mouvement de ce systéme : Maury [106, 107]; Glowinski, Pan, Heslipseph et Périaux [69];
Nobile [111]; Bertulozza, Ismail et Maury [16], etc. En n, quelques traaux concernent des
problémes de contrdle associé a ce systeme : Doubova et Fernan@@ara [48] (en dimension
1), Boulakia et Osses [24].

Finalement, quelques analyses portent sur des systemes uide-sttture autres que celui de
solides rigides dans un uide visqueux incompressible, comme par exefaede cas d'un uide



visqueux compressible (Desjardins, Esteban [45]; Feireisl [53]; Blakia [22]) ou le cas d'un
solide élastique (Desjardins, Esteban, Grandmont, Le Tallec [46]; Bdakia [23]; Coutand,
Shkoller [40]). Cependant dans ces derniers cas, ils restent de nombses questions ouvertes
et peu a été fait en dehors de I'analyse du caractére bien posé.

1.2 Solutions fortes pour un systeme solide rigide- uide vi S-
gueux incompressible ([T3], [T15], [T16])

Le probléme d'interaction entre un ou plusieurs solides rigides et un uidevisqueux in-
compressible a donné lieu a de nombreux travaux. Notre contributio consiste surtout en
I'obtention de résultats d'existence et d'unicité de solution fortes. Mdus avons travaillé dans
le cas ou le domaine du systéme uide-solides rigides remplit tout I'espacet dans le cas ou
ce systeme est con né dans une cavité bornée. Remarquons qu'il giapour l'instant de la
seule maniére d'obtenir l'unicité pour ce probléeme uide-structure. Enparticulier, I'unicité de
solutions faibles en dimension 2 qui se démontre sans probléme san$ide, reste dans ce cas
un probléme ouvert. Nos résultats portent sur les cas bidimensiorah et tridimensionnel.

Dans le cas borné, le résultat obtenu est publié dans [T15] et géndise le résultat de
Grandmont et Maday [73]. Ces auteurs se basent sur un résultat dBeale [15] portant sur
I'existence de solutions fortes des équations de Navier-Stokes dann domaine variable mais
connu. Leur méthode consiste a utiliser ce résultat pour résoudre deéquations du uide
lorsque I'on impose le mouvement du solide rigide, puis a résoudre les étions du solide
rigide lorsque l'on impose le mouvement du uide. Finalement ils utilisent un int xe de
Banach pour obtenir I'existence de solutions fortes. Il s'agit la d'une réthode trés naturelle
pour résoudre ce type de systéme et la plupart des ingénieurs ou oahiciens utilisent la méme
méthode pour simuler numériqguement un systéme uide-structure Malheureusement, un des
problémes de cette méthode provient du fait que le couplage entre laide et la structure est
fort et par conséquent cette séparation entre la résolution de @gue élément conduit a une
perte de précision : dans le résultat de [73], les auteurs sont obligés dupposer que la densité
de la structure est trés grande devant celle du uide pour avoir une pplication contractante
(et obtenir leur résultat). Dans [T15], une idée importante est de réoudre en méme temps les
équations du uide et les équations de la structure.

Pour présenter la méthode que I'on a employée, on commence par igerles équations du
systeme. Ces équations di érent légérement lorsqu'on les écrit enirdension 2 ou en dimen-
sion 3. Commengons par le mouvement d'un solide rigide a l'intérieur d'un uide visqueux
incompressible en dimension 3 :

gij u+(u rjutrp=f dansF(;Q); t2 (0;T); (1.1
divu=0 dansF(;Q); t2 (0;T); (1.2)
u=0 sur@ ; t2 (0;T); (2.3)
u= %+1A(x ) sur@(;Q);t2(0;T); (1.4)
VA

m 0= (u;p)nd + sf dx dans(0;T); (1.5)

7 @(Q) S(;Q)
(11 )°= x )™ (u;p)nd + s(x )~Afdx dans(0;T): (1.6)

@(;Q) S(;Q)



Dans le systeme ci-dessus, les inconnues sont ( Uz; Uo; Us) la vitesse du uide en coordonnées
Eulériennes,p la pression du uide, =( 1; 2; 3) le centre de masse du solide &) 2 S0(3)
l'orientation du solide. Plus précisément, le domaine occupé par le solidégide est donné par
la formule suivante :

S(; )=Qs%+ ; (1.7)

ou Sy est un domaine de référence. Le domaine du uide est le complémentaidai domaine
du solide dans i.e.

F(;Q)= nS(;Q): (1.8)
La vitesse angulaire! est relié aQ par la formule suivante :

%Qx =17 (Qx) 8x2R%: (1.9)

La constante est la viscosité du uide, et g la densité du solide rigide. Elle dépend de et
de par la formule

s(Ex)= Q (x  (1); (1.10)
ou Q est la matrice adjointe deQ. En particulier, la massem et le moment d'inertie | sont
donnés par 7 7

m = s(tx) dx= " (y) dy (1.11)

S(:Q) S0

et Z
L) = stx)(e™ (x (1) (g7 (x (1)) dx

75(:Q) (1.12)
S SM(Qeny) (Qegny) dy:

Remarquons quem est une constante tandis qud dépend du temps. Le tenseur de Cauchy
du uide (u;p) est donné par

(u;p)=2 D (u) pld; (1.13)
: 1 @ @
— U a
D(Wij =5 o+ = (1.14)

est le gradient symétrique deu.
En dimension 2, ce systéme est trés similaire :

%l: u+(u rju+rp=f dansF(; ); t2 (0;T); (1.15)
divu=0 dansF(; ); t2 (0;T); (1.16)
u=0 sur@; t2 (0;T); (2.17)
u= % °x ) sur@(; );t2(0;T); (1.18)
Z Z

m 0= (u;p)nd + sf dx dans(0;T); (1.19)

7 @(; ) 7 S(; )
| 0= (x ) (upnd + s(x )7 fdx dans(0;T):  (1.20)

@(; ) S(y )



10

Y9

Fig. 1.1 Changement de variables

Dans ce cas, on écrit simplement qué) est la matrice rotation d'angle i.e.Q =R . Enn,
pour tout vecteur x 2 R?, le vecteurx” est dé ni par

? _ X2
X: = g (1.21)

En dimension 2 d'espacel devient un réel strictement positif et indépendant du temps donné
par z z
| = s(tx)kx  (Hk* dx = (y)kyk? dy:
S(;Q) so
Pour résoudre ces systémes, on procéde en trois étapes :
Changement de variables pour se ramener a un systéme écrit sunwomaine cylindrique.
Résolution locale en temps.
Estimation a priori pour étendre la solution.
Pour la premiére étape, l'idée est de construire un changement de nables qui permette
de xer les solides rigides, sans modi er le domaine total (c.f. gure 1.1).
Dans le cas ou I'on considére un seul solide rigide entouré par un uide mglissant tout
I'espace, ce changement de variable est trés simple a construire : il sd'inverser le mouve-
ment rigide. On pose donc

y=Q (H(x (1) (1.22)

et les nouvelles inconnues sont

Uty)= Qu(tQt)y+ (1)); P(ty)= ptbQ(t)y+ (1)): (1.23)

C'est le changement de variables utilisés par Serre [121], Galdi [59], Galet Silvestre [60] et
Silvestre [122]. Dans un contexte légérement di érent c'est aussi lehangement de variable
utilisé par Hishida [82]. En domaine borné, le probleme de ce changemeh¢ variable est bien
slr que le domaine contenant le systéme uide-solide est transformé en un domaine vaable
( t). Méme avec ce désavantage, il s'agit du changement de variabledlise par Conca, San



11

Martin et Tucsnak dans [38] pour démontrer l'existence de solutiondible en dimension 3 et
dans un domaine borné. Leur méthode consiste a mettre un terme ¢&nalisation sur la partie
de ( t) qui n'est pas dans .

Une autre maniére de procéder consiste a tronquer ce changemt de variables rigide.
Pour cela on considére un voisinage du solide rigide et une fonction deohcature sur ce
voisinage et on l'utilise pour tronquer la fonction courant associée a laitesse rigide. Cela
permet d'obtenir un nouveau champs de vitesse tel que

(tx)= )+ ! (x () dans un voisinage deS(t); (1.24)
(t;x)=0 dans un voisinage de@ ; (1.25)
div =0 dans : (1.26)

La derniére condition est intéressante pour conserver la divergeaadu champ de vitesse par
ce changement de variables et n'est pas di cile a obtenir ici. Le changeent de variables est
alors obtenu comme solution d'un probleme de Cauchy :

8 4
2 “u . - . . .
G XY= ( EX(EY);

N (1.27)

X@0y)=y:

On véri e sans diculté que X (t) transforme bien le solideSy en S(t) tout en laissant
invariant. Il est inversible et on note Y (t) l'inverse de X (t). Le désavantage de ce changement
de variables est que le systéme transformé n'est pas aussi simpleeqeelui que I'on obtiendrait
avec le changement de variables (1.22)-(1.23). Plus précisément,I'sn pose

Uty) = Iy (X (O)ut X (ty)); PLy) = pt; Q()y + (1)) (1.28)
et
W=Q® );  (t)=Q 1) Y (1.29)
on obtient un systeme de la forme
%Ltj+[M U]+ [N U] [LU]J+[GP]=F;, t2(0;T); y2Fy; (1.30)
dvU=0; t2(@0;T); y2Fy; (1.32)
Uty)=0,y2@,; t2[0T]; (1.32)
Uty)= "(t)+ () vy, y2 @o; t2[0;T]; (1.33)
z
m qt) = (U;P)nd M ()" (t)+ Fy; t2 (0;T); (1.34)
@o
z
lo qt) = y (UiP)nd+ 1o ()" (O)+ F; t2(0;T); (1.35)
@0
U@;y) = U%y);y 2Fo; (1.36)

o= 9% %)= Lro=1°9% (1.37)
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L'idée pour résoudre ce systeme en temps petit est d'utiliser le fait que changement de
variables est égal a l'identité a l'instant initial et que ce changement devariables est régulier
en temps. Par conséquent on a des estimations du type

kX Id k|_1 (0:T) 6 CT; kY Id k|_1 (0:T) 6 CT: (138)

ainsi que des estimations des coe cients des opérateutd , L et G. Le terme N est un terme
non linéaire en le champs de vitessdg (c'est la transformation du terme (u r )u). Il s'estime
en utilisant le lemme suivant.

Lemme 1.2.1. Pour toutes fonctions
uv2 L20; T;H2() \ LY (O T HY)
ona(u r)v2L5?%0;T;L%()) .

En utilisant ces estimations et en considérant le probléme linéaire uidestructure

@@Ltj U+rP=F, t2(0;T); y2Fy; (1.39)
divU=0; t2(0;T); y2Fy; (1.40)
Uty)=0;y2@; t2[0T] (1.41)

Uty)= "+ (1) vy, y2@; t2[0T] (1.42)
Z

M qt) = (U:P)nd + By; t2(0;T); (1.43)
Z 0

lo qt) = y (U;P)nd + B;t2(0;T); (1.44)

@50

on peut résoudre le systéme (1.30)-(1.37) pour des temds petit. Pour obtenir I'existence
globale, on doit obtenir des estimations a priori : en multipliant le systéne par u on obtient
une estimation de I'énergie i.e. de
z t
KU(t)KZ 2k 1y + Mi AOFZ + j1 2+ i KD (u(8))Kf 2 (g)) S

En mutlipliant ensuite par %‘t" nous obtenons une estimation de la normél ! de u, ce qui nous
donne l'existence globale tant qu'il n'y a pas de contacts entre solides

Il est important de remarquer que lors de la résolution locale en tempsous ne découplons
pas les équations du uide et les équations du solide rigide, mais nous lessolvons en méme
temps via le systéme (1.39)-(1.44).

Lorsque I'on considére le probléme dans tout I'espace, i.,e= R2ou = RS, on est tenté
d'utiliser un changement de variables plus simple du type (1.22)-(1.23)Par exemple lorsque
Sp est une boule, on peut prendre

y=x (1) (1.45)

ce qui donne le systéme suivant

gt u+ U - r u+rp=1f; (ty)2(0;T) F (0); (1.46)
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dvu=0; (ty)2 (0;T) F (0); (1.47)
uly;t)= () + () y;  (ty)2(0;T) @(0); (1.48)
Z Z
m~t) = (wpnd + fy;t)dy; t2(0;T); (1.49)
7 @(0) ~ S(0)
Tqt) = y~ ( (wpn) d + y”r fy;t)dy; t2(0;T): (1.50)
@(0) S(0)

Ce systeme s'étudie de la méme maniére que le systeme précédentf spue le passage par
I'estimation des coe cients de L, M , etc. n'est plus nécessaire. On obtient encore dans ce cas
I'existence et l'unicité globale de solutions fortes [T3].

Par contre lorsque le solideSy n'est plus une boule, le changement de variables ne peut
plus étre seulement une translation. Il faut prendre en compte la r@ation du solide, i.e. utiliser
un changement de variables du type (1.22). Dans ce cas, on obtient

gt u+ U - Ay r u+rp+tru=f; (ty)2(O;T) F (0); (1.51)
divu=0; (tty)2 (0;T) F (0); (1.52)
uly;t)= )+ (M) Ny, (ty)2(0;T) @(0); (1.53)
z Z

m™t) = (@pnd + Fy;ty dy+ Fy(t); t2 (0;T); (1.54)

@(0) S0
) = y~ ( (@pn) d + yN f(y;t)ydy+ fi(t); t2(0;T);  (1.55)

@(0) s(0)

avec

fa()= mi(t) “(@);, f, ()= 11(t) 1(1): (1.56)

Le probleme pour étudier un tel systéeme vient du terme[(f"* y) r ]U. Il est possible
d'attaquer directement ce probléme : c'est ce qui est fait dans [8t dans [60]. Méme dans le
cas d'une vitesse angulaire constante ([82]), I'étude est complexen@eut signaler par exemple
que l'opérateur associé n'est plus analystique. Nous avons choisieiautre approche dans [T3] :
nous reprenons le changement de variables introduit dans le cas d'utomaine borné. Plus
précisément, au lieu de translater et de tourner tout I'espace pougarder le solide xe, nous
ne faisons cela que localement autour du solide. Il y a deux avantagaautiliser ce changement
de variables. Le premier est que I'on peut obtenir de meilleurs résultaiomme par exemple
l'unicité des solutions. L'autre avantage est que nous pouvons aveette méthode traiter le
cas de plusieurs solides rigides dans tout I'espace. Par contre, nopsrdons la simplicité des
équations (1.51)-(1.56). Si I'on veut étudier le comportement en t@ps long comme dans [131]
ou dans [109], les équations obtenues avec notre changement deialles ne semblent pas trés
bien adaptées.

1.3 Solutions classiques pour un systeme solide rigide-uid e
parfait ([T8], [T7])

Dans cette section, on considére le cas d'un solide rigide se déplacartintérieur d'un uide
parfait en dimension 2. Le systeme uide-solide rigide remplit tout I'espae. Les équations du
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uide sont les équations d'Euler, et le systeme complet du mouvement'écrit :

@u

@t+(u ryu+rp=0 dansF(; ); t2 (0;T); (1.57)
divu=0 dansF(; ); t2 (0;T); (1.58)
un=(% °% ))n sur@(; );t2(0;T); (1.59)
Z
m %= pnd dans(0;T); (1.60)
. @(; )
| 00= (x )? pnd dans(0;T): (1.61)
@&(; )

Nous avons démontré |'existence et I'unicité de solutions classiques aystéme précédent dans
deux cas : le cas ou le solide rigide est une boule, ce qui permet de faire changement de
variables du type (1.45) et le cas ou le solide a une forme arbitraire, @i oblige a utiliser soit
un changement de variables du type (1.22), soit un changement dexsiables similaires a celui
utilisé dans le cas d'un domaine borné. Dans ce cas, nous avons préfatiliser le changement
de variables (1.22) et traiter le probléme du terme  %? r U en utilisant des espaces a
poids.
Les équations aprés changement de variables s'écrivent

h [
gf u - ry? r u+rp+ru’ =0 dansF; t2 (0;T); (1.62)
divu=0 dansF; t2 (O;T); (1.63)
un=C+ry’) n sur@,;t2(0;T); (1.64)
Z

m' 0= pnd mr? dans(0;T); (1.65)
Ir 0= y’ pnd dans(0;T): (1.66)

@

Nous avons notér = Cet non! comme dans ce qui précéde car dans I'étude des équations
d'Euler, la vorticité, généralement noté! et dé nie par ! =rot T, joue une rble essentiel. Soit
T > OetsoitQr =(0;T) F . Nous notons parB() I'espace des fonctions continues bornées
sur . Pourtout > 0nous notons parL!() I'ensemble des (classes de) fonctions mesurables
I sur telles que 7

Kk = ' Wilyi dy<1:
Nous notons aussi B
()= fq2L3.(): ra2l?) o

Finalement pour tout 2 (0;1), C () est I'espace des fonctions d8() holdériennes d'ex-
posant sur .
Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 1.3.1. Soit > 2, 2 (0;1), Up 2 B(F)\ H(F) tels que

div(to)=0; (Uo o roy’) nNjg =0; |l|_{ln Ug=0
jyi!
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et
rottp 2 LY(F)\ C (F):

Alors il existe une unique solution(T; p; ;r) de (1.62)-(1.66) avec les conditions initiales
(To; “0;r0), telle que

m gt; FU2B(Qr); U2 CYO;TILLA(F))\ C(0;T]HY(F));

y? ru2C(0;T;L3(F)); p2C(o;TLYF)); 2 CX(0;T]); r2 CY(o;T):

Une telle solution est unique a une constante additive préesyr la pression.

Pour démontrer notre résultat, nous approchons le systeme (126-(1.66) en lui ajoutant
un terme de viscosité. Cela nous rameéne a I'étude d'un probléme similai celui d'un solide
rigide dans un uide visqueux incompressible. La di érence vient des caditions aux bords : au
lieu des conditions de Dirichlet, nous considérons la condition (1.64) da condition! =0. Ce
choix de conditions aux bords a déja été utilisé pour les équations d'Ber dans le livre de Lions
[101] pour démontrer I'existence de solutions. En démontrant dessémations uniformes suru
et sur! nous pouvons passer a la limite lorsque la viscosité tend vers 0. L'autegpproximation
que nous faisons est de remplacer §€ dans ry? r U parunterme tronquéyF?{. Une autre
maniére de procéder aurait été d'utiliser la théorie des intégrales simgjéres pour avoir des
estimations a poids (voir par exemple [125]) mais il semble que cette tbée ne nous permette
pas d'estimer la normeL? dejyjr U a partir de ! .

Une grande partie de la démonstration provient de la méthode déveppée dans [98] (qui
une extension de la méthode de Kato [95]). Une des di érences vientudfait que nous ne
pouvons utiliser le méme point xe a cause d'un manque de connaissanir la pression
sur le bord du solide (c'est pour cela que nous passons par le systed® Navier-Stokes avec
conditions de Navier). Une autre di érence qui découle de I'argumetnprécédent est que nous
travaillons dans un cadreL? en plus du cadreL? .

Ce travail permet d'aborder d'autres probléemes, méme si I'analyseuwcaractére bien posé
n'est pas terminée. Dans le cas visqueuy, il n'y a pas de chocs entralides rigides (et proba-
blement pas de contacts) : que peut-on dire dans le cas non visque? En fait, dans [85], les
auteurs ont déja obtenu l'existence de chocs dans ce cas, en ddésant un uide potentiel
et sans circulation. C'est d'ailleurs dans ce cadre que beaucoup degimémes peuvent étre
réduits plus facilement (les équations du systéeme se réduisent a déguations di érentielles).
Par exemple, on peut essayer de résoudre des problemes de coletiou des problémes inverses
qui seraient peut étre trop di cile a résoudre avec le systeme uide usqueux - solide rigide.

En ce qui concerne I'existence et l'unicité, on peut travailler sur le mém probléme mais
dans un domaine borné. Dans ce cas, il faudra utiliser un changentede variables comme
celui introduit dans le cas visqueux. Il n'est pas entierement clair qud'on peut appliquer la
méme méthode que celle que I'on a développée dans le cas de tout I'egpda@ résolution du
probléme en dimension 3 peut aussi étre intéressant car il n'est plysossible de passer par
les équations de Navier-Stokes et il faut donc trouver une méthadi érente. De plus, pour
les équations d'Euler en dimension 3, on ne sait pas si les solutions réigues sont globales en
temps (et certains tests numériques semblent indiquer le contraijece qui peut compliquer le
travail dans notre cas.
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1.4 Un modele simpli € 1D uide non visqueux-particule ([T5] )

Etant donné I'étude de la section précédente, on peut naturellemérse demander ce qui
se passerait si I'on simpli ait le modéle précédent au cas 1D. Dans le savisqueux, plusieurs
résultats ont été d'abord obtenu dans le cas 1D : comportement gmptotique [131], contréle
[48], absence de contact entre les solides [132], convergence deéseh numérique [72]. Mal-
heureusement dans le cas non visqueux, cette simpli cation n'en ¢pas une. Premiérement,
il faut noter que l'interaction entre le uide et la particule n'est pas simple dans le cas 1D
ou l'on remplace les équations d'Euler par I'équation de Burgers (non vigleuse) : il n'y a
plus de pressionp et par conséquent les équations (1.60) et (1.61) sont di ciles a traslater
au cas 1D. Deuxiemement, I'équation de Burgers ne sont pas aussinple a traiter que les
équations d'Euler en dimension 2 : en e et, les solutions de Burgers peent exploser en temps
ni méme avec des données initiales régulieres. On doit donc considémes solutions pouvant
admettre des discontinuités et par conséquent comprendre l'int@ction entre ces discontinui-
tés et la particule. C'est pourquoi dans cette section, nous ne ceidérons que la résolution du
probléeme de Riemann (donnée initiale constante par morceaux avema seule discontinuité
au niveau de la particule) pour notre probléme.

Commencons par décrire notre modéle. Comme dans ce qui précedeest la vitesse du
uide et la position de la particule. Les équations du mouvement sont

8
3 @utx)+ @ u=2 (5x)= D) ut (1) () (Ex)2R" R

m %) = W ut ©) ; t2 RY; (167)
2 Uu(0;x) = uo(x); X2 R; '
"~ ((0); %0)) =(0;vo):

Dans ce modele, nous n'avons pas comme dans les modéles précédétt) = u(t; (t)), mais
cette condition est relaxée a travers le terme de friction ( {t) u(t; (t))). D'un point de

vue formel, lorsque !'1 , on retrouve la condition d'égalité des vitesses. D'autre part, on
remarque que la force appliquée a la particule ne vient pas du tensedie Cauchy ou de la
pression mais du terme de friction.

Une des principales di cultés vient de la présence d'un singularité dande terme source

de I'équation de Burgers. En e et, u pouvant étre discontinue en (t), le sens du terme

(hYt)  u(t; h(t))) h(t)(X) n'est pas complétement clair. Pour le dé nir, nous utilisons une
régularisation de la particule, remplagant la mesure de Dirac par ue fonction positive a
support compact et de mesure 1. Une autre di culté importante e liée a la particule. En
e et, son mouvement est gouverné par une équation di érentielle wec un champ de vitesse dis-
continue. En fait en utilisant des inégalités d'entropie, nous sommesremesure de sélectionner
la bonne solution.

La premiére contribution de notre travail est de donner une dé nition au solution du
probléme (1.67). Cette dé nition est obtenue a partir d'approximations du systéme : on peut
régulariser la particule comme décrit ci-dessus et on peut ajouteredla viscosité comme pour
les équations d'Euler (c.f. section précédente). Nous obtenons ladition suivante :

Dé nition 1.4.1. Soitug2 L* (R) etvp2 R. Uncouple(u; )2 LT (R* R) CI(R) est
solution de (1.67) si les deux conditions suivantes sont véri ées.



17

D1 Pourtout 2 R et pour toute fonction positive' 2 C! (R. R),

z z z z 2 2
ju j@dxds + sghu ) > @' dy ds
R: R Ry R
+m . i ja@ () ds+ RJ'Uo(X) i (0)dx+mj 0) j'(0; (0) > O
(1.68)
D2 Les traces a droites et a gaucheg(t; (t) ) deu vérient
uct, ()2 Uo(u(t; (1) );; A): (1.69)
Dans la dé nition précédente, lI'ensembleUp(U; ;v) R est dé ni par
8
2fU g siu<v;
Uo(U;;V)=>[2v u ;v] siv U v+ ; (1.70)

" fu g[[2vv U ;2v U+ ] siU>v+ :

La seconde contribution est de considérer le cas d'une discontinuitéitiale superposée a
la particule et d'obtenir dans ce cas l'existence globale de solution. Pluprécisément, nous
démontrons le résultat suivant.

Théoréme 1.4.2. Pour tout > 0 et pour tout (u_;Ug; Vo) 2 RS, si

_ u. sSix< 0
Uo(x) = Ur Six> 0

alors il existe une solution de(1.67).

De plus, il est possible de décrire entierement les solutions dans cesda.

Comme nous l'avons mentionné ci-dessus, une des di cultés vient de lemesure de Dirac
dans le terme source (produit non conservatif). Ici cela correspa a champ linéairement
dégénéré et peut conduire a un phénomeéne de résonance (sumsition d'ondes non linéaires
avec la particule). Isaacson et Temple ont étudié de tels problémes da [89]. Plus tard, Goatin
et LeFloch ont étendu leur analyse des systemes dans [71]. lIs consigldtr des systemes non
conservatifs avec une résonance dégénérée c'est-a-dire que latrine Jacobienne n'est plus
diagonalisable lorsque les valeurs propres coincident. Dans notrag; la structure de la matrice
Jacobienne est di érente : lorsque les valeurs propres sont égaléss vecteurs propres sont aussi
égaux. Ce fait nous permet d'obtenir un résultat d'existence et d'uitité globale dans le cas
ou le mouvement de la particule est donné et constant.

La maniéere de dé nir le produit non conservatif est similaire a celle qui esutilisée dans
[33]. Cette approche est basée sur la régularisation de la mesure dérd2 et nous permet
de dé nir le produit non conservatifs indépendamment du choix de la rdularisation. Il est
important de remarquer que le modéle complet n‘admet pas de solutieauto-similaires. Par
conséquent le probléme de Riemann devient beaucoup plus di cile a résidre et en particulier,
les arguments classiques pour l'unicité ne peuvent pas étre utilisésnHait, nous n'‘obtenons
pas dans ce premier travail l'unicité, car démontrer l'unicité dans ce as revient d'une certaine
maniere a résoudre l'unicité dans le probléme de Cauchy.
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a

L'existence pour le probleme de Cauchy pourrait étre obtenu a partirde ce travail en
considérant par exemple un schéma de Glimm. Cette direction de reehche permet aussi d'at-
taquer le probleme intéressant de la discrétisation du systeme (1.57Bien d'autres questions
peuvent étre abordées sur ce systéme : comportement asymptpe lorsquet ! 1 ou lorsque

'l (nous obtenons quelques résultats dans le cas du probleme de Riemg cas de plu-
sieurs particules, autres modéles de uide comme celui des équatiod$uler compressibles,
etc.

1.5 Solutions fortes pour un systeme poisson- uide visqueu X
incompressible ([T14])

Dans I'étude de l'interaction uide-structure, sortir du cadre ou la structure est un solide
rigide n'est pas évident. Les équations du mouvement dans le cas d'useructure déformable
ne sont plus des équations di érentielles mais des équations aux déées partielles. De plus,
les équations d'une structure élastique sont écrites en coordone® Lagrangiennes alors que
les équations du uide sont écrites en coordonnées Eulériennes, cai gomplique encore le
probléme : par exemple, la continuité des champs de vitesses s'éciit etilisant un changement
de variables. Quelgues auteurs abordent ce probleme : [46], [22], [2B1], [40], etc. mais soit
le modeéle est simpli é (réduction du systéme d'EDP a un systéme de dimesion nie, ajout
d'un terme de viscosité) soit les solutions sont trés régulieres (avetes conditions assez fortes
sur les conditions initiales). Dans chaque cas l'idée est de pouvoir avaissez de régularité sur
le déplacement élastique sans quoi le domaine du uide n'est méme pas ictanent dé ni.

En méme temps, les structures déformables peuvent conduire agiapplications trés inté-
ressantes en uide-structure : nage de poisson, vol d'insecte,@tDans cette section, nous nous
intéressons a la nage du poisson. Nous sommes conduits en vue desuttés a étudier un
systéme uide-solide élastique a considérer un modeéle simpli € dans legui@ déformation du
poisson est donnée tandis que sa position reste inconnue. Nous ais enuite I'étude théorique
de ce modéle. Dans la section 2.4, nous donnons quelques résultagssimulations numériques
obtenues avec ce modéle.

L'étude de la nage des poissons a un long passé scienti que, avec deavaux datant
méme de I'Antiquité (d'Aristote), mais reste d'actualité comme le montrent la construction
de poissons robotiques un peu partout dans le monde. Entre 1932 ¥936, une étude détaillé
[74] du zoologiste James Gray a été réalisée sur ce probléme. On ratlea en particulier le
paradoxe qui porte son nom et qui montre par des estimations qui& cacité d'un dauphin est
plusieurs fois plus grande que celle d'un véhicule propulsé mécaniquemeCe fait serait da
a la déformation ondulatoire du mammifere marin. Cette étude restecontroversée mais laisse
penser que les poissons et autres animaux aquatiques ont une maniée se déplacer trés
e cace et que comprendre ce phénoméne permettrait d'améliorer ms véhicules sous-marins.

D'autres études plus mathématiques ont été e ectuées depuis 105: [127], [100], [32],
[134], [124], etc. De plus certains de ces travaux sont en relation avda construction de
véhicules sous-marins se déplagant par changement de forme etnnplus par une propulsion
directe. Cette direction de recherche a été initiée par [130] et délmpée dans plusieurs papiers
théoriques, numériques ou en relation avec des expériences : [978][%tc.

Notons par Sy le domaine occupé par le poisson dans une con guration de référendee
domaine est supposé ouvert, connexe et régulier. Le domaine du psi® change avec le temps
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et nous notons parX une application réguliere
X :[0;1) So! R?
telle que le domaine du poisson a l'instant s'écrive
S(t) = X (t; Sp):

Nous supposons que le mouvement du poisson se décompose en waréeprigide et une partie
de déformation, c'est-a-dire que

X(ty)= XR(tX (ty) 8y2So, 8t> 0

ol X R correspond au déplacement rigide eX représente la déformation ondulatoire du
poisson. Dans notre modeéle nous supposons gie est donné. Cette déformation doit véri er
plusieurs hypotheses :
(H1) Pour tout t, I'application y 7! X (t;y) estunC?! di éomorphisme de Sy sur S (t),
ouS (t)= X (t;Sp). De plus, X est de classeC?! .
(H2) Le volume du poisson reste constant, i.e.
z z

dx = dy (t> 0):
S (t) So

Pour tout t > 0, on note parY linverse deX i.e. le di éomorphisme véri ant
XY (tx )=x; Y EX (Gy)=y (>0 x 2S (t); y2So):
On dé nit aussi la vitesse ondulatoirew du poisson

w(t;x )= @@;(t;Y (t;x ) t>0 x 2S (1):

On note ¢ la densité du poisson dans la con guration de référenc&y et la densité du
poisson dansS (t). Pour Vvéri er la conservation de la masse, cette densité est donnée par

o(Y (tx))

(XD = Getltr X ) (Y (6x )

(t>0;, x 2S (t):

Comme notre but est d'étudier des mouvements auto-propulsés, dst naturel de supposer que
le mouvement ondulatoire que nous imposons ne modi e pas la quantitéedmouvement ou le
moment cinétique du poisson. En supposant que l'origine du systéemesdcoordonnées coincide
avec le centre de masse d8y, ces hypothéses s'écrivent sous la forme suivante :
(H3) (t;x )w (t;x ) dx =0 pour tout t > 0,
ZS (1)
(H4) (t;x )(x )? w (t;x ) dx =0 pour tout t > O.
S (t)
En ce qui concerne le mouvement rigide, nous gardons les notatiomgle nous avons prises

dans les sections précédentes :

XR(tx )= R gmx + (b):
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Nous notons désormaissS(t) par S( (t); (t);t). La vitesse de déformation du poisson en coor-
données Eulériennes est donnée par

WEX)= R W (GR (x (1) t>0 (x2S( (1) (1):1):
De méme, la densité du poisson en coordonnées Eulériennes est déar

(tx)= (GR kx (®); x2S (1); (1);1):

La masse et le moment d'inertie du poisson sont donnés par
z
m = (t;x) dx
S( (1); (t)t)
et Z
I(t) = (tx)ix  (1)j dx:
S( (1); (1)

Il n'est pas di cile de voir la masse m est constante. Le systéeme complet décrivant le mouve-
ment du poisson et du uide s'écrit sous la forme suivant :

%l: u+(u rju+rp=f dansF(; ); t2 (0;T); (1.72)
divu=0 dansF(; ); t2 (0;T); (1.72)
u=0 sur@ ; t2 (0;T); (2.73)
u= % O%x Y +w sur@(; );t2(0;T); (1.74)
z z
m 9= (u;p)nd + sf dx dans(0;T); (1.75)
2 @(; ) 7 S(; )

(1 9°= (x )” (upnd + s(x )7 fdx dans(0;T): (1.76)

@(; ) S(; )

En utilisant une méthode similaire a celle utilisée pour le cas d'un solide rigidelans un
uide visqueux incompressible, on obtient I'existence et l'unicité de soluion forte globale :

Théoréme 1.5.1. Soit ug 2 H(F) tel que

8
5 divug=0 dans F;

Uup=0 sur @;
2 U= 1+1%% +w (0;x) sur @;
" odist(S; @ > 0:

Alors il existe T > 0 tel que le systemg1.71)-(1.76) admette une unique solution forte sur
[0;T] :
u2 L20; TsHA(F () \ HYO; T;LA(F (1) \ C([0; T HY(F (1))

p2 L20; TiHI(F (1)
2H0;T);  2HAO;T):

Cette solution peut étre prolongée tant que la distance emtrS(t) et @ reste strictement
positive.
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On donne maintenant un exemple de déformation véri ant les hypothées(H1) -(H4) . Nous
prenons un domaine de référenc8y symétrique par rapport a I'axe des abscisses

So=f(yny2) 2 (0;1) R;y22( (y1): (yo)g
avec 2 C! (0;1)\ C([0;1]) une fonction strictement positive sur (0;1) et telle que
©= (H=0; =1 ; HW=+1:

La déformation que l'on impose pour modéliser le mouvement du poissorédend bien sar
du poisson que I'on cherche a imiter ([30], [102]). Dans I'exemple que nodgcrivons, nous
prenons une déformation inspirée de Leroyer et Visonneau [99] quiadélise le mouvement d'un
anguille. Dans cette déformation, les sections transverses a l'axeipcipal restent orthogonales
(voir la gure 1.2). An de dénir X , on considere, pour toutt > 0, une application

Y, B(..t) n

o|‘||

Fig. 1.2 Le modéle de poutre pour la déformation

B(t; ) : So ! R?
y=(yny2) 7' B(ty)= f(tyi)+ yan(ty):
fa(t; )

Dans la dé nition ci-dessus,f (t; ) = 2 C! ([0;1]; R?) est une paramétrisation de

fa(t; )
I'axe principal par sa coordonnée curviligney; (i.e. avecj@f=@y 1) a chaque instantt et n
est un vecteur normal unitaire. Il n'est pas di cile de voir que B véri e les hypothéses(H1) -
(H2) . Pour les deux derniéres hypothéses, il sut de tourner et de translater B pour obtenir
une application X véri ant les quatre hypothéses (H1) -(H4) . Un exemple d'application f
gue I'on peut utiliser est donnée via la variation de la courbure de I'axe pncipal :

(t;y1) = apy?+ ajy; + ag sin 2 1 % (y1 2 (0;1)):
ou a;;az;az; et T sont des parametres a préciser. Dans la section 2.4, nous modi onesc
parametres pour obtenir di érents mouvements du poisson.

Dans cette section, nous avons obtenu un premier modele de la nade poisson. Il reste
beaucoup a faire dans cette direction : on peut soit chercher a a Br le modéle pour le rendre
plus physique, soit au contraire le simpli er pour espérer obtenir desésultats plus intéressant
sur la nage du poisson. Pour enrichir le modéle, on peut chercher avenir au modéle uide-
élastique et chercher les forces que I'on doit appliquer pour que la sicture se déforme comme
le poisson. On peut aussi tenir compte des nageoires et essayecdeprendre leur participation
au mécanisme de nage. Finalement, il faudrait reprendre le modéle elfimension 3 en espace
qui est le bon cadre pour étudier la nage de poissons. Les probleme&nessants a étudier
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sont par exemple le probleme de controle : comment déformer le potsspour aller d'un point
a un autre de (en d'autre terme peut-on contrler et! en utilisant X ?)? On peut aussi
regarder ce que donne le paradoxe de Gray avec notre modele, dudder certains phénoménes
comme la création et l'utilisation des tourbillons pour la nage.



Chapitre 2

Analyse numerique de systeme d'EDP
dans des domaines non cylindriques

2.1 Introduction

Lorsque I'on cherche a simuler le mouvement d'un systeme uide-strucire, on tombe tout
de suite sur le probléme suivant : comment discrétiser un systéme dBEP écrit sur un domaine
variable en temps? Il existe au moins deux grandes familles de solutiorés ce probléme.
Une premiére maniere de traiter de le probléme est de mailler uniguemefe domaine du
uide a linstant initial puis de déformer le maillage pour pouvoir suivre, lors des pas de
temps suivants, la déformation de la structure. Parmi ce type de rathodes, la méthode A.L.E.
(Arbitrary Lagrangian Eulerian) est relativement classique et consite a étendre la vitesse de
déformation de la structure dans le uide de maniére a déplacer chagupoint du maillage. Ces
méthodes sont trés naturelles et peuvent étre précises prées de tiémface uide-structure. Leur
inconvénient vient du fait que I'on ne peut pas suivre de grandes défmations ce qui oblige
a remailler assez souvent. Cette étape de remaillage est chére emies de calcul et peut faire
perdre de la précision lors de l'interpolation sur le nouveau maillage. L'aue grande famille
de méthodes consiste au contraire a se ramener a un maillage globalr gsout le domaine
uide-structure. Il existe plusieurs méthodes importantes dans cee direction : Immersed
boundary method de Peskin [112], méthode de domaine ctif utilisé das [69, 70, 68], Fat
Boundary Method de Maury et Ismail [107, 90, 16]. Les avantages dees méthodes globales
sont d'utiliser un maillage xe et que l'on peut parfois prendre plus simple pisque le domaine
global est souvent plus simple. Les désavantages de ces méthodest jue la résolution de
probléme global impose un arti ce supplémentaire qui fait perdre en gcision : multiplicateur
de Lagrange pour la méthode du domaine ctif, point xe pour la Fat Boundary Method .
De plus, ces méthodes sont souvent moins précises prés des dinues.

Dans le cas ou la structure est composée de solides rigides, nousveaons a introduire un
schéma numérique dans lequel, la résolution du probléme global est lésolution du probleme
uide-solides rigides complet (sans besoin de résoudre un autre sgshe ou de faire un point
xe). La condition de rigidité est prise en compte exactement dans le $&ma numérique. Nous
analysons le schéma obtenu. Dans une seconde partie, nous nougliessons a l'autre type de
méthode et nous analysons la méthode A.L.E.

23
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2.2 Méthode globale pour la discrétisation uide-solide ri gide
([T13])

Dans le cas du mouvement de solides rigides dans un uide visqueux incpnessible, nous
introduisons un schéma numérique simple permettant de discrétisdes équations. Ce schéma
numérique est basé sur une formulation variationnelle globale. Pourimpli er considérons
simplement le cas d'un seul solide rigide. Nous nous placons dans le cadiimensionnel en
espace. Les espaces dans lesquels nous travaillons sont

K(; )= u2H3(); D(u)=0 dansS(; ) (2.1)

et
K(; )=fu2K(; ); div(u)=0 dans g (2.2)

Ce sont les espaces naturels pour le champ de vitesses globales ggeedu uide dans le
domaine du uide, vitesse du solide dans le domaine du solide). Une des diultés dans I'ap-
proximation des équations de Navier-Stokes est que nous ne pounspas travailler facilement
dans le second espace : dans le schéma numérique, les fonctionséréent plus la condition
div u = 0 exactement mais seulement dans un sens approché (formulation n. On pourrait
penser qu'il en est de méme pour le contrainte de rigiditdd (u) = 0. En fait, il est possible
de combiner les éléments nis pour garder cette condition véri ée de maiére exacte par la

solution approchée.
Pour la pression, nous I'étendons, de maniére arbitraire par 0 dans Igolide rigide. En
d'autres termes, nous considérons l'espace

M(; )= p2L3(); p=0 dansS(; ) (2.3)

On introduit aussi la caractéristique associée & :
8 d
2 a (t;s;x) = u(t; (t;s;x));

N (2.4)

(s;s;%X) = X:

On montre alors que si(u;p; ; ) a la régularité d'une solution forte, ce quadruplet véri e
(1.15)-(1.20) si et seulement si pour toutt, u(t) 2 K( (t); (t)) et

d

dt u I o © +2 (D);DC)) ;@ @vip) @ o
=(f;") ); @) 8 2K( (1); (1); (25)
(div ;o) g ) =0 82 M( (1) (1); (2.6)
ou z z
(f;9). = fgdx + ¢ fg dx: (2.7)

F(i) S(; )
Pour simpli er, et comme notre résultat théorique ne porte que sur e cas, nous pouvons

considérer que
s=1
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et que
S(; )= x2R?:jx j61:

Comme la densité du uide est choisie égale a 1, la premiére condition s'écen fait
S= F:

Par abus de notation, nous noterons parS( ) le domaine S(; ) qui ne dépend pas de .
D'autre part dans (2.7), nous pouvons abandonner les indices et neidérer le produit scalaire
usuel deL?() .

En se basant sur la formulation variationnelle (2.5)-(2.6), nous pouens construire notre
schéma. Prenons deux espaces d'éléments nis classiques pour apgrer les solutions des
équations de Navier-Stokes Wy, I'espace des fonctions P1-bulles €k, I'espace des fonctions
P1. Alors les espaces dans lesquels nous allons chercher les vitessgwessions approchées
sont

Kn( )= Wh\K (); Mn()=En\ M():

En d'autres termes, les fonctions deKy( ) sont rigides dansS( ). L'espaceKn( ) n'est pas
trivial car les fonctions rigides sont des fonctions P1. En fait avec & choix, les éléments de
Kn( ) sont rigides sur un domaine plus grand qués( ) (c.f. gure 2.1).

Fig. 2.1 Maillage et solide rigide

Nous avons aussi besoin de I'espace d'éléments nis (voir [113])
Ryp=frot'y; "h2En'h=0 sur@ g:

Nous notons parPy, la projection orthogonale deL?() sur R,. Nous prenons ensuite une
subdivision réguliére(tk) de[0; T]de past,avecN t = T. Le passage des solutions approchées
a l'étape k aux solutions approchées a I'étapé + 1 se fait via l'algorithme suivant :

K+l _ ko ks Ky g
A= Rt up( )t
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8
> d
at

Kkttt x) = x:

Kt x) = Prul(t Kt x));

On pose
XEx) = Kt x) 8x 2

On calcule les vitesses via la formulation mixte suivante

I
k K
Uy X§ ., kel

k+1
u .
h n ©h +2 D(uﬁJ'l);D(' E+1 div' ﬁﬂ;pﬁﬂ

— frl](+1;l E+l 8' ﬁ+l 2 Kh( r|§+l);

d|V UE+1;q|§+l :O 8q§+l 2 Mh( |’|§+l);

ou fr‘j"l est la projection def sur I'espace des éléments nigEp)?2.

Supposons la solution(u; p; ; ) du probléme continu trés réguliére, et que le solide rigide
ne touche pas le bord de@ . Supposons aussi que est un polygone convexe. Alors nous
obtenons le résultat suivant

Théoreme 2.2.1. |l existe des constantey, C et  ne dépendant pas dé& et t telle que
si0<t 6 etsih6 Co(t)?ona

sup j r|§ (tk)j + kUE U(tk)kLZ() 6 Ct:
16 k6 N

Ce résultat est intéressant car il donne un estimation d'erreur a @ori pour un probleme
uide-structure. Cependant de hombreuses restrictions sont impsées pour obtenir le résultat
et certaines d'entre elles semblent di ciles a supprimer. La restrictionla plus facile a supprimer
est la condition sur la forme du solide rigide. Prendre un solide de formguelconque au lieu
d'une boule impliqgue que I'on doit considérer I'approximation de I'angle (du néme type que
pour la position du centre de masse). De plus le changement de varias utilisé dans la
démonstration de la convergence est di érent, mais l'analyse nale deette généralisation est
trés proche de l'analyse faite dans le cas de la boule. Une extension im®évidente mais qui
semble possible consiste a ne plus projeter la vitesse approchée snespace a divergence nulle.
On peut procéder comme dans [126] ou comme dans [1] a n d'analyserrfeur supplémentaire
faite dans ce cas la. Finalement la condition la plus restrictive vient de lacondition sur les
densités. Cette condition provient du fait que nous ne savons pasomment est transformé
le solide rigide par la caractéristique approché. La caractéristique exte transforme le solide
rigide en un solide rigide de méme forme mais il semble que ce ne soit pas &s de la
caractéristique approché et nous devons donc estimer l'erreur gen découle.

Nous avons utilisé le méme schéma pour simuler des mouvements de goiss (voir le
chapitre 1), mais nous n'avons pas analysé la convergence du sct&&numérique dans ce cas-
la; nous devrions obtenir un résultat similaire avec une démonstratio du méme type. On
remarque cependant que dans le cas de la simulation d'un poisson, la cliétisation de ce
qui se passe pres de l'interface uide-structure devient primordial: peut-on améliorer notre
schéma pour étre plus précis au niveau de l'interface ?
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2.3 Résultats de convergence pour la méthode A.L.E. ([T6],
[T21])

Bien que les méthodes basées sur des formulations de type A.L.E. sdiassez classiques
et soient utilisées par des mathématiciens mais aussi des ingénieudgs mécaniciens, etc., ces
méthodes ne sont que peu analysées ([47], [75], [51]) et les premiemgamations d'erreurs ont
été obtenues ces dix derniéres années ([55], [111], [64]). Cependzad estimations d'erreurs ne
sont faites que dans le cas de I'équation d'advection-di usion sur un @maine non cylindrique
mais connu a priori. Nous généralisons ces résultats tout d'abord econsidérant le systeme
de Stokes sur un domaine non cylindrique, connu a priori, puis en coitgrant le probleme
uide-solide rigide (1.15)-(1.20).

Dans le premier probléme on considére donc le systeme

8
@u
% ot u+.r p=f dansQr;
divu=0 dansQr; 2.8)
E u=0 sur@g¢; t2I;

u(0) = up dans o;

oul =(0;T) etou
Qr= (tx)2R%;t21;x2 .

est le domaine non cylindrique sur lequel on travaille. Nous supposeams que pour tout t,

¢ est domaine polygonal. Il s'agit d'une hypothése importante qui n'esipas faite dans [64].
Cependant dans ce papier, il semble que certains arguments ne stigas corrects et en
particulier l'erreur de convergence obtenu semble meilleur que celuiug I'on aurait avec un
probléme écrit en domaine cylindrique mais ou le domaine de I'EDP n'est papolygonal
convexe.

Soit Th.0 une triangulation quasi-uniforme de ¢ ([27, p.106]). Nous supposons aussi qu'il
n'y a pas de triangles avec deux cotés su@ (. L'outil important dans la méthode A.L.E. est
la transformation A.L.E. : dans le cas continu, nous supposons l'existee d'une application
X 2 HYO; T; W21 ( o)) telle que

Xe= Xt ): ol ¢

est inversible etX, 1 2 W%l (). La vitesse de déformation du domaine dé nie par
X
w:Qr! R%  w(tx)= @@t(t;xt Lx)):

joue aussi un réle important. Il existe alors plusieurs maniéres d'olenir une transformation
A.L.E. discrete Xy, et sa vitesse associéa, ([64]), par exemple en résolvant un probléme
d'élasticité linéaire sur . Lorsque l'on discrétise en temps, on obtient une vitesse de défor-
mation du domaine constante par morceaux donnée par

1
X Xh;tn Xh;t”+1 (X)
Whonin +1 = n 8X 2 ine1:
Nous considérons des espaces classiques d'éléments Ws.o et Mp.o pour approcher les

solutions des équations de Stokes (par exemple des espaces R2)PLes espacesW et
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Mn:t sont obtenus a partir des espaces initiauXVy.o et Mp.o en utilisant I'application A.L.E.

discréte :
n o] n o}

Wh;t: Vh Xh;tl;VhZWh;O ; IV'h;t: Ch Xh;tl;ChZMh;O ;

et on considere de plus 'espachi ﬁ;t = Mpy \ L3( 1). Le schéma considéré pour résoudre le
systéeme (2.8) est donné par la résolution du probléme suivant : trower (up) et (pp) tels que
pour tout n, up*t 2 Wyna et ph*t 2 M2,

Z VA
n+1 1 n 1
Up, Vh Xh;tn+l dx Up  Vh Xpin dx
tn+1 Z tn Z
+ (t) Fupttor v X o dxot Pt div ve X b dx
tn+1 Z tn+1
; n+l 1
t div(Wppner Uy 0)  Vh Xh:tn+1 dx

tn+1

= thyna F") v X b 8vh 2 Who, (2.9)

div(up™) o X} dx=0 8 2 Mpo: (2.10)

h;t”+1
N+l
z
Dans le systeme ci-dessu$,.; (F) est une formule de quadrature pour l'intégrale  F(x) dx.

z e N . t
Notre résultat dans ce cas est le théoréme suivant.

Théoreme 2.3.1. |l existe une constanteC > 0 indépendante deh et t telle que pour tout
h et t assez petits,

X o
ku(t") ullk? (o) ) 2,

|—2( hit N hit 1
i=1 '

4
6 Kkug uﬂkfz( o) + C (T)2+( t)?

En particulier si h 6 Cgt et si I'erreur sur la vitesse initiale est enh?, nous obtenons
une erreur en( t)2. Avec ce premier résultat, il est naturel de chercher & obtenir de résul-
tats du méme type pour d'autres problémes, comme par exemple lesgblemes d'interaction
uide-structure. Dans un premier temps, nous considérons le cas'wh systéme uide visqueux
incompressible-solide rigide. Le déplacement du solide rigide n'est pas eigéformation trés
facile a simuler via la méthode A.L.E. mais il s'agit la d'un premier pas vers d'atres défor-
mations comme une déformation élastique.

Nous utilisons en combinaison avec la méthode A.L.E. la méthode des cataristiques pour
traiter le terme non linéaires; il est donc important de préciser dés mintenant les notations
pour les trois applications importantes dans ce cadre. Premieremgmous notons a partir de
maintenant par A l'application A.L.E. : elle est construite a partir de la déformation associ@
au déplacement rigide. On note toujours parw la vitesse de déformation du domaine. Nous
noterons aussi parC la caractéristique associée au champs de vitesse du uide En n, nous
noterons par B la caractéristique écrite sur un domaine xe veéri ant

Ct;s;x) = A(t;s;B(t;s;%x)); 8 2F ((s); (9):
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La caractéristique B véri e une équation similaire & C mais avec un champ de vitess&§ W
(transformée deu w par A). Les espaces fonctionnels utilisés sont

n (0}
V(; )= (il 2HYF(: ) R, v=0sur@ etv="y+!,(x )7 sur@(; )

Q(; )= L3(F(; )

On discrétise ces espaces en utilisant les espaces éléments nis P1 B4, comme dans la
méthode globale. D'autre part, pour éviter de nombreux problémegechniques, nous supposons
que le domaine du uide approché a l'instant initial est inclus dans le domaie du uide exact
a l'instant initial : Fr? F o. Cette hypothése n'est pas naturel dans les applications car elle
signi e que pour discrétiser notre solide rigide, nous ne prenons pasnupolygone dont les
sommets sont des points du solide. Néanmoins cette hypothése rsopermet de garder une
approximation conforme vis-a-vis de la condition de rigidité.

Dans ce cas, nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 2.3.2. Supposons que la solution dél.15)-(1.20) est réguliere. Supposons de plus
que
csh 6 t 6 Csh™2:

Supposons qu¢ (t)  (0)j etj (t)  (0)j restent assez petits. Alors pouh et t assez petits,
) K+ ki C(t+htP);
ku(t; A 00) Ul Ak + () K+ i) 1Ki6 C(t+ h'R):

Dans le théoréme ci-dessus, remarquons que par rapport a la méte globale nous ne
faisons plus de conditions sur la forme du solide ou sur la densité du sadidPar contre, le
désavantage de la méthode A.L.E. apparait via la condition de petitessgu déplacement rigide.
Enn, il faut aussi noter que nous perdons de la précision en espadé’™) probablement &
cause de notre choix de discrétisation des domaines solide et uide. ®rdiscrétisation plus
naturel nous permettrais certainement de retrouver une erreuen h. Cependant I'étude serait
beaucoup plus technique car nous ne serions plus dans le cadre d'wapmproximation conforme.
Méme dans le cas ou I'on travaille avec un domaine xe, le fait d'avoir un doraine approché
et un domaine exact di érent sans inclusion du domaine approché danle domaine exacte
rend le probléme trés dicile a traiter comme le montre le peu de référaces a ce sujet. Une
autre direction de recherche tout a fait naturelle consiste en I'étud de la méthode A.L.E.
sur un probléme uide-élastique. Cependant comme nous l'avons explig dans la partie sur
I'analyse des interactions uide-structure, ce probleme n'est toujoirs pas bien compris dans
le cas continu et ne facilite donc pas I'étude dans le cas discret. On peaependant citer le
papier [72] faisant cette étude dans le cas 1D avec succes.

2.4 Quelques tests numeériques ([T13], [T14])

En utilisant le schéma numérique décrit dans la section 2.2, nous pours simuler le mou-
vement de solides rigides dans un uide visqueux. Dans ce qui suit nowdnnons deux tests
dans lesquels des boules sont immergées dans un uide visqueux incoegsible. Tout le sys-
téme est soumis a un champ de gravité. La densité du uide est égale a 1 les solides ont
une densité plus élevée. Dans le premier test, trois boules sont inckssdans un carré de coté
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2. L'une des boules a un rayorR = 0;25 et un densité = 1;2. Au dessus d'elle, on place
deux boules plus petites de rayon® = 0;125et de densité = 1:5. On laisse le tout évoluer
et on remarque que les deux petites boules ne tombent sur la grandeais s'écartent de la
trajectoire verticale. Pour la simulation nous avons utilisé des élémda nis P2-P1 (environ
30000 triangles P2) et un pas de temps de I'ordre d@; 1. Le test est décrit dans la gure 2.2.

Dans le second test, on tente de simuler un phénoméne de Kiss andnibling que l'on
peut observer dans des expériences physiques. Les deux boulest sdentiques et plongées
dans un uide visqueux incompressible, I'une au-dessus de l'autre. Leuayon est égal a0; 1,
leur densité est égale d;5, le domaine total est un rectangle de longueur 4 et de largel; 5.
On observe que la boule du dessus rejoint la premiére boule et la dépasavant de se refaire
dépasser. On utilise toujours les éléments nis P2-P1 (avec environ6®00 triangles P2) et un
pas de temps de l'ordre deD; 1. Le test est décrit dans la gure 2.3.

Le schéma numérique que nous utilisons pour simuler le mouvement derpe rigides dans
un uide visqueux peut étre adapté au cas de mouvement de poissolsns un uide visqueux
(c.f. section 1.5). Nous présentons ici trois simulations. A chaqueofs, nous utilisons une
déformation du poisson du méme type que celle que I'on décrit dans lad®n 1.5. Plus
précisément, la courbure de I'axe principal est donnée par une foure type

. t
(ty1)= asyd+ ayy2+ azyi+ ag sin 2 2 T ta (n20):

Dans le premier test, on met un seul poisson et on prend dans ce cas= az3 =0, ap = 2,
a; = 0;5etay =1 : le poisson avance en ligne droite. On utilise toujours les éléments nis
P2-P1 avec environ 18000 triangles P2. Le pas de temps est de I'ordide 0; 0125 Le nombre
de Reynolds dans ce cas est de l'ordre de 3900. Le test est décrit dda gure 2.4.

Dans le second test, on met un seul poisson mais on prerd = 3, a3 =0;1, a, = 3,
a; = 0;5etap =0. On utilise toujours les éléments nis P2-P1 avec environ 4400 triangkeP2.
Le pas de temps est de I'ordre d®; 0125 Le nombre de Reynolds dans ce cas est de l'ordre
de 2342. Le test est décrit dans la gure 2.5.

Dans le dernier test, on fait avancer deux poissons dans le sens @sg an qu'ils se
rencontrent. On prend a4 = a3 = 0, ap = 2, a1 = 0;5 et ag = 1. On utilise toujours
les éléments nis P2-P1 avec environ 31000 triangles P2. Le pas de tempst de l'ordre de
0; 0125 Le nombre de Reynolds est, dans ce cas, de l'ordre de 2100. Le test @écrit dans la
gure 2.6.

Un probléme trés intéressant dans la simulation de structures se géacant dans un uide
est la gestion des contacts entre les structures. Une conjectiren vue des travaux [80, 81]
est que les solides rigides ne se touchent jamais dans un uide visqueincompressibles. Cela
provient de la force de lubri cation qui joue un réle important lorsque les solides sont proches.
La plupart des schémas numériques ne parvient pas a reproduire cectement cette force
(et du coup les solides se touchent dans les simulations numérique®lusieurs trucs sont
utilisés : on peut, par exemple, ajouter une force électrostatiqu@our repousser les solides
rigides. Un autre solution récemment utilisée par Maury consiste a deuler et a rajouter la
force de lubri cation. Dans ce cas le schéma numérigue ne doit pas @titrés précis vis-a-vis
de cette force sans quoi on la prend deux fois en compte dans le edlc

Tout ceci montre que, malgré le grand nombre de schémas numérigsiexistant pour simuler
des interactions uide-structure, il reste encore des progres acaomplir dans ce domaine.



Fig. 2.2 Test1l
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Fig. 2.3 Test2



Fig. 2.4 Un seul poisson, ligne droite
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Fig. 2.5 Un seul poisson, virage a gauche



Fig. 2.6 Deux poissons avec rencontre
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Chapitre 3

Controle de systemes d'interaction
uide-structure

3.1 Introduction

Dans cette section, nous considérons deux problémes de contr&@er un systéeme uide-
structure. Dans le premier probléme, nous contrélons sur une pée du domaine du uide et
nous cherchons a contrdler la vitesse du uide, la vitesse du solide rigédet la position du solide
rigide. Pour le second probleme, on voit la nage d'organisme aquatigumme un probléme
de contréle. Ici le contréle correspond au déplacement de cils vibraires a la frontiére du
micro-organisme. Dans le second probleme, le systéme étudié est mmodéle simpli é obtenu
en utilisant les échelles mises en jeu.

3.2 Controlabilité d'un systeme solide rigide- uide visqu eux in-
compressible ([T4])

Le premier probléme de contrdle considéré est le contrblabilité du syésine composé par un
solide rigide a l'intérieur d'un uide visqueux. Les équations du mouvements'écrivent sous la
forme suivante.

@v

at v+(v r)v+rp+lou=0 dansF(; ); t2 (0;T); (3.1)
divv=0 dansF(; ); t2 (0;T); (3.2)
v=0 sur@ ; t2 (0;T); (3.3)
v= % O%x )  sur@(; );t2(0;T); (3.4)

Z
m 0= (v;ipnd ; dans(0;T); (3.5)

7 @(; )

| 00= (x ) (v;p)nd : dans(0;T): (3.6)

@(; )

On utilise un contrdle interne u 2 L2(0; T; L2(0)) a support dans un domaine non vided
L'étude est faite dans le cas bidimensionnel et dans le cas ou le solide rigidst une boule de
rayon 1. Dans ce cas le résultat obtenu est la contrdlabilité locale a @ pour la vitesse et la
contrélabilité locale pour la position. Plus précisément, on a le résultasuivant :

36
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Théoréme 3.2.1. Soit T > 0 et supposons qué&(0) nO. Soit v° 2 H}() et soit
(O. 1. 0. T 1)2R9

tels que 8

< divv®=0 dans ;

Vo= 1+ I(x 9?7 sur @(0);
vVO=0 sur@:

Il existe " > O tel que si( T; 7) 2 R® satisfait

kvoky g ooy +§ Y+ i+ 0

i+ % gi<n
alors il existeu 2 L2(0; T;L2(0)) tel que la solution de(3.1)-(3.6) véri e
v(T)y=0; {m)=0; qT)=0;

et
M= M= 7

Dans [24], ce résultat est démontré dans le cas d'un solide de forme plgénérale mais

avec la contrainte Z
(y (©)d=0:
@(0)

Le théoreme 3.2.1 est un résultat local en vitesse et en position. Néaoins, par un argument
de compacité, on peut montrer que toute position admissible de la bde est atteignable en
temps ni. La démonstration du théoréme 3.2.1 repose principalementig une inégalité de
Carleman sur le probleme linéaire associé déja considéré dans le chepit. Plus précisément,
on commence par utiliser un changement de variables pour se ramergur un domaine xe
comme dans le chapitre 1. On obtient alors un systéme écrit en domanxe (le domaine nal et
non le domaine initial comme pour I'existence de solutions fortes). L'idéest d'utiliser un point
xe comme pour démontrer |'existence de solutions fortes. On doit &idier la controlabilité a
zéro du systéme linéaire suivant :

@@\: V+rP+1lou=F dansF; t2 (0;T); (3.7)
divVv =0 dansF; t2 (0;T); (3.8)
v=0 sur@ ; t2 (0;T); (3.9)
v= % 97  sur@; t2(0;T); (3.10)
Z
m %= (V:P)nd ; dans(0;T); (3.11)
7 @
Il 0= y>  (V;P)nd : dans(0;T): (3.12)
@
0= 0= (3.13)
Ce systeme peut s'écrire d'un maniére abstraite sous la forme
8
3 2 = Az()+ Bu()+ f(t);
alt) = Cz(t);
2 z(0) = z°2H;
" a0 = a2 x;
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ou H est un espace de Hilbert eiX un espace de dimension nie. Pour obtenir un résultat de
contrblabilité pour ce systéme, on doit démontrer un résultat d'obsrvabilité sur le systéme
adjoint

@m

ot w+rg=® dans(0;T) F ; (3.14)
divwe=0 dans(0;T) F ; (3.15)
w=0 sur@ ; t2 (0;T); (3.16)
w=g+8°’ sur(0;T) @5; (3.17)
Z
mg{t) = (@;g)nd + € dans(0;T); (3.18)
@
z
1 eqt) = y’ (w;@nd + R dans(0;T): (3.19)
@

Pour le systéme ci-dessus, nous avons obtenu l'inégalité de Carlemanivante :

Z Z
433- 3jwj2e25 dt dy+ 4S3-e3 jgj2+ Jb12 e256 dt
0
Z
6 C 5515=2-b15=2jwj2e4sb 2se dt dy
oT)o
Z Z;
+ 5515=2-b15=2jﬁ264sb 2se dt dy+ 5815=2|b15=2 Jﬂz + ]RJZ e4Sb 2se dt
O;T)F 0

(OT)F

(3.20)

Les dé nitions des fonctions poids dans l'inégalité ci-dessus sont doneg¢ comme suit : on
commence par considérer un ouvert non vid®, O et f@g un voisinage de@ dansF.
Alors il existe une fonction 2 C?(F) telle que

(y)>0 8y2F; i@ =0; ir (y)j>0 82FnOy;

()= jyi* 1 8y2f@g:

On étend naturellement a S par 0. Soit m > 4. Alors pour tout > 0 et pour tout s > 0,
on dé nit les fonctions suivantes dans(0; T) F

. e ( (y)+mk ki)
(ty)= ;

NG
' B ) . . 3 em k k1 .
ey =mn " iD= G o)

e (M) k ki

b(t) = n;?é "(yst) = W?

e ( Wrmk ki) g3m k ki

(T 0)° /

(ty)=
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eMmk ki gfm k ki
e(t) = min 1) = X
W= B0 =6 o)

e (M+1)k ki egm k ki
KT t)* '

A partir de linégalité (3.20) et en utilisant un point xe de Banach, nous obtenons le
théoréme 3.2.1. La démarche utilisé ici est assez classique pour démnendes résultats de
contréle sur des probléemes paraboliques : on peut se référer augsultats de [87],[56] [54],
etc... Une autre maniere de controler les équations de Navier-Stakest de les considérer non
comme une pertubation des équations de Stokes mais comme une tpiebation des équations
d'Euler : c'est la méthode utilisée par Coron [39]. Le désavantage est gu'on doit prendre
comme conditions aux bords des conditions de Navier. De plus, cetteéthode fonctionne en
dimension 2, mais n'admet pour l'instant pas d'extension en dimension 3.

Dans le probléme traité ici, on pourrait essayer de reprendre la métide de Coron et
commencer par essayer de traiter le méme probléme mais avec les @pns d'Euler puis de
reprendre le travail de Coron pour passer au systéme que l'on tratici mais avec conditions
de Navier. Finalement le probléme en dimension 3 demande un peu de r&ien car la partie
solide devient moins facile a traiter. En e et la position du solide est dédte par un élément
deR® SO(3) et on ne peut plus travailler dans un espace vectoriel de dimension nieomme
dans le cas bidimensionnel (voir par exemple [19], [42]). Dans ce qui suitous nous plagons
dans le cas de la dimension 3, mais nous simpli ons le modéle précédent avde le contrdler.

b(t) =max (y;t) =
y2F

3.3 Nage d'un micro-organisme ([T12])

Dans cette section, nous proposons un modéle de nage de quelquésro-organismes agua-
tiques. La nage est vu comme un probléme de contrdle, le contrdle étda vitesse relative entre
le uide et le micro-organisme sur le bord du micro-organisme. Les équians du mouvement
sont simpli ées par rapport aux équations précédentes, car dans leas d'un micro-organisme,
le nombre de Reynolds est petit et cela nous permet de négliger ceiria termes. Un exemple
important de micro-organisme dont le mouvement pourrait étre moelisé par notre approche
est donné par les ciliés (c.f. [17, 25]). Ces micro-organismes unicelluksrpossédent des cils vi-
bratoires a leur surface pour se déplacer et peuvent étre modélssé&lans une premiere approche
(c.f. [58, 59]), comme des solides rigides couverts d'un grand nombde cils se déplacant de
maniere complexe (c.f. [18, 26]). Dans un modele communément act&pce mouvement com-
plexe des cils est remplacé par un champ de vitesses sur la surfacedilié (voir par exemple
[96]).

Pour écrire les équations du mouvement, nous reprenons le systén(l.1)-(1.9) avec la
di érence que la vitesse relative entre le uide et le solide n'est plus nulle :

g‘t’ VH(V r)V+rp=0 dansF(:Q); t2 (0:T): (3.21)

divv=0 dansF(;Q); t2 (0;T); (3.22)

v=0 sur@ ; t2 (0;T); (3.23)

v= O+ 1A (x )+ UMLxX)  sur@(;Q); t2(0;T); (3.24)
Z

m %= (v;ipnd  dans(0;T); (3.25)

@(;Q)
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z

(11 )°= (x )™ (v;pnd dans(0;T): (3.26)
@(;Q)

Rappelons que
S(; )= Qs+ ; (3.27)

ou Sg est un domaine de référence. Le domaine du uide est I'extérieur du doamne du solide
ie.
F(:Q)=R®nS(;Q): (3.28)

La vitesse angulaire! est relié aQ par la formule suivante :
;Qx =12 (Qx) 8x2R% (3.29)

Nous notons aussi par la vitesse linéaire

d
dt
Comme dans le chapitre 1, nous pouvons considérer le changemet vhriables

y=Q Mk (1)

pour se ramener a des équations écrites sur un domaine xe. On podenc

= (3.30)

v(ty) = Q (v(t; (t)+ Q(t)y); p(ty)= p(t; (t)+ Q(t)y);
()= Q (M)t ()= Q (O (b):

On obtient alors des équations similaires a (1.51)-(1.56), auxquellesfdut ajouter les équations
de etdeQ: -
1) = Q(t) (t); Q)= QM) (1)) t2(0;T);

avec 0 1

0 13 o

S(1)=@ 13 0 ;A (1 2R%:

o ' O

Le systéme obtenu peut étre ré-écrit en adimensionnant les variatde on considére une lon-

gueur caractéristiguel, un temps caractéristique et une vitesse caractéristique/. On dé nit
les variables adimensionnées :

t= % y=L%Y v=Vviv p=LV)'m
=v o o= i =L 1
3

m=L3m 1 =L° T = T, U=V U

Dans ce cas, le systéeme adimensionné s'écrit comme suit :

@v

Re —— v +Re[(v. ~ ! ~Ay)r Jv+r p+! v

@t
=0; (t;y)2@O;T) F (0); (3.31)
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dv v =0; (t;y)2(;T) F (0); (332
vtsy)= " (t)+! )Ny +U(t;y) (t;y)2(O;T) @ (0); (3.33)

yd
Re ™ ()qt)= w:p)n d Re M1 A t20T) (334
F @ (0) F
Re L(! ) = y ~( (v:p)n)d +Re LAY © t 2(0;T); (3.35)
F @ (0) F
et
( HA)=Qt) (t) t 2(0;T); (3.36)
(@At )= Q(t)S(! (1) t 2(0;T ): (3.37)

Dans les équations précédentes, nous avons utilisé les notationgveuntes :

L R .
v parametre de fréquence,

FVL

Re = nombre de Reynolds.

Pour des micro-organismes, le nombre de Reynolds est de I'ordre d6 * tandis que le para-
métre de fréquence est de l'ordre de 1 (voir par exemple [32]). Ainsi,ons pouvons supposer
que le mouvement du uide est modélisé par le systéme de Stokes statiwaire. Cela signi e
que bien que le ot du uide dépend du temps, son mouvement est lent parapport au cilié.
Concernant la partie solide, selon 'ordre de densité de I'organisme migscopique (par rapport
a celle du uide), on peut négliger ou non les termes non linéaires et lesrtaes de dérivées
en temps. Nous avons choisi ici de garder ces termes, l'analyse @t@lus simple avec l'autre
choix. Dans ce cas, nous obtenons le systéme suivant qui est le t&yse sur lequel nous avons
travaillé :

v+r p=0; (tty)2 (0;T) F (0); (3.38)
divv=0; (tty)2 (0;T) F (0); (3.39)
Xk
vity)= O+ y+  ui(t) i(y);  (ty)2(0;T) @5(0),; (3.40)
i=1
lim v(y)=0; t2(0;T); (3.41)
jyj1
z
m qt) = (upnd m! At 2 (0;T); (3.42)
@(0)
I qt) = yr((v;pn)d+ I ALt 2(0;T); (3.43)
@(0)
) = Q) (t) t2(0;T); (3.44)
QY = QM)S(! (1)) t2(0;T): (3.45)

Nous avons retiré toutes les étoiles pour simpli er les notations et nosiavons notém et | les
quantités

m = Re

m |
—: | =Re —:
F
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La fonction u = (uq;:::;uk) 2 L2(0; T;RX) est le contrdle du systéme et= f 1;:::; ygest
un ensemble xe deC?(@5(0); R3). On peut écrire le systéme ci-dessus sous la forme

'(;((?) = A |((tt)) + E '((?) + Bu(t); (3.46)
M =Qm (®); QY= QM) (1): (3.47)

ol A est une matrice symétrique dé nie négative pour un produit scalaire d R®, B la matrice
de contréle, et E un opérateur bilinéaire. Nous prenons la famille dans un des espaces
suivants :

U= ' 2C%@:R%;' =0 horsde ;
V= ' 2C*(@:R%;' n=0 sur@ ;
W=U\V;

ou estun ouvert de@. Les résultats que nous obtenons implique gu'il existe un large choix
de pour lesquels le systeme peut étre contrélable. De plus le fait de chmises dans une
des familles précédentes signi e que le mécanisme de contréle peut agitiquement sur ou
étre tangentiel (ou les deux a la fois).

Théoréme 3.3.1. Supposons que la frontiére d& est de classe€€? et quek = 6. Soit Y1 (resp.
Y,) l'ensemble des = ( 1;:::; 6) 2 U8 (resp. =(  1;:::; 6) 2 V) tel que le systéme
(3.46)-(3.47) soit contrélable en tout tempsT > 0. Alors Y1 (respectivementY>) contient un
ouvert dense deU® (respectivementV®).

Pour avoir les deux conditions nous devons imposer davantage degrdarité sur S.

Théoréme 3.3.2. Supposons que la frontiere d&S est analytique et quek = 6. Soit Y3
l'ensemble des = (  1;:::; ) 2 W O tel que le systéemg3.46)-(3.47) soit contrdlable en tout
temps T > 0. Alors Y3 contient un ouvert dense dew®.

On peut donner des exemples explicites de famille tel que le systéme (3.46)-(3.47) soit
contrélable en tout temps T > 0. Il existe plusieurs questions liées a ce résultat. Dans ces
deux résultats, nous prenons 6 contrdles pour contrbler 6 degréle liberté pour la vitesse et
la position. Peut-on utiliser moins de contréles? Il est possible que dimirer le hombre de
contréle soit lié a la géométrie du solide : plus le solide a de symétries et ms il est facile
de diminuer le nombre de contréle. On peut aussi se demander ce geé passe si I'on néglige
moins de termes dans le systéme originel. Si le systéme était resté systéme dynamique de
dimension in nie I'étude aurait été bien plus di cile. Il serait aussi intéres sant de chercher la
famille  qui optimise le mouvement du cilié et éventuellement de comparer cedtfamille avec
le mécanisme réel du déplacement des ciliés.



Chapitre 4

Méthodes frequentielles appliguées a
la controlabilité et a la stabilisation

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour objet d'introduire des méthodes fréquentielles gur résoudre des pro-
blemes de contrblabilité et de stabilisation. Ces outils sont introduits éns un cadre abstrait
mais nous permettent d'obtenir des résultats intéressants sur deexemples concrets. Plus
précisément, notre cadre de travail nous permet d'obtenir des giltats sur des systemes de
structures exibles (équation de la corde, équation des plaques),us des systemes d'ondes
(équation des ondes, équations de Maxwell) ou sur I'équation de Sddlinger. Les points com-
muns sur ces systémes sont qu'ils sont réversibles en temps et ga@s contrble ni stabilisation
I'énergie reste constante.

Soit X un espace de Hilbert etA : D(A) ! X le générateur d'unC® semi-groupe. SoitU
un espace de Hilbert etB : U! D(A ) un opérateur de contrble linéaire. Le probleme de
contréle consiste a travailler sur le probléme suivant :

z= Az + Bu; z(0)= zp: (4.1

Dans le systéme ci-dessus, on cherche a contréler I'état 2 X en utilisant le contrdle u.
Dans notre cadre, nous prendronsl 2 L2(0; T;U) et nous nous intéresserons au probléme de
contrblabilité exacte i.e. peut-on, pour tout zg 2 X et pour tout z; 2 X, trouver un contréle
tel que la solution z de (4.1) vérie z(T) = z; ? Si oui, nous dirons que le systeme (4.1) est
exactement contrélable ou que le coupl€A; B) est exactement contrblable. Remarquons que
I'on travaille ici avec un opérateur de contrbleB qui n'est pas nécessairement a valeurs dans
X et donc nous n‘avons pas en génera(T) 2 X . Nous allons donc restreindre la classe de
couple (A;B) an que le probleme de contrdle soit pertinent.

Dé nition 4.1.1.  On dira que B un opérateur de contréle admissible pour l'opérateuA si
pour tout T > 0 il existe une constanteK 1 > 0 telle que
Z1
kB e” zokd 6 K2kzok% 8292 D(A ):
0
Dans ce cas, on peut démontrer que pour tougg 2 X et pour tout u 2 L2(0;T;U), il
existe une unique solutionz au systeme (4.1) avec

z2 C([0;T]; X):

43
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En fait, pour que l'opérateur B soit admissible il sut que la propriété de la dé nition 4.1.1
soit vraie pour un T > 0. On peut aussi remarquer que si l'opérateurB est borné, i.e.
B 2L(X;U), alors B est toujours admissible. Dans le cas o8 un opérateur de contrble
admissible pourA, nous pouvons donc nous intéresser au probléme de contréle etusgpouvons
montrer que le systéme (4.1) est exactement contrélable en temps > 0 si et seulement si il
existe une constantekr > 0 telle que
Z1
kB € zok§ > kfkzoki 8202 D(A ):
0
On remarque que les propriétés intéressantes ci-dessus passpat un probléme faisant
intervenir les adjoints des opérateursA et B. En fait, tout ceci montre I'équivalence, dans
le cas linéaire, entre contrdlabilité et observabilité. Plus précisémenton peut s'intéresser
directement au probléme d'observation

z=Az; z(0)=2zy; y=Cz: (4.2)

Dans le systéme ci-dessusy est un espace de Hilbert etC : D(A) ! Y un opérateur non
borné d'observation. La quantité y représente I'observation de I'étatz. Si la condition initiale
Zp appartient a D (A) alorsz 2 C([0; T]; D(A)) et I'équation y = Cz ne pose pas de probleme.
Comme on veut travailler aveczg 2 X, il faut pouvoir prolonger I'application zg 7! Ce” zg de
D(A) a X. Pour cela, il faut que l'inégalité suivante soit veri ée
Z 1
kCe® z0kZ 6 K2kzokZ 8292 D(A): (4.3)
0
On remarque tout de suite la relation entre cette inégalité et celle de ldé nition 4.1.1. Lorsque
(4.3) est vraie, on dit que C est un opérateur d'observation admissible pouA. Finalement,
nous dirons que le coupl€A; C) est exactement observable en temp$ s'il existe ky > 0 tel
ue
q Z;
kCe” zok? > kZkzok% 829 2 D(A): (4.4)
0

Ainsi, la contrélabilité exacte et I'observabilité exacte sont des propiétés équivalentes (a condi-
tion de prendre des opérateurs adjoints) et dans la suite nous nsuntéresserons indi éremment
a l'une ou l'autre des deux propriétés.

Pour la derniére propriété qui nous intéresse, nous nous placonsams le cas oUA est
anti-adjoint. Cela correspond en particulier au cas de systeme d'dre 2 (de type onde) de la
forme

w+ Agw=0; t>0;
w(0) = wp 2 D(Aézz); w(0) = wy 2 H;
avecH un espace de Hilbert etAg un opérateur auto-adjoint strictement positif et inversible.
Cela permet aussi de traiter le cas de I'équation de Schrodinger. De aniére générale, on

s'intéresse au systéme
z=Az; z(0)= zo: (4.5)

CommeA est anti-adjoint, on remarque que les solutions de (4.5) véri ent

kZ(t)kX = kZokx 8t 2 R:
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On veut donc agir sur ce systeme pour faire décroitre cette normgui dans de nombreux cas
représente I'énergie du systéme. Cependant on ne veut pas agir wi@ contrble comme dans
(4.1) mais via un feedback qui n'utilise que I'état z pour stabiliser le systeme. En d'autres
termes, on regarde on cherche dans (4.1) um de la forme F(z). Si lI'on dérive formellement
I'énergie du systéeme, on obtient

d .
akz(t)ki =2RehB z;uix:
Cela suggére de prendre = B z et donc d'étudier le systeme en boucle fermée suivant
z=Az+ BB z; 2z(0)= zp: (4.6)

On cherche dans ce cas comment décrokz(t)ky ; une décroissance intéressante dans les
applications est la décroissance exponentielle. Des résultats géaéx [117, 79, 5] montrent que
si z décroit exponentiellement alors le probleméA; B ) est exactement contrlable. Dans le cas
ou B est borné, la réciproque est vraie et dans [5] les auteurs démontitecette implication
pour des opérateursB non bornés mais satisfaisant certaines conditions. L'autre lien entre
contrdle et stabilisation s'écrit en considérant le probléeme de contié optimal associé a (4.1).
Supposons queéB est borné et soit la fonction codt

Z,

J(zo;u) = ku(t)k? + kz(t)k? dt:
0

S'il existe u 2 L2(0;1 ;U) tel que J(zo;u) < 1 alors (voir par exemple [43, p.294]) il existe
un opérateur P 2 L (X ) auto-adjoint et positif tel que

min  J(u;zp) = heg; Pzpix :
u2L2(0;1 ;U)

De plus, le contr6le optimal ugpt est donné par la loi de feedback
Uopt = B Pe¥;
aveck= A BB P. L'opérateur P vérie I'équation de Riccati algébrique
hAz1;Pzix + PAZ2;Pziix h B Pzy;B Pziix + hzo;z2ix =0 (z1; 222 D(A)):  (4.7)

Si de plus le systéme (4.6) est exponentiellement stable (i.e.lst(t)k décroit exponentiellement
vers 0) alorsP est I'unique solution positive de (4.7).

Dans la suite, nous utilisons des méthodes fréquentielles pour obtierdes résultats d'ob-
servabilité, de controlabilité et de stabilisation. Dans le cas ou l'opéragur B est borné, ces
méthodes nous permettent de démontrer des résultats de stabiéifon (et donc de contrblabi-
lité et de stabilisation). Nous pouvons méme considérer le probleme digtisé par les éléments
nis ou les di érences nies et regarder comment assurer que les solitins approchées res-
tent uniformément exponentiellement stable. Par contre, lorsqud'opérateur B  est non borné
(contrdle ou observation frontiére), nous ne pouvons aller jusda la stabilisation mais nous
obtenons néanmoins des critéres intéressants pour la contrélab#éitexacte et I'observabilité
exacte.
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4.2 Stabilisation dans le cas B borné ([T11], [T10])

Dans cette partie, nous nous intéressons au probléme de stabiligan et nous supposons
que B 2 L (U;X). De plus, nous travaillons uniguement avec un systeme du seconddre.
Soit H un espace de Hilbert etAg : D(Ag) ! H un opérateur auto-adjoint, dé ni positif et a
résolvante compacte. Nous considérons le systeme suivant

w+ Agw + BoBow =0; t> 0; (4.8)
w(0) = Wo 2 D(Ag?); w(0)= w; 2 H: (4.9)

On dit que le systeme (4.8)-(4.9) est exponentiellement stable si il &ste M > Oet > Otels
que pour tout (Wo;w1) 2 D(A5) H,ona

kw(t)ky + kw(t)ké (A1) 6 Me ' kwiki + kwoké(Aézz) (t > 0): (4.10)

Pour démontrer la stabilité exponentielle d'un systeme d'EDP, il existede nombreuses mé-
thodes, mais comme nous l'avons déja précisé, la plupart du temps ilagit de méthodes
temporelles dans le sens ou l'on attaque directement le probleme.duis proposons ici une
méthode di érente donnée par le théoréme suivant. Nous noton§ )n2n les valeurs propres
de Ap et (' n)n2n UNe suite de vecteurs propres associe€s aux valeurs propres.

Théoréme 4.2.1. Dé nissons pour tout ! > 0 et pour tout" > 0
[-)=fm2N;jn !j6"g:

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) le systeme (4.8)-(4.9) est exponentiellement stable;

X
(ii) il existe "> 0et > O tels que pour tout! > 0 et pour tout' = Cm' m
m2l-(1)
kB ' ky > k' kx: (4.12)
X
(i) il existe "> 0et > O tels que pour toutn 2 N et pour tout' = Cm' m
m2l-( n)
kB ' ky > k' kx: (4.12)

Par ce théoréme, on est ramené d'un probleme d'évolution a un probiée de paquets de
vecteurs propres deAg. Selon la répartition des valeurs propres, ces paquets peuventrétplus
ou moins di ciles a étudier. Lorsque les valeurs propres sont séparéeces paquets sont réduits
a un seul élément :

Corollaire 4.2.2.  Avec les hypotheses du théoreme 4.2.1, supposons de plud guiste > 0
tel que pour toutn 2 N,

n+1 n >
Alors le systeme(4.8)-(4.9) est exponentiellement stable si et seulement si il existe> O tel

que pour toutn 2 N
kB ' nky > K nkx: (4.13)
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Ce corollaire permet surtout de traiter des systémes d'EDP qui sdnlD en espace. Dés
la dimension 2, on doit généralement travailler avec le théoréme 4.2.1.Mpeut, par exemple
traiter avec ce résultat, la stabilisation d'une plaque carrée en dimesion 2 : soit = (0 ; )

(0; ) etsoit O un domaine non vide arbitrairement petit. On note par ¢ la fonction
caracteéristigue deO. On considére le probleme de stabilisation suivant :

w+ 2w+ ow=0; t>0 x2 ; (4.14)
w= w=0; t>0 x2 @; (4.15)
w(0;x) = wo(x); w(0;x) = wy(x); x2 (4.16)

Ce systéme est exponentiellement stable :

Théoréme 4.2.3. Il existe M > Oet > O tels que pour toutwp 2 H2() \ H2() et pour
tout wy 2 L?() , la solution w de (4.14)-(4.16) véri e

kW(t)kHZ() + kV\L(t)kLZ() 6 Me t kWOkHZ() + lekLZ() (t > 0)

Ce résultat n'est pas complétement nouveau et a découle d'un résalt de contrdlabilité
démontré par Ja ard [91] en utilisant un résultat de Kahane. Notre démonstration a l'avantage
d'étre plus simple et de plus permet de se tourner vers le probléme dedéscrétisation de (4.14)-
(4.16) en gardant la propriété de stabilisation exponentielle uniformgc.f. section suivante).
Néanmoins notre résultat est plus faible car nous ne traitons pas unplaque rectangulaire
générale. En utilisant le résultat de [129], nous pouvons certainemean déduire a nouveau le
résultat de [91] dans le cas d'une plaque rectangulaire, mais dans casmous devrions utiliser
des résultats plus ns de la théorie des nombres.

L'autre remarque, qui sera répétée dans la section concernant lawtrolabilité, provient du
fait que le domaine de stabilisationO peut étre arbitrairement petit. Ce résultat di ére du cas
des ondes ou I'on doit stabiliser sur une partie du domaine véri ant des anditions d'optique
géométrique ([14]). Ce résultat peut s'expliquer en partie par le fait ge la vitesse des ondes
dans une plaque est in nie ce qui n'est pas le cas des ondes. Cepenga&ela ne signi e pas que
pour n'importe quelle plague le résultat du théoréme 4.2.3 reste vrai. & particulier, Chen,
Fulling, Narcowich et Sun montre dans [31] que pour une plaque circuige, on peut prendre
un domaine de stabilisation aussi grand que I'on veut, s'il ne touche male bord alors le
systeme n'est pas exponentiellement stable. Il serait intéressaniedcomprendre pourquoi cette
di érence de géométrie implique une telle di érence de comportementDe plus, on ne sait pas
si I'on doit stabiliser sur une grande partie du bord (pour véri er I'optiq ue géométrique) ou si
une partie arbitrairement petite est su sante. L'étude d'autres do maines serait aussi a faire
mais le théoréme 4.2.1 est plus di cile a utiliser dans des géométries qualnques. L'étude des
paquets de vecteurs propres dé est facilitée dans le cas d'une plague rectangulaire ou d'une
plague circulaire par la connaissance explicite des éléments propres Alp. Un autre probléme
intéressant serait de généraliser le théoréme 4.2.3 au cas d'un op@wr Bg tel que B, n'est
pas nécessairement borné. Cela permettrait de traiter le cas de ldabilisation frontiére ou
ponctuelle. Actuellement un ingrédient clé dans la démonstration esun résultat de [103]
qui n'est valable que pour des opérateurs bornés. Etendre ce gt au cas non borné est un
probléme di cile mais qui permettrait de relier les problémes de contr@abilité et les problémes
de stabilisation.
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4.3 Stabilisation numérique ([T11], [T10])

Lorsque l'on discrétise un probléme de contrblabilité, d'observabilité oule stabilisation
d'une EDP, on n'est pas sOr de garder les propriétés que I'on a au niveacontinue. En fait,
dans le cas simple de I'équation d'une corde avec semi-discrétisation espace et stabilisation
a l'une des extrémités, Infante et Zuazua ont montré dans [88] que Echéma classique de di é-
rence nie ne donnait pas une discrétisation exponentiellement unifane. De maniére générale,
de nombreux schémas classiques ne permettent pas d'obtenir unesctétisation exponentiel-
lement uniforme de problémes continus qui sont exponentiellementables. Cela provient de
certaines fréquences (souvent les hautes fréquences) qui lmatsque faiblement stabilisées par
le terme d'amortissement ( feedback ). Pour résoudre ce probige un certain nombre de solu-
tions ont été envisagées : régularisation de Tychonov ([67]), élémsnnis mixtes [12], Itrage
des hautes fréquences [88], etc. Ici nous considérons une métaambnsistant a ajouter une
viscosité arti cielle qui tend vers 0 lorsque le pas d'espacé tend vers 0. Cette méthode a
déja éteé utilisée par [128]. Notre approche consiste a nous servir die méthode fréquentielle
pour obtenir un critere assez général permettant de traiter un lasse de systémes di érents
sans avoir a tout refaire a chaque fois. Malheureusement notre itdre général ne s'applique
quasiment qu'au systéme d'EDP unidimensionnel en espace. Cependanotre méthode nous
permet de traiter des exemples en dimension supérieure, notamnteselui de la plaque carrée.

Commencgons par un cadre abstrait. On considére le systéme en ludel fermé (4.8)-(4.9)
avec les hypothéses de la section précédente. On suppose de plus e systéme est exponen-
tiellement stable i.e. qu'il existe M et > 0 tels que pour tout (wg;w;) 2 D(Aézz) H, la
propriété (4.10) soit véri ée. On note par D(A(l):z) le complété deD (Ap) pour la norme

P
K ki = Mo ig 8 2D(Ao)

et I'on considére une suite(Vy)h> o de sous-espaces linéaires de dimension nie dDe(Aézz).
Pour tout h, on note parN (h) la dimension deV;,. Le produit scalaire deV;, est la restriction du
produit scalaire dansH qui, pour simpli er, sera noté dans la suite parh; i. Nous dé nissons
l'opérateur linéaire Agn 2 L (V) par

Mon' h; nl = hAcl):z' h;Aéz2 hi 8" h; h2 Vh:

L'opérateur Agn est clairement symétrique et dé ni positif. Nous considérons ausgine suite
de sous-espace@Jy) de U et nous dé nissons les opérateur8o, 2 L (Up; V) par

BohUn = enBoun  8up 2 Up; (4.17)

ou ey est la projection orthogonale deH sur ;. L'adjoint de By, de Bo, est alors donné par
la relation
Boh' h= nhBo' hi 8 h2 Vh;

ou p est la projection orthogonale deU sur Uy. Ce choix deBg, implique que les familles
KBohKL(Univi) ha(on ) B8 KBonKL(vaiUn) ho(on ) SONt bornees.

Nous supposons de plus que la famille d'espac@¢,) (respectivement(Uy)) approche I'es-
paceD(A(l)zz) (respectivementU). Plus précisément, si I'on note , la projection orthogonale
de D(A(lfz) sur Vy, nous faisons I'hypothése qu'il existe > 0, h > 0 et Cy > 0 tels que

kn' "k+thkp k=6 Coh?kAg' k 8 2 D(Ao);
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rI]ilm0 hu=u dansU 8u2 U;

et
kBo' By ku 6 Coh? kAg' k 8 2 D(Ag):

Les hypotheses ci-dessus sont véri ées en particulier lorsque 'on utiésune méthode d'élé-
ments nis pour approcher des espaces de Sobolev. Le résultat queus avons démontré dans
ce cadre général est le suivant :

Théoreme 4.3.1. Avec les hypothéses ci-dessus, supposons qu'il existe> 0 tel que les
valeurs propres( n)n2on de A(l):2 Véri ent

1 n> o 8n2N: (4.18)

Supposons de plus qu'il existeg > 0 tel que pour tout vecteur propré de A(l):2

kBy' ky > ok' k (4.19)

Alors la famille de systemes
Wh + AohWh + BonBopWh + h Aghwy =0;  t> 0 (4.20)
Wh(0) = Woh 2 Vh;  Wh(0) = Wip 2 Vh; (4.21)

est uniformément exponentiellement stable dans le sens ifjexiste des constanted; ;h > 0
indépendantes deh, wg, et wy, telles que pour touth 2 (0;h ), on a

2 1=2 2 t 2 1=2 2 .
kwp (k= +  Ag “wh(t) 6 Me kwink® +  Ap,"Won 8t > 0 (4.22)

Un conséquence de ce résultat est la convergence des opératedie Riccati associés aux
problémes approchés vers l'opérateur de Riccati associé au proivlé continu. Plus précisément
notons

X = D(A7®) H; D(A)= D(Ao) D(AgY);

_ 0 1 _ 0
A= Ag 0~ B = Bo ’
— . 1 . e ACRY — 1=2, al=2 . H
Xh=Vh Vh; W' ns on)i(en; Sh)ix, = PAGT niAg, eni + hpyopi;
0 [ 0
Ap = ; Bp= ;
" Aoh  h Am n Bon

et  la projection orthogonale deX sur Xy.
En utilisant un résultat abstrait (voir [13, 65, 66, 94], on démontre lerésultat suivant

Théoreme 4.3.2. Avec les hypothéses du théoréme 4.3.1, les équations de &icc
Ahph + PhAh PhBhBhPh +1 =0

(resp I'équation de Ricatti (4.7)) admettent une unique solution positivePy, (resp. P). De plus,
Py converge fortement verd? dans le sens suivant

lim P =Pz (z2X):
lim P n ( )
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Pour démontrer le théoréme 4.3.1 l'idée est de regarder séparémere qui Se passe pour
les basses fréquences et pour les hautes fréquences : les baségaences se comportent de
la méme maniére que le probléme continu et les hautes fréquencestsamorties par le terme
de viscositéh Aghwy que I'on a ajouté dans le schéma numérique (par rapport a un schéma
classique). Plus précisément, la proposition suivante montre que Igsopriétés (4.18) et (4.19)
restent vraies pour les basses fréquences.

Proposition 4.3.3.  Notons par ( ) la suite croissante des valeurs propres deéﬁz et par
(" n:n) une suite de vecteurs propres normalisés associés. Alorseikiste > 0, h >0, > 0

h 26" (4.23)
on a
n+1;h n;h > (424)
et
kBon' mnku > (4.25)

C'est a cause de cette propriété gue nous avons besoin de la conditide gap (4.18) dans
le probléme continu. En e et nous utilisons un résultat classique d'appoximation des vecteurs
propres pour une méthode de Galerkin ([116]) :

Kn n;hk6 21+ n;h)k' n h' nk;

ou
n .
nh = max .
16 m6 N(h) ] mh n)
meé n
Lorsque nous n'avons plus la propriété de gap, nous ne parvenons pla utiliser ce résultat pour
démontrer (4.25). Par contre comme nous le verrons plus loin lorsgu'on connait explicitement
les éléments propres dé\o., Nous n'avons plus besoin de ce résultat général et nous pouvons
montrer directement la décroissance exponentielle uniforme.

La démonstration du théoreme 4.3.1 est basée sur une caractérigat fréquentielle de la
stabilité exponentielle du méme type que celles du théoréme 4.2.1 ou dorollaire 4.2.2. La
di érence est que I'on doit traiter ici une famille de systemes. On est dnc conduit a utiliser
un autre résultat, qui généralise celui de Priss [115] et Huang [8@lu cas d'une famille de
systemes. Commencons par rappeler une dé nition :

Dé nition 4.3.4.  Soit (Xy) une famille d'espace d Hilbert et soit(Ay) une famille d'opéra-
teurs engendrant des semi-groupe@” ") continus dansXy,. La famille de semi-groupege”h)
est dite uniformément exponentiellement stable s'il existe des conahtesM; > 0 telles que

ke® ki (x,) 6 Me ' 8t> 0
Le résultat dont nous nous servons est di a Liu et Zheng [105, p. 162]

Théoreme 4.3.5. Soit (An) une suite de générateurs de semi-groupes dais,. Alors la
famille de semi-groupege*n) est uniformément exponentiellement stable si et seulemesi
les deux conditions suivantes sont véri ées :
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(i) pour tout h, iR est inclus dans I'ensemble résolvent(Ay) de Ay ;
(i) sup k@it Ap) ‘kex,y <1
h;! 2R

En utilisant ce théoréme et en découpant le spectre en basse fréqnce et haute fréquence
(via le critére (4.23)), on peut démontrer le théoréme 4.3.1. La propété de décroissance expo-
nentielle uniforme permet de plus d'obtenir des résultats sur I'approsmation des opérateurs
de Riccati.

En utilisant une approche similaire, on peut traiter le cas particulier del'équation des
plaques dans carré, c'est-a-dire la discrétisation du systéme (4)t@#.16). On note ¥ 2 N et
on dé nit 1

e +1

On stabilise la plaque sur un domaine non vidé arbitrairement petitde =0 ; ) (0; ).
On peut supposer queO =(a;b (c;d) avecO<a<b< etO<c<d< .On peutaussi
supposer qu'il existe des entiers

tels que
a= a(h)h; b= bh)h; c= c¢(h)h; d= d(h)h:

au point xjx = (jh;kh). Nous utilisons la méthode des di érences nies (contrairement au
cadre précédent). En fait nous aurions pu écrire le cadre générdhns un cadre di érence nie
car il existe des résultats généraux pour approcher les valeursqpres et les vecteurs propres
dans ce cadre et le théoreme 4.3.5 ne demande pas Qe V.

Ici, dans le cas d'une plaque carrée, nous avons

Vi, = R

Nous notonswy 2 V;, le vecteur de coordonnéesvjx avecl 6 j;k 6 M. Nous dé nissons la
matrice Agn représentant la discrétisation du bilaplacien avec les conditions = w =0 sur
le bord via sa racine carrée :

1=2 _ 1 }
Ay wh = 2 (W1 + W 1+ Wik 1 AWk )

JH
pour tout 16 j;k 6 N, avec comme conditions aux bords
Wok = Wiio = Wig,1 4 = Wieesy =0 8k210;11; N +1g;
W o1k = Wik, Wgypy = Wgy 8k2f0:i N +1g;
Wi, 1= Wit Waynyp = Wee 8k2f0:iM+1g:
Le schéma aux di érences nies pour le systeme (4.14)-(4.16) s'écrit
Wi + (AohWh)jy +( oWn)j + h? (AonWh)j =0 t>0; 16 jik 6 I¥; (4.26)

wh(0) = Won;  Wh(0) = wip: (4.27)
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Dans l'équation (4.26),( own) représente le vecteur de coordonnées

i sia(h) 6 ] 6 bh) etc(h) 6 k 6 d(h);
oms LSS e ke

Le terme de viscosité numérique que I'on a ajouté au schéma classique di érences nies est
h? (AohWh). En utilisant le résultat du théoréme 4.2.3 et la méthode que I'on a décré dans le
cas général, nous en déduisons que le schéma précédent est umfament exponentiellement
stable.

Il subsiste de nombreuses questions ouvertes sur ces probléngs. nombreuses méthodes
existent, comme expliqué au début de la section, mais il y a peu de compaison entre ces
méthodes. Il n'existe aucune étude sur des problémes non linéaires savoir contrbler/stabiliser
un probleme non linéaire ou utiliser une stabilisation non linéaire sur un pbleme linéaire.
Les méthodes utilisées dans cette section ne seront pas simples a wtitislans ces cadres. Une
autre question est de savoir quelle viscosité numérique nous devonsettre dans le schéma
pour avoir une convergence su samment rapide tout en gardant ladécroissance exponentielle
uniforme de I'énergie. Pour le cas de la corde, dans [128], les auteutdisent une viscosité du
type h?Agy alors que nous avons besoin dans notre cadre général d'une vist®arti cielle du
type hAgn. Cela provient du fait que dans notre cas, nous n'utilisons pas les fowles explicites
des éléments propres dé\g,, et par conséquent nous perdons un ordre eh. Pour I'exemple
de la poutre ou des plaques, nous utilisons une viscosité du tyg€Agn. Hors, un calcul trés
simple (et notre méthode) montre que pour la poutre, il n'est pas néessaire d'ajouter de la
viscosité numérique pour obtenir un schéma exponentiellement stéda Malheureusement dans
le cas de la dimension 2, le méme procédé est di cile a répéter et I'on ne isgas si le méme
résultat est vrai et si oui, comment le démontrer. En n, il serait intéresser de généraliser ce
qui a été fait ici dans un cadre abstrait au cas ou I'opérateuBg n'est plus borné (stabilisation
frontiere). Mais cette généralisation n'est pas triviale dans le cas d& stabilisation : méme
dans le cas continu (Théoréme 4.2.1 nous avons besoin de suppdBgrborné). Dans le cas de
I'observabilité/contrdlabilité, nous parvenons a obtenir un résultat dans cette direction dans
la cas continu.

4.4 Observabilité/Controlabilité dans le cas B non borné ([T9])

Dans la derniére section de cette partie, nous travaillons avec degérateurs B et C
admissibles mais non nécessairement bornés. Nous caractérisonbgd@rvabilité exacte (et donc
la controlabilité exacte) via un critére spectral. Plus précisément, o reprend les notations
de l'introduction de ce chapitre, i.e., on considére le systeme (4.2). Nis nous intéressons a
I'observabilité exacte du systéme :

Dé nition 4.4.1.  Le systéme (4.2) est dit exactement observable en temps s'il existe une
constantekr > 0 telle que
Z1
ky(t)k? dt > k2kzoki 8z 2 D(A):

On suppose queéA est anti-adjoint et que C 2 L (D(A); YY) est admissible. On fait de plus
I'nypothése queA a une résolvante compacte, de sorte que son spectre est forme whleurs
propres. Plus précisément, commé\ est anti-adjoint, le spectre deA est donné par

(A)=fi n; n2Ng



53

avec p 2 R (on peut remplacer N par un autre ensemble dénombrable). Notong ) une
base orthonormale deX formée de vecteurs propres dé associé aux valeurs propre§i p).
Pour tout "> 0 et pour tout ! nous notons comme dans la premiere section

JP)=fm2N;jm !j6"0

(la notation est di érente car il s'agit ici d'un systeme d'ordre 1 et dans la premiére section,
on considérait les paquets associés Ag). Notre résultat concernant la caractérisation de
I'observabilité par un critére spectral est le théoréme suivant.

Théoréeme 4.4.2. Avec les hypothéses et notations ci-dessus, le syste(de?) est exactement
observable si et seulement si 'une des assertions suivanest veri ée : y
Il existe "> 0et > 0 tels que pour tout! 2 R et pour tout z = Cm m
m2J-(!)

kCzky > kzkx:
X
Il existe "> 0et > 0 tels que pour toutn 2 N et pour tout z = Cm m

m2J-( n)
kCzky > kzk:

Le résultat ci-dessus peut étre vu comme une généralisation de plusie résultats existants.
Plus précisément dans le cas d'un opérateu€ borné, un résultat similaire est démontré dans
[104]. Dans la cas d'un opérateur d'observation non borné, lorsque &pectre deA admet un
gap, Russell et Weiss [118] montrent que le critere spectral impliquébservabilité exacte.

L'avantage du théoreme 4.4.2 est qu'il permet d'obtenir des résultatgle controlabilité et
d'observabilité en travaillant simplement sur les éléments propres dé. Lorsque ces éléments
propres sont connus explicitement, I'étude peut étre trés simpli € parapport a une méthode
consistant a attaquer le probléme directement. Dans I'étude ci-de®us, nous obtenons avec
ce théoreme des résultats nouveaux d'observabilité frontiere de f@ation des plaques, mais
dans ce cas, I'étude n'est pas trivial et nécessite des résultats naux de la théorie des
nombres sur la somme de deux carrés. Le désavantage de cette hogte est de perdre le
temps optimal de contrble. Dans les résultats ci-dessous, nous btnons pas |'observabilité
des plaques pour un temp9g arbitrairement petit. Ce résultat a été montré dans un papier de
[129] mais en utilisant une méthode temporelle et en utilisant davantag de techniques de la
théorie des nombres. Dans ce papier les auteurs étudient aussi ksadu rectangle ce qui n'est
pas une extension triviale de notre cas. Dans notre cas, nous utilise que les valeurs propres
du Laplacien avec condition de Dirichlet dans un carré sont des sommelke carrés d'entiers.
En particulier les paquetsJ-(! ) avec < 1 sont réduits aux points (m;n) sur un méme cercle
de centre 0. Dans le cas du rectangle, le changement ne vient pasileenent du fait que I'on
passe d'un cercle a une ellipse, mais que les points peuvent étre dans wisinage de cette
ellipse et plus nécessairement sur l'ellipse.

L'outil principal pour démontrer le théoreme 4.4.2 est une extension écente du test de
Hautus. Ce résultat démontré dans [29] concerne |'observabilité deystémes ayant un généra-
teur anti-adjoint et un opérateur d'observation non borné :

Théoréme 4.4.3. Supposons qué\ est un opérateur anti-adjoint d'un espace de HilberX et
queC :D(A)! Y est un opérateur d'observation admissible. Alors le systéam

z=Az; z(0)=2zp; y=2Cz
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est exactement observable si et seulement si il existe unestante > 0 telle que
k(A it Id)zk% + kCzk? > kzki 8! 2R 8z 2 D(A):

En partant de ce théoréme et en utilisant I'admissibilité de I'opérateur & C (c.f. [118]),
on peut démontrer le théoréme 4.4.2.

Comme dit ci-dessus, le théoréme 4.4.2 a plusieurs applications. |l peetien particulier
de démontrer un résultat d'observabilité frontiere de I'équation desplaques et de I'équation
de Schrodinger dans un carré. On peut aussi retrouver un résalt d'observabilité exacte pour
I'observation frontiere des ondes dans un carré. On précise dansdaite les résultats nouveaux
sur I'équation des plaques et sur I'équation de Schrédinger.

Théoréme 4.4.4. Soit =(0 ; ) (O; ) etsoit unouvertde@ . Considérons le probléme
de contréle suivant

w+ 2w=0 t>0 x2 ; (4.28)

w(t;x)=0 t> 0, x2 @ ; (4.29)

w(t;x)=0 t> 0, x2@ n ; (4.30)

w(t;x) = u(t;x) t>0;, x2 ; (4.31)

w(0;x) = wo(x); w(0;x) = wi(x) X2 ; (4.32)

avecu 2 Ll%c(o; 1 ;L2()) . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
Il existe T > O tel que le systéme ci-dessus soit exactement contrdlablensldd 3( )
H () entempsT.
La région de contrble  contient un segment horizontal et et un segment vertical, etun

étant de longueur non nulle.

Nous obtiendrions un résultat similaire en contrélant I'équation de Schidinger dans un
carré avec un contréle de type Dirichlet sur . Ces résultats sont équivalents a des résul-
tats d'observabilité sur I'équation des plagues avec une observatiode type Neumann et sur
I'équation de Schrédinger avec une observation de type Neumann.dds pouvons aussi obte-
nir I'observabilité de I'équation de Schrédinger avec une observationaltype Dirichlet (et qui
donnerait donc un résultat de contrdle en contrélant via une condiobn de Neumann) : soit
encore =(0 ; ) (0; ) etsoit un ouvertde @ . On considére I'équation de Schrodinger
écrite dans

z+i z=0 t>0;x2 ; (4.33)
gzzo t> 0, x2 @ | (4.34)
z(0;x) = zp(x) x2 ; (4.35)
avec la sortie
y=1z: (4.36)

Dans ce cas on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.4.5. Pour tout ouvert non vide de @ , le systéme décrit par(4.33)-(4.36) est
exactement observable. En d'autres termes, il existe > 0 et une constantekt > O tels que si
z ety vérient (4.33)-(4.36) alors
Z.2
jyi? d dt> kfkzok?s(
0
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pour tout zo 2 H?() tel que% =0 sur @ .

Pour ces deux théoremes, I'étude se ramene a I'étude des valeursdeis vecteurs propres.
Comme nous travaillons dans un carré avec de bonnes conditionsua bords, les valeurs
propres sont des sommes de carrés d'entiers et les fonctions prep des produits de fonctions
trigonométriques. Dans chaque cas, I'étude revient a la démonsttian d'une inégalité du type

2
Z X X o
Cmif (m) COS(Mx1) > jCmn®; (4.37)
m2 g M2+ n2= g2+r2
avec0< < < et > 0ne dépendant que de et de . Les entiersqetr sont non nuls

et on a posé
oo =Tm2N ; ¢+ r? m?estle carré d'un entier non nug;

etpourm2 g, P
f(m)= g+r2 m%

L'inégalité (4.37) est démontrée en utilisant une version du théoreme &l Beurling (c.f. [11])
et surtout un résultat sur la répartition des valeurs propres. Ce @rnier résultat est démontré
avec des outils classiques mais puissants de théorie des nombres(tteme de crible) :

Théoréme 4.4.6. SoitM 2 N et g< 1< < m M +1 éléments consécutifs de g.
Alors il existe une constanteC > 0 telle que

MZ
>
Mo 07 2C2log(2Mm)

Ainsi si l'on peut avoir des éléements conseécutifs de o, assez proche (ce qui impliquerait
avec le théoréeme classique de Ingham une zone d'observationassez grande), leur densité
tend vers 0 ce qui permet de prendre dans (4.37) un intervalle; ) aussi petit que l'on veut.
Comme dit précédemment, I'extension au cas du rectangle demandeslrésultats encore plus
ns de théorie des nombres, mais a déja été faite (c.f. [129]). D'autseextensions peuvent étre
intéressantes et possibles par cette méthode. On peut par exetepegarder d'autres conditions
aux bords dans la cas d'une plaque rectangulaire. Cela modi e les valesipropres et surtout
les vecteurs propres. Il est aussi possible de regarder ce qui sssge avec le disque. Peut-on
prendre une partie du bord arbitrairement petite ou doit prendre une partie assez grande pour
veéri er les conditions d'optique géométrique ? Dans ce cas, il faut treailler avec les zéros des
fonctions de Bessel au lieu des sommes de carrés et I'étude est téérente. On peut aussi se
demander si ce qui se passe lorsque I'on considére des équations@aents variables. Peut-
on utiliser des résultats asymptotiques sur le spectre pour retrower des résultats similaires ?
En n, il reste ce probléeme du temps de contr6le. Méme en dimension 1t en reprenant avec
attention la démonstration de [108], il est di cile de retrouver le temps optimal de contrble
de la corde. Il serait intéressant de retrouver I'étape qui fait perde le temps optimal et de
voir si I'on peut la modi er.



Chapitre 5

Dépendance par rapport au domaine
de quelques systemes d'EDP

Comme nous l'avons vu dans les chapitres précédents, le domaine dequel est écrit
I'équation aux dérivées partielles que l'on étudie joue un réle essentieDans le cas d'un
probléme uide-structure, le fait que ce domaine est variable compliga sensiblement I'analyse
du probleme et dans le cas des méthodes fréquentielles appliquées auobléemes de contréle,
nous nous servons plus d'une fois que nous sommes dans un carrédams une géométrie
particuliere sans savoir si hous pourrions généraliser ces résukah d'autres domaines.

Dans ce dernier chapitre, on présente deux travaux concernafe dépendance de solutions
d'EDP par rapport au domaine. Dans la premiere section, il s'agit de mifmmiser un critere en
créant un petit trou et dans la seconde section on regarde commieévolue la solution d'une
EDP écrite sur domaine tendant vers un domaine périodique.

5.1 Dérivée topologique pour des problemes d'évolution ([T1])

Considérons un domaine RY, d = 2 or 3 et notons paru la solution d'un systéme
d'équations aux dérivées partielles dé nies dans . Le but de l'analyse de sensibilité topo-
logique est d'étudier le comportement asymptotique d'une certainednction colt de forme
j()= J (u ) par rapport & une perturbation topologique in nitésimale de la topologie de

. On peut ainsi sortir de I'optimisation de forme classique dans laquite la topologie reste
identique. Pour plus de détails sur cette approche on peut se référ aux papiers suivants :
[120, 49, 50, 123, 63]. Dans ces papiers, la création de trous a l'ingur du domaine est consi-

dérée. Etant donné un pointxo 2 , un domaine! RY contenant l'origine et une petite
inclusion! - = xo + "1 , on obtient un développement asymptotique pour'! 0:
¢ nt=) jO= f("alxo)+ off (*)): (5.1)

Dans I'expression ci-dessus, la fonctiot 2 R* 7! f (") 2 R™ est réguliére et tend vers 0
lorsque " tend vers 0. Le nombreg(xp) est appelé dérivée topologique au poinkg. || donne
une indication de la sensibilité de la fonction co(t par rapport & la créabn d'un petit trou en
Xo. Cette application x 7! g(x) est I'outil de base dans les di érents algorithmes d'optimisation
de forme topologique : [9, 21, 78, 20, 63, 76, 114, 28, 2, 8].

D'un point de vue théorique, la plupart des travaux concernant desdéveloppements du
type (5.1) porte sur des problemes asscociés a des équations ellipgg, pour lesquelles plu-
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sieurs généralisations ont été faites : création de ssure [10], déri@éextérieure topologique
[110],etc. Un des rares papiers portant sur un probleme dépendadu temps est [20] mais les
démonstrations sont formelles. Notre objectif ici est de considér I'analyse de sensibilité topo-
logique pour des problémes paraboliques ou hyperboliques. Pour sithgr nous considérons
deux équations modeles : I'équation de la chaleur et I'équation des onsld.e.

Qu-
an
Les coecients - et - sont strictement positifs et constants par morceaux, avec unealeur
di érente dans l'inclusion ! » et dans le reste du domaine. Le second membfe est régulier
dans! » et dans son complémentaireA est une matrice symétrique dé nie positive. Finalement
on impose des conditions de Dirichlet sur le bord extérieur de et on prend des conditions
initiales nulles. Pour ces problemes, on considere une large classe alection colt. Le calcul de
leur sensibilité est fait via une méthode de dualité qui en plus d'étre d'unntérét pratique nous
permet d'écrire le développement (5.1) d'une maniére uni é. Ce cadreqrmet de nombreuses
généralisations relativement simples. Tout d'abord, les mémes résalts restent vrais avec
d'autres conditions aux bords (linéaires) sur@ (par exemple des conditions de type Neumann
ou Robin). Ensuite, les formules correspondantes pour des étatectoriels et non plus scalaires
peuvent étre aisément déduites a condition de connaitre I'expressialu tenseur de polarisation
du premier ordre (que l'on appelle aussi tenseur de polarisation de B@-Szegb ou masse
virtuelle). On peut se référer aux travaux [3, 4] dans lesquels degressions de ce tenseur
sont obtenus. Finallement, dans le cas oli+ est un trou avec condition au bords de Neumann
on peut retrouver les formules correspondantes en prenant fimellement - et - égaux a zéro
dans! - et dans le tenseur de polarisation associé. Cette assertion est déntrée dans [7] pour
les problémes elliptiques et peut étre facilement adaptée au cadregsent. Il est important de
noter que l'intérét de ce travail est illustré dans des expériences mueriques [20, 9].
Soit ¢; 1, o; 1 des nombres réels strictement positifs. Pour tout' 2 [0;"g), "o, NOUS
dé nissons

div( -Ar u) = F«; p=1;2

1 dans! - ) _ 1 dans! -
o dans nt= ° o dans ntw °

Soit aussiFg;F1 2 L2(0; T;H 1()) et dé nissons

F1 dans!- (0;T);
Fo dans( nt+) (0;T):

Nous considérons I'équation de la chaleur :

8
"@@l"i div ( “AT uu) = Fu dans (OaT)v
.> u- =0 sur @ (oa T); (52)

u-(0; )=0 dans

Posons
X = L20;T;H3()) \ HYO;T;H %)) ;
et supposons que
u 2 Xg=fu2 X;u(@; )=0g
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La formulation variationnelle correspondante a (5.2) peut s'écrire

n—:V dt + a-(u-;v)dt = “w(v)dt 8v2 X: (5.3)
0 @t 4 1) ma0 0 0
La forme bilinéaire a- et la forme linéaire - sont dé nies par :
z
a(u;v) = «Ar u r vdx; (5.4)
Z
(V) = F-vdx: (5.5)
Nous considérons des fonctions codts de la forme
Zt
j()= 3y = (u)t (5.6)
ouJ-:H3() ! R vérie les hypothéses suivantes :
Jo(u) 2 L(0;T) 8u2X; 8" 2]0;"0); (5.7)
Z 1
Jo(u) = J+(Uo)+  hDI+(Uo);u+  Uoiyy 1(y z(y dt+ "¢ I+ o("%); (5.8)
0
J(ug) = Jo(uo) + "¢ I+ o("9); (5.9)
kDJ(uo)  DJo(Uo)kizrm 1y = o("%); (5.10)
ot DJ-(up(t)) 2 H () pour presque toutt 2 (0; T).
Remarque 5.1.1. 1. Nous avons utilisé la notationDJ-(ug(t; )) car dans la plupart des

applications, cela coincide avec la dérivée au sens de Fréchet dleévalué enup(t; ).

2. Pour simpli er, nous ne considérons pas de fonction coli- dépendant explicitement du
temps, mais I'analyse développée ici peut étre adaptée a ce cas-la.

Nous introduisons I'état adjoint v- 2 X dé ni par

e\ dt + a (v )dt= DJ(up)'dt 8 2 Xp: (5.11)
o @ im0 0 0
La formulation forte correspondante s'écrit
8 @v .
2 ot div( Ar v»)= DJ(ug) dans (0;T);
> v- =0 sur@ (0;T); (5.12)
' v+(T;)=0 dans

Pour notre analyse, nous avons besoin de quelques hypothésesréigularité : nous suppo-
sons qu'il existe deux voisinages et ; de Xg telle que

Fo2 L2(0; T;HA( g)\ H2(O;T;L2( £)); (5.13)
F12 L20;T;WEL ( ()); (5.14)
DJo(ug) 2 L2(0; T;HA( 3))\ H2(0; T;L2( 5)): (5.15)

Finalement, nous introduisons la matrice de polarisationP,, 2 Rd d r 2 R* dénie
comme suit :
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1. sir =1, alorsPy.1 =0,

2. sinon, 7
(Pur )i = pj X ds (5.16)
@!
ou la densitép; est l'unique solution de I'équation intégrale
Z
:+11pi(2X) + pAr E(x y)n(x)dsly) = Aein(x) - 8x2 @t (5.17)
@!

Dans I'équation ci-dessus, nous avons notE la solution fondamentale de l'opérateuru 7!
div (Ar u). Le résultat que nous avons obtenu dans ce cadre est le théorémeavant.

Théoréme 5.1.2. Supposons que la fonction cold vérie (5.6)-(5.10). Supposons de plus
queug et vg sont solutions de, respectivement(5.2) et (5.12) pour " = 0 et que les hypothéses
de régularité (5.13)-(5.15) sont véri ées. Alors, nous avons le développement asympingtie
suivant :

Z T @U Z T
i) =" (1 o] . @(t;xo) Vo(t; X o) dt+ o , r Uo(t;xo) P, A Vo(t; X o) dt
Z #
J'i (Fi(t;xo) Fo(t;xo)) Vo(t;xo) dt+ Ji+ Jp +o("%): (5.18)
0

Il existe de nombreuses fonctions colt permettant d'appliquer le ultat ci-dessus. Par
exemple, nous avons

Proposition 5.1.3. Le développement asymptotiqué5.18) est véri é pour les fonctions de
colt suivantes.

1. Pour la fonction co(t
Z

J«(u) = (X)Ar (u ug):ir (u uq) dx (5.19)

ollug 2 L?(0;T;HY()) et estréguliere C') a support ne contenant pasxg. Dans ce
cas J1=0et J,=0.
2. Si I'on remplace dans(5.2) la condition au bord de Dirichlet sur @ par une condition
de Neumann, alors on peut considérer la fonction de colt
z.2Z
Ju(u) = ju ugj? ds dt (5.20)
0 @
ollug 2 L?(0;T;L?(@) .Danscecas, J;=0 et J,=0.
Nous obtenons un résultat similaire pour I'équation des ondes
8
@Gu .
£ .22 div( “Aruw)=F dans  (0;T);
@?
u=0 sur@ (0;T); (5.21)

u-(0; )= @CZ;(O; )=0 dans

2
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Nous notons
»u 7 div( oAr u):

Nous supposons que les hypothéses de régularité suivantes soétiées

\¢ .
Fo2 C°(0;TIL2() \ C(O;TLH® 1() ; (5.22)
j=0
Fo: Fopet 2Fg s'annulent sur @ ; (5.23)
F12 L%0; T; W (B(x0;R))); R> 0 (5.24)
\¢ .
DJo(uo) 2 C([0; TI;L%()) \ C(O:;TLEH® 1()) ; (5.25)
j=0
DJo(ug); DJo(ug) et 2DJg(ug) s‘annulent sur @ : (5.26)
kDJo(uo) DJI-(Uo)kwrrorm 1¢) = 0o("%?): (5.27)
Nous posons
X = (0; TI;Hg()) \CX(0;TL;L%()) \C2([0;TILH () ; (5.28)
L'état adjoint v- 2 X est solution de
ya & Z; ya
" dt + a (v )dt= DJ-(up)'dt 8 2 Xp: (5.29)
o @ ) a0 0 0

La forme forte correspondante est

% @é\;/% div( ~Ar v»)= DJ«(up) dans 0;T);

§ v =0 sur@ (0;T); (5.30)
: ve(T; ) = %(T; )=0 dans

Théoréme 5.1.4. Supposons que la fonction codd - vérie (5.6)-(5.9) et (5.27). Supposons
de plus queug et vp sont les solutions de, respectivemen(5.21) et (5.30) pour " =0, et que

les hypothéses de régularit¢5.22)-(5.26) sont véri ées. Alors nous avons le développement
asymptotigue suivant :

Zq
. _wd o @y, @y,
(") j(@©)= (1 0)j!] . @(LXO) @(LXO) dt
Z
+ o IUo(tXo) Py _or vo(t;xo)dt
0 0 #
Zq

i 'i (Futxo) Fo(t;Xo) Vo(t;xo) dt+ Ji+ Jo +o("%): (5.31)
0

Les deux théorémes admettent de nombreuses généralisations sley mais certaines exten-
sions sont plus di ciles a obtenir. Par exemple, est-il possible de coridérer d'autres équations
comme les équations de Navier-Stokes (c.f. [6]) ou les équations deAgll ? Peut-on adapter
la théorie correspondante sur les ssures ? D'un point de vue mathéatique, il est aussi intéres-
sant de se demander ce qui se passe si le trou est aussi un trout@mps, ou en d'autres termes
est-ce l'on peut créer un trou a un certain temps? Ce probléeme eserainement beaucoup
plus di cile a traiter.
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5.2 Le systeme de Stokes dans un domaine périodique ([T2])

Dans les puits de pétrole, en n d'exploitation, on utilise des pompes emincées profondé-
ment dans le sol a n de maintenir la production. De telles pompes sontamposées de plusieurs
étages identiques (jusqu'a une centaine). Les simulations numérigseen 3D de ots dans ces
pompes et l'utilisation des résultats obtenus (pour optimiser la formede certains éléments
de cette pompe) ne peuvent se faire qu'en simpli ant au maximum le mode. Une simpli -
cation naturelle et considérée par les ingénieurs et de supposer gilmn peut remplacer tous
les étages par un seul étage avec condition périodique. D'un point daile mathématique, le
probléme correspondant est simple & poser : soity RN un domaine composé d&k copies
d'un domaine borné translaté dans laN -ieme direction en espace (c.f. Figure 5.1).

Pour simpli er, on peut supposer que RN 1 (0;L)ouL> Oetque

1
K= (iLen +)
i= K

Dans la suite, on suppose aussi quey est un domaine de class&C’! pour tout k. Soit
f2 Lﬁ,C(RN) une fonction L-périodique dans la directionN . Considérons le systéme suivant

sur  endimension 2 N =2):

uc+trpe =f dans y;
r ug =0 dans ;
rotuy, =0 sur@ g;
uc n =0 sur@ g:

(5.32)

Nous cherchons a savoir si la solution du probléme ci-dessus conyervers la solution du
probléme périodique sur un seul étage :

up +rp =f dans ;
r upy =0 dans ;
rotup =0 sur ; (5.33)

ug n =0 sur ;
u; Lex-périodique

ou est la frontiere latérale de . Nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 5.2.1. Soit ko 2 N . Il existe des constanteK > 0, K9> 0, > 0 telles que
pour tout k > ko; on a

kue ug ki1 ko)? 6 Ke k;

kpk P1 k|_2( ko) 6 K% k :

La question gue nous nous posons ici peut se poser naturellementysdien d'autres EDP.
En particulier nous pouvons aussi considérer le probleme semi-linéaisuivant

Ug + g(x;ux) =f dans ;

uc =0 sur@ g; (5.34)

ou g veéri e des conditions usuelles. On note pam; la solution du probléme périodique posé
dans
up +g(x;uy) =f dans ;
up =0 sur ; (5.35)
u; Leyn-périodique



62

Dans ce cas, nous démontrons le résultat suivant :

Théoreme 5.2.2. Soit kg 2 N . Il existe deux constantesKk > 0 et > 0, dépendant
seulement de ,, telles que pour toutk > Ko,

kug uz ke, )6 Ke k.

Ce type de résultats ont déja été démontrés dans des papiers de Ehipot et Y. Xie : [35],
[37], [36]. Leurs technigues reposent sur une méthode variationnelleopr obtenir la conver-
gence. On peut aussi se référer au livre [34] de M. Chipot pour desgblémes similaires. Notre
approche a de nombreux points communs avec ces travaux mais aves di érences suivantes :

nous travaillons avec la norme uniforme (! ) qui semble plus naturelle pour les ingé-
nieurs;

nous utilisons une méthode un peu plus simple, uniguement basé sur lprincipe du

maximum, ce qui nous permet d'obtenir une convergence plus forteconvergence expo-
nentielle au lieu de polynomiale) ;

dans le cas elliptique, nous considérons le probléme semi-linéaire au lielw cas linéaire.

Par contre nous sommes restreints au cas du Laplacien et a une géé&tme plus simple

(périodique dans une seule direction) ce qui n'est pas le cas des teax de Chipot et

Xie;

nous considérons le probléeme de Stokes en dimension 2 avec desditians aux bords

particulieres (conditions de Navier).

En fait, la condition de Navier vient du fait que nous utilisons le résultat du théoreme
5.2.2 pour démontrer le théoréme 5.2.1. En prenant le rotationnel d&a premiére équation de
(5.32) et de (5.33), on se raméne aux équations (5.34) et (5.35). Botre méthode a l'avantage
de donner un bon résultat (convergence exponentielle), elle semidécile a généraliser pour
traiter des extensions pertinentes :

Comment obtenir le méme résultat dans le cas de la dimension 3?
Comment traiter le cas des équations de Navier-Stokes ?

Comment traiter le cas d'autres conditions aux bords comme par egmple les conditions
de Dirichlet?
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