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AVANT-PROPOS

Ce polycopié est un recueil d’exercices de mathématiques a 1'usage des éleves
en premiere année a 1’Ecole Supérieure des Sciences et Technologies de I'Ingé-
nieur de Nancy.

Le niveau des exercices proposés est assez variable : certains sont des
applications directes du cours ; d’autres, marqués d’un astéristique, sont un
peu difficiles, mais ils peuvent toujours étre résolus avec les moyens dont
disposent les éleves de premiere année.

Les exercices sont pour la plupart classiques. Les plus originaux provi-
ennent de la base de données EXEMAALT (Exercices de Mathématiques
Alternatifs), en copyleft LDL. Les noms de leurs auteurs respectifs sont men-
tionnés en bas de page.

L. ROSIER
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1. Ensembles - Applications

Ex. 1 Dans chacun des cas suivants mettre dans l’espace ... le symbole ap-
proprié parmi €, &, C, ¢ :

a) 1 ... C;
b) {2} ... R;
¢) {3,1-2} .. Z

d) V2 ... Q;

e) R\Q .. C\Z
f) m ... R;

g) {r} ... R.

Ex. 2 On désigne par I lintervalle [0,4] et on considére les fonctions de I
dans R définies de la fagon suivante :

filz) =35 +3,

folz)=z+1,

f3(z) = —2* +4x+2.

a) Tracer sur une méme figure les courbes représentatives de f1, fo et fs.

b) Etudier chacune des assertions suivantes et dire si elle est vraie ou fausse.
On justifiera sa réponse par un argument d’une a deux lignes au plus.

(A1) IM € R tel queVr €1 fi(x) <M ;
(Ay) Ve € I, 32’ € I tel que fi(z) = fo(2') ;
(As) Fx € I tel que Vo' € I fi(z') < f3(z) ;
(Ay) 32’ € I tel que Vo € 1 fi(2') < f3(x)
(As)Vz €1, fo(z) < fi(z).

)

Ex. 3 Dans chacun des cas suivants, dire si l'application f : R — R est
injective, surjective ou bijective :

Ex. 4 Soit A={ay,...,a,} un ensemble fini.
1. Soit f : A — A. Montrer que f est injective si, et seulement si, f est
surjective. Le résultat persiste-t-il si A est infini ¢
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2. Combien y a-t-il de bijections de A sur A ?

Ex. 5 Trouwver un majorant du nombre de chiffres d’un entier n.

Ex. 6 Supposons qu’un plan d’épargne soit rémunéré 5% par an, et que les
intéréts acquis a la fin de chaque année viennent s’ajouter au capital. Au
bout de combien d’années le capital aura-t-il doublé ¢



2. Nombres complexes

Ex. 1 Ecrire sous forme cartésienne (z = x+1iy, avec x,y € R) les nombres
complezes

. - - 2+ 14+4\°
z1 =be'd, zp=3e'3s —2e'6, z3= 1:; et z4 = (1+Z,> .
) —1

Ex. 2 Donner le module et I’argument des nombres complexes suivants

144
—1+i/3

Ex. 3 Résoudre dans C les équation suivantes :

a) z24+z2—-2=0;

b) (1—-2i)z—(3—14)=0;

5z — 2

c¢) Im =0.

/ ( z—1 )
Ex. 4 MODULE ET ARGUMENT DE LA SOMME DE DEUX NOMBRES COM-
PLEXES

Soient z1 = p1€'t et 2o = pae'® deux nombres complezes. On veut déterminer
analytiquement le module et l'argument de z = z1 + zy (resp. de 2/ = z123).
1. Représenter les points My, My et M du plan d’affixes respectifs z1, zo et

z.
2. On note z = pe'®. Montrer que

1+ —1+iV3:

162

|

p = (0 + P + 2p1p2 cos(6r — 02))

(Indication : développer zZz.)
3. On suppose que M est dans le demi-plan situé a droite de l’aze des imagi-
naires. Utilisant la représentation géométrique de z; et z, montrer que

p18in 01 + po sin Oy
P

sin f =

4. On pose 2 = 212 = pe. Donner les expressions de p et @', et
représenter le point M’ d’affize 2.



Ex. 5 NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

1. Utilisant le nombre complexe e’ ) | retrouver rapidement les formules de
trigonométrie donnant cos(x + y) et sin(x + y), puis celles donnant cos(2x)
et sin(2z) ;

2. En déduire les formules donnant cos x cosy, sinxsiny, sin x cosy.

3. En déduire les formules donnant sin p + sin q, sinp — singq, cosp+ cosq et
COSp — COoS (.

Ex. 6 En exprimant de deur fagons différentes (1 +1)°, calculer
CY—C24C3 et C3 —C3+C3. Calculer plus généralement C0—C2+Ct — . ..
(n>1).

Ex. 7 Ezprimer cos(50) et sin(50) a l’aide de cos@ et de sin6.

Ex. 8 Linéariser les expressions : cos*(6), cosf - sin® @ et cos(26) cos? 6.
Ex. 9 Trouver les solutions zy, z3 de 2> — (4+1)z +5—i=0.

Ex. 10 Calculer une racine carrée z de 2 — 3i.

Ex. 11 Calculer les racines 6éme de —3 + 3i.

Ex. 12 Résoudre 2® —i2% = —22% + (24 1i)2% — 4z.

Ex. 13 Résoudre z* — (2+1i)2> + 3 +1i = 0.

Ex. 14 Soit z = ¢'% . Que vaut 1+ z + 22 + 23 + 24 2 Exprimer z + 2* et
2% + 2% en fonction de cos(2m/5), et en déduire les valeurs de cos(2w/5) et

de cos(m/5).

Ex. 15 IDENTITE DU PARALLELOGRAMME
Prouver lidentité

lz+ 2P+ |z =22 =2(]z2 + |¢]?), Vz 7 eC.

En donner une interprétation géométrique. (Indication : construire le par-
allélogramme dont les sommets ont pour affizes 0, z, z + 2', 2'.)



3. Suites numériques

Ex. 1 Montrer que la suite définie par ug = 1 et upy1 = /3 + 2u, est
convergente.

Ex. 2 Que signifie pour la suite (u,) :
VAeR, ANeN, VneNn>N=u, < A) ?

Ex. 3 On suppose w,, — . Est-il vrai que I > 0 lorsque
i) up >0 pour 0 < n <1000 ?
it) up2 > 0 pour tout n € N ¢

Ex. 4 Etudier les limites des suites définies par

32n ( ') ) n3_n2+2
Up = , Up =smm(n!)—n", w,=-—F"7"—"—"
(6n)? 2nd4+1—n-2
.y - P 3" —n!
Ex. 5 On considere les suites (up)nen €t (Un)nen, définies par u, = i 3
n—n

pour tout n > 0, vg = 0 et v,41 = (””2“)%. Etudier la convergence de cha-

cune de ces suites en précisant la limite lorsqu’elle existe.

Ex. 6 On pose pour tout n > 1

"1 1
UNZ;E “ vn:un+n-n!'
=0

Montrer que les suites (up)n>1 €t (Un)n>1 sont adjacentes. Que peut-on dire
de la suite (u,) ?
Ex. 7 Soient a, = 25 et b, = ﬁ/Z—i;. Les suites (a,) et (b,) sont-elles

adjacentes ¢

Ex. 8 Soit (un)n>0 la suite définie par uy = 2, uy = 1 et la relation de
récurrence i, — —%un,l + Up_o pour n > 2. Donner ['expression de wu,, pour
tout n > 0, et la limite de u, lorsque n — +o00.



Ex. 9 * MODELES DE POPULATION. On s’intéresse d des modéles discrets
s’appliquant a des populations présentant des phénomenes de synchronisation
(par exemple, les insectes se reproduisent a une méme période de ’année).
On choisit une unité de temps et on note P, le nombre d’individus au bout de
n unités de temps, Py (> 0) désignant la population initiale. La quantité T,, =
Pn+1 - Pn

P,
et n+ 1.

1. On suppose que T,, = T pour tout n (loi de Malthus), ot T €] — 1, +00]|
est une constante. FEcrire [’équation liant P,1 et P, et reconnaitre le type
de la suite (P,). Etudier sa limite.

2. On suppose que pour tout n

est le taux d’accroissement de la population entre les instants n

P

T, = k(1 — P*) (loi de Verhulst),
ou k >0 et P* > 0 sont des constantes.
a) On pose
B k P,
i1 P

Montrer que
Tpi1 = (k+ 1Dx,(1 —2,), Vn>0.

A partir de maintenant on suppose que k =1/2 et que 0 < Py < 3P*.

b) Montrer que x, — 3. (On distinguera les cas suivants (i) 0 < xg < 1/3,
(i) xo = 1/3, (iii) 1/3 < xg < 2/3 et (v) 2/3 < xy < 1 et on établira dans
les cas (i) et (iii) la monotonie de la suite (x,) d partir d’un certain rang.)
c¢) Conclure.

Ex. 10 * DEVELOPPEMENT DECIMAL ILLIMITE

Le but de cet exercice est de définir le développement décimal illimité de tout
nombre réel | € [0, 10].

1. Soit (up)n>0 une suite réelle vérifiant u, € {0,1,2,...,9} pour tout n > 0.
On définit deux suites (sp)n>0 €t (S),)n>0 par

n
Sy = Zuk 107F = g, uguy - - U, S, =8, +107" ¥n > 0.
k=0

Montrer que les suites (s,) et (s),) sont adjacentes. En déduire qu’elles con-
vergent vers une nombre | € [0,10]. On écrira | = ug, ujug--- et on dira
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que ug, urus - - - est un développement décimal illimité du réel [. Que vaut |
lorsque u, =9 pour tout n ¢

2. Inversement, on se donne un réel quelconque | € [0,10[ et on cherche a
construire un développement décimal illimité de l. On pose ug = [l| (partie
entiere de l). Siug, ..., u, sont construits, on pose u,y1 = [10""1(l —s,)], ou
Sp = Ug, Uy - - - Uy. Montrer par récurrence sur n que

< <
{O_U"_g Vn > 0.

sp<l<s,+107"

En déduire que | = ug, uqug - - -
3. Cette question vise a montrer qu’un nombre réell €]0,10] admet un unique
dévelop- pement décimal illimité si et seulement si [ n’est pas un nombre
décimal. Soit | €]0,10] un réel possédant deuzr développements décimauz
illimatés distincts :

[ = Ug, U1UQ * -+ = Vg, V1V - - -

Soit N le premier entier pour lequel u, # v,. On peut supposer par exemple
que uy < UpN.

a) Montrer que vy = uy + 1.

b) Montrer que u, =9 et v, =0 pour tout n > N + 1. En déduire que [ est
un nombre décimal.

c) Inversement, montrer que tout mombre décimal | €]0,10] admet deuz
développements décimaux illimatés.

4. On dit qu’un développement décimal illimité est périodique (a partir d’un
certain rang) s’il existe deux entiers N (le rang) et T (la période) tels que
Upar = Uy pour tout n > N. Le but de cette question est de montrer que les
rationnels sont les seuls réels a posséder un développement décimal illimité
périodique.

a) Déterminer le développement décimal illimité de | = 131/7. (Indication :
faire la division de l’école primaire).

b) Supposons que le nombre | € [0,10] soit rationnel : | = p/q, avec p,q € N.
Montrer que le développement décimal illimité de | s’obtient en divisant
imdéfiniment p par q, et que ce développement décimal illimité est périodique.
c) Réciproquement, soit | € [0,10] un réel admettant un développement
décimal illimité périodique. Montrer que | est rationnel.



4. (Géomeétrie afline et euclidienne

4.1 Barycentre et produit scalaire

Ex. 1 Soient A, B,C, D quatre points du plan euclidien Eo. Montrer que
ABCD est un parallélogramme si, et seulement si, [AC] et [BD] ont mémes
milieux.

Ex. 2 ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT
On note (U, ) le produit scalaire des vecteurs u et v de R®. Soit (U;)1<i<3
une base quelconque de R®. On définit les vecteurs €1, & et €3 par

= U

e - e

A

s Uy — (s, €1)e]

2 - N
[tig — (i, €1)é ]|

z Uz — (773, 51)51 - (773752)52

3 - " S S o
HU3 - (U3, 1) 1~ (U37€2)€2H

- =

Montrer que (€1, €, €3) est une base orthonormée de R3. Faire les calculs
pour iy = (1,1,1), iy = (1,1,0), 43 = (1,0,0).

4.2 Produit vectoriel et produit mixte

Ex. 1 Dans E3 rapporté a un repére orthonormé direct (O,Z,f, /;), on con-
sidére le point A de coordonnées (1,1, 1), le vecteur i de composantes (2,0,1),
la droite D = D(A, u) et le plan P d’équation x+y+2z—1 = 0. Déterminer
DN P, dist(O,D) et dist(A,P).



1), 7= (1,2,2) et @ = (-3,2,

— 5). Calculer les
UNW, VAW et le produit mixte (i,

Ex. 2 Soient © = (1,0, )
v U, 0).

produits vectoriels U N U,

Ex. 3 Soient P le plan d’équation v+y—22z+1 =0, D1(Ay,uy) et Dy(As, i)

les droites définies par les points A1 = (1,1,1), Ay = (2,0, —1) et les vecteurs

Uy = (0,—1,1), 4y = (1,—1,0). Déterminer dist(Ay, Ds), dist(Ay, P), dist(Dy, D)
et dist(Ds, P).

4.3 Géométrie analytique

Ex. 1 Soit la droite D = D(A, ) de 'espace R3, ot A est le point de coor-
données (2,0,1) et 4 le vecteur de composantes (1,1,3) dans la base canon-
ique. Donner une représentation paramétrique de D, puis une représen-
tation cartésienne de D.

Ex. 2 Déterminer le centre et le rayon de la sphere d’équation
P+ —a+2y—2=0.

Ex. 3 Déterminer lintersection des deuz sphéres d’équations respectives x>+
v+ —z+2y—2=0et2?+y*+22—ax+y—2—-4=0.

Ex. 4 Déterminer l'intersection du plan P d’équation x —y+2z —3 =10 et
de la droite D d’équations

—r+y—2+2=0,
r+y+3=0.

Ex. 5 Soit S la sphére 2> + 4>+ 2> =20 +y — 22— 7 =0, et D la droite
ayant pour représentation cartésienne

r4+y—22+2=0,
r—y+4=0.

Donner une représentation paramétrique de D, et déterminer S N D.



Ex. 6 CONIQUES

Dans un plan affine euclidien orienté P, soient F' un point et D une droite
affine ne contenant pas F. Pour tout point M de P on note H la projection
orthogonale de M sur D. Soit e un nombre positif. On appelle conique de
foyer F', de directrice D et d’excentricité e, [’ensemble

C={MeP, MF = ¢eMH }.

S10 <e<1, on dit que C est une ellipse;

St e =1, on dit que C est une parabole;

St e > 1, on dit que C est une hyperbole.

On note K la projection orthogonale de F sur D. On pose a« = FK et
p=ae.

1. ETUDE D'UNE ELLIPSE (0 < e < 1)

Soient 7 = ﬁF_l)(

a) Montrer que dans le repére orthonormé direct R = (F,i,7), Uellipse C a
pour équation

v? +y? = (v — ),
ou encore
(:c+a62/(1—62))2+ y?
ae/(1 —e?) (ae/v/1 — €e2)2
On pose a = 2=, b = m, c = ea, et on introduit le point O défini par
—O> = —ci. Montrer que ’équation de C dans le repére R' = (O,;,j) est

Dessiner Uellipse C. (On dit que a (resp. b) est le demi grand axe (resp.
demi petit axe), et que O est le centre de C.)
—

b) Soit le point F' défini par F'O = OF. Montrer que
C={MeP, MF+ MF =2a}.

(Indication: soit s la symétrie orthogonale par rapport a l’axe des ordonnées.
Remarquer que s(C) = C, et introduire M' = s(M), H = s(H) et D' =
s(D).)
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2. ETUDE D’UNE PARABOLE ( 1)
Soient S le milieu de [F, K] et i = ==

a) Montrer que dans le repére R = (.S, j) la parabole C admet pour équation

y* — 2pxr = 0.

Dessiner la parabole C.

b) Montrer que la tangente en un point M de C est la bissectrice de FMH.

(Indication : remarquant que l’application t — (;—;, t) est une paramétrisation

— —
de C, dériver par rapport a t dans l’équation |FM|* = |HM]||?). En déduire
que tout rayon lumineuzr paralléle a ['axe des abscisses se réfiéchit sur la
parabole en direction du foyer.

3. ETUDE D’UNE HYPERBOLE (e > 1)

- —
a) Soient i = —ﬁFK. Montrer que dans le repére orthonormé direct
R = (F, i j), Uhyperbole C admet pour équation

w24yt = €2<SL’ + 04)2,

ou encore

<x 23/6(26/2(6—2 1_) 1))2 ~ (ae/ \/1527—1)2

On pose a = =~, b = \/612’7_1, ¢ = ea et on introduit le point O défini par
—

FO = —ci. Montrer que dans le repére R/ = (O,;,j) C a pour équation

Dessiner l’hyperbole C.

b) Soit la fonction f(z) =%, ot k > 0 est une constante positive. Montrer
que la courbe représentative C de f est une hyperbole, dont on précisera les
caractéristiques (foyer, directrice, excentmczte) ([ndzcatzon écrire ’équation
de C dans le repére R' = (0,7, ), avec i/ = \[(z +7), 7 = %(—;+j) et

utiliser le fait que ¢ = v/a® + b2.)

Ex. 7 INTERSECTION CYLINDRE-PLAN ET CONE-PLAN
Soit E3 rapporté a un repére orthonormé R = (O, €}, €y, €3). Soit 6 un an-
gle compris entre 0 et w/2. Soit (f1, fa, f3) la base (orthonormée) définie

11



par fi = @, fo = cos(0)@& + sin(0)@, f; = —sin(0)@ + cos(0)é. Soit
R = (0O, ﬁ, f;, fg) le nouveau repére. On note (x,y,z) (resp. (2',y',2")) les
coordonnées d’un point M dans R (resp. R').

i) Représenter les demi-axes Ox, Oy, Oz, Ox', Oy' et OZ'. Montrer que

/

xr =
y = cos(0)y’ — sin(0)z
z =sin(0)y + cos(6)z’.

Dans tout ce qui suit on note P le plan d’équation z' = 0, et on fait varier
la valeur de 'angle 6.

ii) Soit D le cylindre d’équation x* + y* = 1. Montrer que D N P est un
cercle pour 0 = 0, une ellipse pour 0 < 6 < 7/2 et la réunion de 2 droites
pour 6 = /2.

i1) Soit C' le cone d’équation x* + y* = (2 + 1)*. Montrer que C' N P est un
cercle pour @ = 0, une ellipse pour 0 < 6 < 7/4, une parabole pour = 7 /4,
une hyperbole pour w/4 < 0 < w/2, et la réunion de 2 droites pour 0 = /2.

Ex. 8 PROJECTION ORTHOGONALE D'UN CERCLE SUR UN PLAN (Eztrait
de la colle de Mai 2004)

On se propose de montrer que la projection orthogonale d’un cercle sur un
plan est une ellipse. On suppose donné dans R3 un plan P d’équation \y+z =
1 (X étant un parameétre réel), un cercle C sur P de centre A = (0,0,1) et
de rayon R > 0, et l'on étudie la projection orthogonale de C sur le plan
d’équation z = 0.

1. Donner un systéme d’équations cartésiennes pour C.

2. Soit p: (x,y,2) — (x,y,0) la projection orthogonale sur le plan z = 0.
Exprimer ’équation reliant x et y pour tout point (x,y,z) de C, puis donner
le systéme d’équations cartésiennes définissant p(C).

3. Montrer que p(C) est une ellipse. Préciser son demi-grand aze a et son
demi-petit axe b.

12



5. Applications de R dans R

5.1 Limite - Continuité

1 1
Ex. 1 Simplifier x5 . Etudier les limites de x+, (2* — z + 2)" et de
Va2 +x — x lorsque v — +00.
(x 4 sinz)(1 — cosx)
(z +sin(5))(1 — cos(2z))’

Ex. 2 FEtudier les limites quand x — 01 de f(z) =
Va+ax?—\Jx

g(x) = )
V3zIn(l + z)

Ex. 3 Soit f : R — R une fonction telle qu’en tout point x les limites f(x+0)
et f(z — 0) existent et sont égales. [ est-elle nécessairement continue ¢

h(z) = (272 + 1)V

Ex. 4 Soit f :[0,1] — [0, 1] une application continue. Montrer qu’il existe
(aw moins) un nombre x € [0, 1] tel que f(x) = .

Ex. 5 Soit f: R — R une application continue, vérifiant
lim|g oo f(2) = +00. Montrer que f admet un minimum sur R (i.e., il existe
z € R tel que f(z) < f(x) pour tout x € R).

Ex. 6 Soit f: R — R une application continue. Montrer [’équivalence des
deux assertions suivantes :

() Jim_|7(@)] =+oc ;
(b)  pour tout m > 0, l’image réciproque de [—m,m] est bornée.

Ex. 7 Pour chacune des fonctions suivantes, dire si elle est ou non uni-
formément continue sur son ensemble de définition :

a) x—Inx ;

b) v — 2? ;

c) x> \JT ;

d) x +— sinzx.

Ex. 8 * Soit f : R — R une application uniformément continue. Montrer
qu’il eziste deux constantes a > 0 et b > 0 telles que

\f(z)| < alz|+b, VzeR.

13



5.2 Applications dérivables

Ex. 1 Soit f une fonction dérivable sur R. On définit
g(z) = f(sin®z) et h(z)=sin®(f(z)).

Exprimer les dérivées de g et de h en fonction de f et f'.

Ex. 2 Montrer, en utilisant la définition de la dérivée en 0, que

i —1 r_q In(1
i S0 _ g i Tl g g T o gy 2D
z—0 X xz—0 x z—0 x z—0 xX

=1.

Ex. 3 Calculer la dérivée logarithmique, puis la dérivée usuelle de

x® cos® rsint

f(ZL‘) - (1 +.T2)€m

Ex. 4 Soit f : R — R dérivable telle que f'(x) — 0 lorsque x — —+00.
Montrer que f(x + 1) — f(xz) — 0 lorsque © — +00.

Ex. 5 (Ezxtrait de la colle de Novembre 2002) Soient f et g deux fonctions
dérwables sur R. On note F(x) = [ f(t)dt (resp. G(z) = [ g(t)dt) la
primitive de f (resp. de g) s’annulant en 0. Etudier la validité de chacune des
assertions suivantes. On justifiera sa réponse en donnant une preuve courte
lorsque l’assertion est vraie, et un contre-exemple lorsqu’elle est fausse.
(A1) f(z) ~ g(z) lorsquex — 0 = F(x) ~ G(z) lorsque v — 0.
(On supposera en outre que f et g sont positives ou nulles, pour simplifier.)
(Az) f(z) ~ g(z) lorsque x - 0 = f'(x) ~ ¢'(x) lorsque x — 0.
(As) f(x) ~ g(x) lorsque v — +oo = /@ ~ 9@ Jorsque v —
+00.

Ex. 6 * On dit qu'une application f : I — R est holdérienne d’exposant
a > 0 sl existe une constante C' > 0 telle que

Ve,yel |f(x) = fy)l < Cle—yl*

i) Montrer que x — +/x est héldérienne d’exposant 1/2 sur I = [0, 1].

i1) Montrer que si f : I — R est héldérienne d’exposant o > 1, alors f est
constante. (Indication : montrer que f est dérivable et que sa dérivée est
nulle sur I.)
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Ex. 7 * Soit f :]a,b[— R une fonction dérivable et telle que f'(x) a une
limite (finie) l' lorsque x — a.

i) Montrer que f(x) a aussi une limite finie lorsque x — a. (Indication :
vérifier que le critére de Cauchy est satisfait.)

i1) On prolonge f par continuité en a. Montrer que f est dérivable en a et
que f'(a) =1'.

iii) Application : Soit la fonction f(x) = Argthx + Argthz? définie et
dérivable sur ] — 1,1[. Montrer que [ se prolonge en —1 en une fonction
dérivable. (On rappelle que Argth’(z) = =)

Ex. 8 (Eztrait de la colle de Novembre 2002) Soit f une fonction de classe
C' sur R. On s’intéresse a la réflexion sur la courbe C = {(z, f(x)), x € R}
d’un rayon lumineur arrivant de l'infini en décrivant la demi-droite {(z,y) €
R% z == ety > f(zo)}.

1. Soient U, 1 et ¥ des vecteurs directeurs respectivement du rayon incident
(vertical), de la normale a la courbe en (xo, f(x0)) et du rayon réfiéchi. On
choisit U, @i et 7 de telle sorte qu’ils pointent vers la partie de R? au dessus
de la courbe C', et que U et 7" soient de norme 1. On rappelle que dans ces
conditions les lois de ['optique géométrique se traduisent par la relation

v-n=mn-r.

Ezprimer 7 en fonction de f'(x).

2. Calculer Uordonnée (notée g(xo)) du point situé a l'intersection du rayon
réfléchi et de l'axe des ordonnées.

3. Montrer que la fonction g est constante lorsque f(z) = %SL’2.

4. Est-ce encore vrai lorsque f(x) =1—+/1—2a% ¢ Que se passe-t-il lorsque
Lo — 0?

5. Donner l'interprétation physique des résultats obtenus aux questions 3 et

/.
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5.3 Applications réciproques

Ex. 1 a. Montrer que arctan(z) + arctan(1) = % sgn(z) pour tout x € R*.
b. Montrer que arccos(x) + arcsin(z) = 5 pour tout v € [—1,1].

Ex. 2 Soient v € R\ {3 +kn, k € Z} et n = [£+1]. Montrer que
arctan(tan(x)) = x — nm.

Ex. 3 (Ertrait de Uezamen de Janvier 2003) Calculer A = cos(arccos(3) +
arcsin(3)), B = sin(arccos(;) + %), C' = cos(3 arctan 1), D = arctan(tan 2).

5.4 Fonctions convexes

Ex. 1 Montrer que |ab| < (a* + b*)/2 pour tout a,b € R, puis que a* + ab +
b > 0 pour tout (a,b) # (0,0). Montrer que |ab| < ea® + £b* pour tous
e>0,a,belR.
Application : Montrer que pour tous x,y € R,

1 3 3

ng + zsiny — 1 cos’y > 1
Ex. 2 INEGALITE DE YOUNG : Soient p et p' deuz nombres dans [1,+00|
et tels que 1/p+ 1/p' = 1. Montrer, en utilisant la concavité du logarithme,
que

/

P
<=+ vab>0.
p P

Ex. 3 Montrer que (VT +/y)/V2 < T +y < T+ /Yy pour tous x,y > 0.
Ex. 4 Montrer

Yy <(z+y)P <27 (@ +yP) Va,y>0, Vp> 1

16



Ex. 5 Prouver 5
—x <sinzx <z Vel I].
T 2

Ex. 6 Soit f: I — R une fonction de classe C' et telle que f' est convexe,

et soit a € I. On introduit la fonction tauzr d’accroissement en a

M sizel, v#a

f'(a) si T = a.

T.(x) =

Montrer que
1
To(x) = / f(a+t(x —a))dt Vrel.
0

En déduire que 1, est convexe sur I.
Inx

Application : Vérifier que la fonction % est concave sur |0, +ool.

Ex. 7 Soit [ : [a,b] — R une application dérivable et convexe. Montrer que
le mazimum de f est atteint en a ou en b.
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6. Polynomes

Ex. 1 Effectuer la division euclidienne de A = 2°—32*+1 par B = 22 4+2+2,
puis la division suivant les puissances croissantes jusqu’a l'ordre 2 de A par

B.

Ex. 2 Utilisant l’algorithme d’Euclide, montrer que les polynomes A = x®+1
et B = —2x*+1 sont premiers entre euz, et donner un couple (U, V) € R[z]?
satisfaisant 'identité de Bezout AU + BV = 1.

Ex. 3 Déterminer le PGCD de A=x2*—1 et de B=x%— 322+ x — 3.

Ex. 4 Soit A = 2% — 722+ 16z — 12. Déterminer le PGCD de A et de A, et
trouver ses racines (qui sont les racines multiples de A). Déterminer toutes
les racines de A.

Ex. 5 Soient P = 2* + 22+ 1 et Q = 2> + 1. Donner le PGCD de P et
de Q) et la décomposition de P en facteurs irréductibles sur R, puis celle en
facteurs irréductibles sur C.

Ex. 6 On étudie le systeme

a+0+c* =14 (1)
a+b+c =-2 (2)
at bt et ==2 (3)

Montrer que le systeme est équivalent a

ab+bc+ca = -5 (1)
a+b+c =-2 (2)
abc =6, (3)

et résoudre le second systeme.

Ex. 7 POLYNOMES DE TCHEBYCHEV
Pour tout n > 0, on pose

T, (z) = cos(narccoszx), Vx € [-1,1].

18



i) Exprimer cosny en fonction de cosy. Montrer que T,, est un polynome de
degré n pour tout n > 0. Calculer Ty, Ty, Ts.
i1) Montrer que cos(n + 1)y + cos(n — 1)y = 2cosnycosy pour tout y. En
déduire que

Tn+1 =2z Tn — Tn—l-

Calculer Ty, Ty et tracer le graphe de Ty.
iti) On pose x, = cos(%=17) pour 1 < k < n. Montrer que T,, n'a que des
racines simples, qui sont les xy.

) On pose x), = cos(EX) pour 0 < k < n. Montrer que T,, atteint ses

extrema sur [—1,1] en les x}.
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7. Formule de Taylor-Lagrange et
développements limités

Ex. 1 En appliquant la formule de Taylor-Lagrange, montrer qu’on a

33'2 33'2 4

x
1—§§COSIL‘§1—§+Z
pour tout x € [—g,g}

Ex. 2 Soit f(z) = 2®sin(z™2). Montrer que f a un développement limité a
lordre 2 en 0 et que f n’a cependant pas de dérivée seconde en 0.

Ex. 3 Donner les développements limités a lordre 5 en 0 des fonctions

sin(3z), v1 — 22, cosx — chz, %

Ex. 4 Donner un développement limité a 'ordre 2 en O de C—Voiﬁ en utilisant

la division suivant les puissances croissantes des polynomes.

Ex. 5 Donner les développements limités a l'ordre 2 en 0 de f(x) = /14 2x
et de g(x) = 271 In(1 + 2z), puis le développement limité a lordre 2 en 0 de
f(x)/g(x) en effectuant une division suivant les puissances croissantes.

Ex. 6 a. Calculer le développement limité a l'ordre 2 en 0 de la fonction

1+
1—=x

g(x) =1In
b. Calculer le développement limité a ['ordre 2 en 0 de la fonction
1
fla) = (1+ 9(@)*.
Ex. 7 Donner un développement limité a l’ordre 5 en 0 de la fonction arcsin.

Ex. 8 Etudier les limites suivantes :

. coshx —cosz . o2 . 24+ In(14+5)—V4+z
lim ——————, lim (1 —z7%)", lim .
xz—0 ;(,’2 r——00 z—0 3;‘2
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Ex. 9 a. Ecrire un développement limité a l'ordre 2 en 0 de méﬁh).

b. Soit f :]0,1[U]l, +oo[— R définie par f(x) = 2L, Montrer que f peut

z2—-1"
étre prolongée en une fonction continue sur |0, +oo[ (que l'on désigne encore

par f). Montrer que f est dérivable en 1, et calculer f(1) et f'(1).

Ex. 10 (Ezxtrait de 'ezamen de Janvier 2003) Soit a un réel non nul et soit
1 1 1

fi= H,O[ u o, ﬂ[—> R définie par f(z) = (1 + ax)n@)—=
a a

1. On suppose a # 1.

a) Montrer que f se prolonge par continuité en x = 0, et donner la valeur
de f(0).

b) Montrer que f est dérivable en x = 0, et donner f'(0). (On donnera un
DL, de f en 0.)

2. On suppose a = 1.

a) Montrer que f se prolonge par continuité en x =0, et donner f(0).

b) [ est-elle dérivable en 0 ? Si c’est le cas, donner f'(0).

1+ 22

Ex. 11 Montrer que le graphe de f(x) = V4 + 22 — 52
x

tote oblique pour r — 400, et préciser la position du graphe par rapport a
I’asymptote.

a une asymp-

Ex. 12 (Eztrait de lezamen de Janvier 2003)
xV4x? +5

Montrer que le graphe de la fonction f(x) = 213 admet une asymptote
x
lorsque © — 400, et donner la position de la courbe y = f(x) par rapport a

I’asymptote au voisinage de l'infini.

Ex. 13 Soit f,(z) = (z* + 2% + az)3, ot a € R est un paramétre.

1. Montrer que la courbe y = fq(x) a une asymptote oblique lorsque x — +00.
2. Préciser la position de la courbe par rapport a l’asymptote en fonction de
la valeur de a. (Indication : pour la valeur critique de a, on prendra un
développement limité de (1 +v)3 a lordre 8 au voisinage de 0.)

21



8. Fractions rationnelles

Ex. 1 Donner la décomposition en éléments simples sur C de la fraction

3 +1
Fi(z) = 2 — %z +3

Ex. 2 Donner la décomposition en éléments simples sur R, puis sur C, de

>4+ 1
la fraction Fy(x) = xg + U
:L‘ p—

Ex. 3 Donner la décomposition en éléments simples sur R de la fraction
2+ 1
Fi(x) = .
) e

Ex. 4 Donner la décomposition en éléments simples sur R de la fraction
4ot + 3% + T2 + 4w+ 5
Fy(x) = 5 3 '
x>+ 2r° +

Ex. 5 (Extrait de la colle de Mars 2002) Donner la décomposition en éléments
2z +3 3 — 2z

coern C W oy

simples sur R des fractions Fy(z) =
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9. Intégrales simples

9.1 Intégrale de Riemann

Ex. 1 Un automobiliste parcourt en 2 heures un trongcon d’autoroute de 260
km délimité par deux péages. Un agent de la circulation situé au second péage
est convaincu que 'automobiliste a commis un exces de vitesse. Pourquoi a-
t-il raison ?

Ex. 2 On pose pour tout n > 1

1 «— 1
W=y Tl e

k=1
Ecrire u,, et v, comme des sommes de Riemann et calculer les limites des

suites (uy,) et (vy).

Ex. 3 Soit u, = n_Z(e% +2en 4o+ nen) pour tout n > 1. Calculer
lim,, 4 oo Uy,

Ex. 4 Calculer l'aire comprise entre les courbes y(z) = V1 —2a2, z €

[—1,1] et yo(x) = V1422 — V2, z € [-1,1].

du

Ex. 5 Soit F(z) = / T —
0 2-+cosu
dérivable sur R et impaire. Calculer F(z) dans | — 7, 7| a l'aide du change-

ment de variables t = tanyg. En déduire la valeur de F(m) et celle de
/” du

T 24 cosu

2

Ex. 6 * 1. Montrer que pour tout x & 277

- Montrer que la fonction F est définie et

N N :
- | < Nz /2
§ ezk:}: — € : - — ez(NJrl):r/Q SlIl( {L'/ )
ez _

p sin(z/2)
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2. On pose pour tout y € R et tout N € N*

Sw(y) = Z sin(ky).

Comme la fonction Sy est impaire et 2w-périodique, on se restreint a 'intervalle
d’étude [0, 7], donc dans ce qui suity € [0, 7]. Montrer que

sin(Nxz/2)

Sn(y) = /Oy cos((V + 1):E/2)W dx
1

y 1 (v

= 5/ sin(Nz)cotg(z/2) dr — 5/ (1 — cos(Nx)) dx.
0 0

(Indication : on utilisera le fait que sin(ky)/k = [} cos(kz) dx.)

3. Lemme de Riemann-Lebesgue :

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C*. Montrer que

b
li WNT dr = 0.
[ sovaco
(Indication : intégrer par parties.)

4. Remarquant que Sy(m) = 0 et utilisant la question 3, montrer que pour
tout y €0, 7]

. Ty
NEHLOSRKy)__ 2

5. Calculer lim,,_olimy_, 1o Sn(y) et Imy_ oo lim, o Sy (y).
y>0 y>0

Ex. 7 * INTEGRALES DE WALLIS ET FORMULE DE STIRLING

Le but de cet exercice est de donner un équivalent simple de n'! lorsque n —
+00.

1. Montrer que pour tout n € N* et tout x € [n,n + 1]

1 1
lnn+(:1c—n)lnnjL <Ilnz<Inn+ —(xr —n). (%)
n n
En déduire que
2
<lnn+1< 2n+1 _
2n+1 "~ n  ~ 2n(n+1)
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2. Soit la suite (uy)n>1 définie par
1
U, = (n+ é)lnn—lnn! —n.

Montrer que pour tout n > 1

1
0 < mn - n S - 7. N
= Ung1 — U dn(n + 1)

En déduire que la suite (u,) est convergente.
3. Prouver qu’il existe un nombre C' > 0 tel que

_ 1
n!~ Ce "n"tz lorsque n — +o0.

4. Cette question a pour but de déterminer la valeur de la constante C'. On
introduit la suite (I,)n>o0 des intégrales de Wallis

%
[n:/ sin” t dt.
0

™

In:/Zcos"tdt Vn € N.
0

a) Montrer que

Calculer Iy et Iy et montrer que

1
L="""1 , Vn>2
n

b) On pose pour tout n € N*

) 1-3-5---(2n—1)
T 2.4-6---(2n)

Montrer que pour tout m > 1

T 1 1
Ly = ~,, et Iyppoq — —.
2m =y Um O faml = T

¢) Prouver que

U lorsque m — +o00.

11
T Vmym
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d) Etablir la formule de Stirling
n!l~+V2my/n (ﬁ>n lorsque n — +o00.
e

(Indications: Remarquer que v, = (2m!)/(2™m!)? et utiliser la question 3.)
5. Montrer que pour tout A > 1 et tout p € N*

n? = o(A\") et \" =o(n!).

9.2 Calcul de primitives et d’intégrales

Ex. 1 Calculer I = f;’ V1 + x4 dz.

Ex. 2 (Eztrait de la colle de Mars 2004)
1 1
Calculer les intégrales suivantes : I = / V1+a?de, I, = / (2242) "2 du,
0 0

de
Is = / ———. On rappelle que argsh x = In(z + V22 + 1).
o 2-+siné

NIE]

Ex. 3 Calculer les primitives suivantes (en précisant leurs domaines)
[In(z + z71)dz et [arcsin(z) dz.

Ex. 4 (Eztrait de la colle de Mars 2004)
x—2 Inz

—.
224+x—2" 23

Donner les primitives de e®(x — x?),

z(lnz)3’

Ex. 5 (Eztrait de l’examen de Septembre 2004)
241z +2 1+sinz

Donner les primitives de z e**, In x z Inz, €2* cos(3x
p 7 7 x(l’Q + 1) J \/_ J ( )7

sin x cosx

cos\x at—2r+4+1
61'

\/E ) 1—:63 7'1‘ )

Ex. 6 Donner les primitives de tan x, arctan x,

1
, cos® z sin® z.

sin x
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sin x Inz x? 341 cosh z
1+cos?z” 227 /1 — 23 (22 +2)?" 1 —sinhx

1 1
22 + a2’ \/x2+a27 \/aQ—x27

Ex. 7 Donner les primitives de

Ex. 8 Soit a > 0. Donner les primitives de
1
/22 — g2

20 ++vx —1 ' d T
—e e—-
1+ —1 Va4 2z +2

Ex. 9 Donner les primitives de

27



10. Equations différentielles

Ex. 1 Calculer la solution générale de l’équation différentielle
2z
= — 1.
1+ 727

Ex. 2 Résoudre l’équation différentielle

(E)

(E) 2"y +32%y =

22+ 1
Ex. 3 (Eztrait de l’examen de Septembre 2002)
On considere I’équation différentielle

1

y €7
E '+ = = .

1. Déterminer la solution générale de (E) sur |0, +o0l.
2. Soit yy la solution de (F) qui vérifie lim, o yi(x) = 1. Déterminer
lim, o+ 1 ().

Ex. 4 (Extrait de l'ezamen de Septembre 2003)
On considere I'équation différentielle

(1) Y (2)y(@)a® = ~1.

1. Trowver la solution générale de (H).

2. Déterminer la solution de (H) vérifiant y(1) = 1, en précisant son inter-
valle mazimal de définition I. (Attention : la dérivée doit exister et vérifier
(H) en tout point de I.) Dessiner le graphe de cette solution.

Ex. 5 ! (Eztrait de la colle de Mai 2003)
La croissance d’un arbre dans une forét suit la loi de Lunquist Matérn :

dH H K 1

— = CO—(In(=))*"=

T o)

ou C, K et« sont des constantes strictement positives. Intégrer cette équation,
en exprimant H(t) en fonction de H(0) et de t. (Indication : poser u(t) =

In(K/H(t)), et intégrer l’équation différentielle a variables séparables satis-

faite par u.) Que vaut imy_ o, H(t) ¢

ld’apres P. Vallet
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Ex. 6 (Extrait de l'ezamen de Juin 2004)
Résoudre I’équation différentielle

(E) y" +y=uxsinz.
Ex. 7 Trouver toutes les solutions de [’équation différentielle
(E) y" — 2y + 5y = € cos 2w + 1.
Ex. 8 Résoudre l’équation différentielle
(E) y" — Ay + Ay = ze®®.

Ex. 9 CircuiT RLC EN REGIME FORCE

On considere un circuit RLC, constitué d’une bobine d’inductance L et de
résistance R, d’un condensateur de capacité C' et d’un générateur délivrant
une tension u(t) = Acoswt. L’équation différentielle satisfaite par la charge
q(t) du condensateur est

1
(E) Lﬁ + R% + 1= A coswt.
1. On suppose A = 0. Déterminer la solution générale de l’équation ho-
mogene

d 1
(H) L— +R—+ —q=0.

Montrer qu’elle tend vers 0 exponentiellement vite. Dans quel cas est-elle
oscillante ¢

2. Prouver qu’il existe une solution particuliere de (E) périodique, de pul-
sation w, puis donner la solution générale de (E). Interpréter le résultat
obtenu.

Ex. 10 Si on désigne par y, et yo deux solutions de [’équation différentielle
y' +by' +cy=0
on définit le wronskien W de y; et yo par

W(yhyz) = ' grovz_ n yé —yzyi-

Y s

1. Montrer que W vérifie
W +bW = 0.

En déduire 'expression de la fonction W.
2. Que peut-on dire de la fonction W s’il existe un réel zq tel que W (xg) # 07
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Ex. 11 METHODE DE VARIATION DES CONSTANTES
Soit I’équation
(B)  ay'+by +cy=f(a),

avec a # 0. Soient yi(x) et yo(x) deuzr solutions de l’équation homogéne
associée. On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme

yo(x) = Ci(@) yi(x) + Co() ya (),

ou C7 et Cy sont des fonctions de x a déterminer.
1. On suppose que C] et C4 (les dérivées de Cy, Cy par rapport a x) vérifient
le systeme

(S) { {yl"‘CéZh:?a

1YL+ Coyy = 5 f(x).

Montrer que yo est alors solution de (F).
2. Quelle conditions doit-on imposer a y; et yo pour déterminer C| et C) 7
(Utiliser Uexercice 10.)
3. Application : résoudre l'exercice 8 en utilisant cette méthode.

Ex. 12 EQUATION DE SCHRODINGER 1-D
1. Soient E > 0, m > 0. Quelle est la solution générale de l’équation de

Schrodinger
h o,
—5¥ —Ey=0,
m

ou h > 0 est la constante réduite ¢

2. On considére une particule d’energie E > 0, de masse m > 0 enfermée
dans une boite de longueur a > 0. Sa fonction d’onde y, supposée non nulle,
vérifie alors l’équation de Schrodinger et les conditions aux limites

Pour quelles valeurs de [’énergie est-ce possible ¢
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11. Fonctions de plusieurs variables

11.1 Topologie générale - limites

Ex. 1 R? est muni de la norme euclidienne usuelle. Les parties suivantes
de R? sont-elles ouvertes ¢ fermées ?

A; =]1,2[X] — 00, 3[; Ay = {(x1,22) € R?; 2119 < 3},

Az ={(z1,20) € R% 1 < 1a? + 23 < 4}; Ay = {(z1,22) € R x5 > 1}

Ex. 2 R est muni de la norme euclidienne usuelle (i.e. la valeur absolue).
1. Soient les ouverts

n+1 n+1
On:]_ n ' n [7 0;2]07

n+1

[, n>1.

Déterminer explicitement les ensembles O = Ny>10,, O' = N,>10),. Sont-ils
ouverts ? fermés ?
2. Soient les fermés

n—1n-1 n—1

Fn:[_ ) ]7 FrIL:[Ov
n n n

], n>1.

Les ensembles F' = Up>1 F,, F' = U1 F)) sont-ils ouverts ¢ fermés ¢
Ex. 3 Ecrire la définition de f(x) — +oo lorsque v — xy, et de f(z) — a
lorsque ||z]] — oo

.T}?’

Ex. 4 Etudier la limite en (0,0) de (x,y) — ———. Faire de méme avec
x2 +y2
2
(l’,y) — m et avec (l’,y) =y Sln(m)

Ex. 5 Soient a >0 et f, : R*\ {0} — R la fonction définie par

o) =222 vy e 2\ (o)

Pour quelle valeur de o fo(x,y) — 0 lorsque (z,y) — (0,0) ?
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Ex. 6 Soit f: R? — R définie par
ry? .
fop =] T @9 #00),

0 st (z,y) = (0,0).
Montrer que pour tout (z,y) # (0,0), f(tz,ty) — 0 lorsque t — 0F. Montrer

(tx
que f n’est pas bornée au voisinage de (0,0). La fonction f a-t-elle une limite
lorsque (z,y) — (0,0) ?
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11.2 Compacité

Ex. 1 * Soit f : RY — R une fonction continue et telle que

lim f(x) = +o0.
||z[|—+o00
Montrer que f est minorée et que f atteint sa borne inférieure.
(Indication : minorer f sur une boule fermée centrée en 0 et de rayon con-
venable.)

Ex. 2 * THEOREME DE D’ ALEMBERT-GAUSS

On identifie C a R? par Uapplication z = = + 1y — (x,y). Soit P(z) =
ap + a1z + -+ + a,2" un polynome non constant a coefficients complexes
(a, # 0 et n > 1). On veut montrer qu’il existe des nombres complezes
21y .oy 2y tels que P(2) = an(z — 21)(2 — 22) -+ (2 — 2n).

1. Montrer que lim.|— 4o |P(2)] = 400, et en déduire que la fonction
z +— |P(2)| est minorée et atteint sa borne inférieure sur C. (Indication
: utiliser le résultat de ’exercice 1). Soit z; € C tel que |P(z)| =
inf,ec |P(2)].

2. Montrer que [’on peut écrire
P(2) = P(z1) + bp(z — 20)" + bppa (2 — 20)" T 4o+ bz — 21)",
avec b, #0 et k > 1.
3. On veut montrer que P(z1) = 0. On suppose que P(z1) # 0.
a) Ecrivant
P(z) = pe?, b, = ple?

/

et choisissant z = z, + ae' F ol « est un réel, montrer que
P(2) = pe' — a*e?(1 4 O(a))
b) Montrer que |P(2)| < |P(z1)| si a > 0 est assez petit. Conclure.

4. Montrer que P(z) = (z — 2z1)Q1(z), ot Q est un polynéme a coefficients
complezes de degré n — 1. Conclure.

33



11.3 Dérivées Partielles

Ex. 1 Représenter l’ensemble de définition et calculer les dérivées partielles

ou Ou

E 8_y pour les fonctions
x x y
u(z,y) = arctan(zy); wu(z,y) =arctan—; u(z,y) =exp— +exp = ;
) ) Z

u(z,y) =2 siny;  u(z,y) =1-22—y?; u(z,y) =z +y).

Ex. 2 Soient deuz fonctions f et g de R? dans R de classe C'. On cherche
les solutions u = u(x,y) du systéme d’équations aux dérivées partielles

ou
( ) a_.l’ - f('rv y)7
S
o glaw)
1. On suppose que (S) a une solution u. Comparer g a @
oy O

2. Résoudre (S) dans chacun des cas suivants:
a) f(x,y) =2xy+y* et g(z,y) = 2* + 3y x ;

b) f(x,y) = —sinzx siny et g(x,y) = —cosx cosy ;
c) flz,y) = —y et g(z,y) = ;
d) f(z,y) =423y* +2xy* et g(a,y) = 22ty + 42243 + cos y.

Ex. 3 FONCTIONS HOMOGENES

Une fonction f : R — R est dite homogene de degré k > 0 si f(tx) = t* f(z)
pour tous t > 0, x € R™. Donner des exemples de fonctions homogénes de
degré 1, 2. Soit f : R® — R une fonction de classe C*.

1. Montrer que si f est homogéne de degré k, alors f vérifie ['identité d’Euler:

;ng—i:kf(x) Vo € R".

(Indication : dériver par rapport a t dans f(txz) =tk f(z).)
2. Montrer que la réciproque est vraie. (Indication : dériver la fonction
g(t) = f(tx), et résoudre l’équation différentielle satisfaite par g.)
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Ex. 4 Le laplacien Au d’une fonction u = u(z,y) est

u  0%u
Au == @ + 8—y2

Donner l’ezpression du laplacien en coordonnées polaires. (On fera le change-
ment de variables x = rcosf, y = rsinf, on écrira u(x,y) = v(r,0), et on

@ + 1@ + i@)
or2  ror  r?2062?

montrera que Au =

Ex. 5 Résoudre les Equations aux Dérivées Partielles (EDP) suivantes :
0*u
1. — =0
8(%22 ’
2 =0
Ox Jy
o*u
3. = =cos(z+y).
o (z+y)

Ex. 6 Soit U = {(z,y) € R?| 2 > 0}, et soit f : U — R une fonction de
classe C1. Soient (r,0) les coordonnées polaires.

1. Ezprimer x,y en fonction de r et 0, et r,0 en fonction de x et y. Soit D
le domaine décrit par (r,0) lorsque (z,y) décrit U. Déterminer D.

2. Soit g : D — R définie par g(r,0) = f(x,y). Exprimer ? et ? en
Y
8g dg
fonction de r, 0, o t%

3. Déterminer les fonctions f : U — R de classe C solutions de I’EDP:
20 af

=1.
8:6 63/
Ex. 7 Résoudre les EDP suivantes en utilisant le changement de variables
indiqué :
ou Ou
1. ———=0 = t=x—y);
0 0
2. x aZ yaz r  (r=rcosl, y=rsinb);
0?u 82
3. 2 C o = 0  (équation des cordes vibrantes) (y = xv+ct, z = x—ct).

35



Ex. 8 On définit le laplacien d’une fonction u = u(xy, ..., x,) par

P,
- 02 ox2

Au

Soit u une fonction radiale (i.e. il existe une fonction h telle que u(zx) =

h(||x]]) pour tout x, ou ||z|| = /23 + -+ 22 ).

1. Montrer que

n —

1
Au(z) = h"(r) + B'(r), onr = x|

,
2. Trouver les solutions radiales de [’équation de Laplace :

Au=0

sur R™ \ {0}, puis sur R"™. (Indication : intégrer ’équation différentielle
satisfaite par h. Noter que la solution dépend de la valeur de n.)

36



11.4 Extrema

Ex. 1 Ecrire la formule de Taylor a lordre 2 au point (0,0) pour les fonc-
tions sutvantes :

W) ) = o
1
R T

c) h(z,y) = In(1 + 22 + y?).

Ex. 2 Soit Q =]0, +o00[?. Soit f:Q — R définie par

Ecrire la formule de Taylor a l'ordre 2 pour la fonction f au point (1,1).

Ex. 3 Pour chacune des fonctions suivantes définies sur R? :
I
yY)=z+y+z*—azy+y*+1,
)-33:—:5 + zy — 292,
y) = 8% — 23 + 6ya? — 322,
1. Déterminer les points critiques ;
2. Calculer la matrice hessienne en ces points critiques ;
3. Etudier la nature des points critiques (extrema locauzx stricts, extrema
globauz,...)

fa(z,
iz,
Ja(z,

Ex. 4 (Extrait de la colle de Mai 2004)

On pose f(x,y) = 22 + y* — 4 Arctg (xy) pour (z,y) € R%

1. Montrer que f est minorée et que f atteint sa borne inférieure.

2. Déterminer les points critiques de f, et donner leur nature (minimum ou
mazimum local, global, etc.). Donner la valeur minimale de f sur R?.

Ex. 5 (Extrait de l’examen de Janvier 2003)

Soient m € R un paramétre et f la fonction f(z,y) = ma® + y? — dxy.

1. Déterminer les points critiques de f suivant les valeurs du paramétre m.
2. Déterminer les extrema de f suivant les valeurs du parameétre m.
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Ex. 6 On considére la famille de fonctions f,, : R> — R définies par
fu(z,y) = 2" +my® — (2° +y)*  VY(z,y) €R?

ou m est un parametre. Déterminer les points critiques de f,, et dire s’ils
correspondent a des extrema.

Ex. 7 * On veut étudier le mouvement d’un pendule pesant sans friction.
Soit m la masse du pendule (supposé concentré en un point), | la longueur
de la tige (de masse négligeable), g 'accélération de la pesanteur et 6 'angle
entre la verticale inférieure et la tige.

1. Rappeller l’équation fondamentale de la dynamique et [’expression de
I’énergie totale. Montrer que [’énergie totale est constante par rapport au
temps au cours du mouvement du pendule.

2. Etudier les extrema de Uénergie totale, vue comme une fonction de (6, 0).
3. Dessiner quelques courbes de niveau de [’énergie totale et décrire le mou-
vement du pendule au voisinage d’'un équilibre.

Ex. 8 EXTREMA LIES

Soit C ={M(t), t € [0,T]} une courbe fermée de R? de classe C*. On note
(x(t),y(t)) les coordonnées de M(t), et V(t) = (2'(t),y'(t)) le vecteur vitesse,
supposé jamais nul.

1. Donner lexpression d’un vecteur normal n(t) a C' en M(t).

2. Soit f : R? — R une application de classe C1. Montrer que f est bornée
et atteint ses bornes sur C. Soit M(t) un point extrémal pour f. Montrer
qu’il existe un nombre A (appelé multiplicateur de Lagrange) tel que

grad f(M(t)) = An(t).

3. Application : trouver géométriquement les extrema de f(x,y) = x + 2y —
1 sur le cercle unité. Retrouver analytiquement le résultat en étudiant les
variations de t — f(cost,sint).
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12. Algebre linéaire

12.1 Matrices - Systemes linéaires

Ex. 1 On consideére les deux matrices de M3(R)

1 -1 1 110
A= -1 1 -1 et B=1 11 0
1 1 1 0 01

Calculer A+ B, (A+ B)?, A%, B®, AB et BA. En déduire que (A+ B)* #
A*+2AB+ B2

Ex. 2 On considere les matrices sutvantes
1 2
AZ(‘ll § 2)et B=|3 1
5 6
Calculer, dés que cela est possible, A+ B, AB et B A.
Ex. 3 Résoudre les systémes linéaires suivants :
2r+y—z2=1

(S2) ¢ z—y+z=2

dr+3y+2=3

r+3y—2z24+4t=1
(51) { z=1

20 4+y—2=1 20 4+y—2=1
(S3) ¢ 3x+3y—z=2 (Sy) R 3x+3y—z=2
20+ 4y =3 20+ 4y =2

20 + 2y — 224+ 5t = —6
3x—z+t=-3

20 —y— 3t =2
2r—y+z—-t=1

r—2y+z—4t=1
(S5) § *+3y+T7z+2t=2 (S6)
r—12y — 11z — 16t =5
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Ex. 4 Résoudre les systemes suivants en discutant suivant les valeurs du
parametre o € R :

ar+y+az=2« r+2y+2=0
(S7) § axr—ay+z =2« (Ss) ¢ z4+y+(1+a)z=1
ar —ay+az=1+a« r+y—a’z=a

200 + (@ =Ny + (5 —a)z =0
(S9) { (@ =1z +2ay+ (T+a)z=0

Ex. 5 Résoudre le systeme linéaire

2r+y+3z+t=a
de+3y+Tz+t=0
r+2y+3z2—t=6—-a
3r —2y+2+5t=2-"7b

en discutant suivant les valeurs des parameétres a et b.

Ex. 6 MATRICES PAR BLOCS
Soit M une matrice compleze carrée d’ordre n et soit p € {1,...,n —1}. La
matrice M peut se décomposer en blocs sous la forme

A B
w=(¢p)
ou Ae M,(C), Be M,,,(C), Ce M,;_,,(C) et DeM,_,(C).
1. Soit M’ € M,,(C) que l'on décompose en blocs comme M :

A B
v (48
Quelle est la décomposition en blocs de M + M’ et de M M’ 2

2. On suppose que C = 0. Montrer que M est inversible si, et seulement si
A et D le sont, et que dans ces conditions

A~' —A7'BD!
—1 .
M _< 0 D! )
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3. Calculer Uinverse de

0 -2 1 2
2 0 3 5
M= 0 0 —-10
0 0 4 3

4. On suppose que la matrice M = (m; ;) d’ordre n est triangulaire supérieure.
Montrer que M est inversible si, et seulement si, my; # 0 pour tout i. (Indi-
cation: faire une récurrence sur n et utiliser la question 2.) Montrer que si
la matrice (triangulaire supérieure) M est inversible, alors son inverse M~!
est aussi une matrice triangulaire supérieure.

Ex. 7 Inverser les matrices

() ()

1 2 4 1 -1 1
C=1014 D=2 -3 0
0 01
a
0

Ex. 8 Soit la matrice M = dépendant du parametre a.

Calculer M~ en fonction de a lorsque cette matrice existe.

Ex. 9 Une matrice A € M,(K) (K =R ou K = C) est dite a diagonale
strictement dominante (sur les lignes) si

Vi € {1,,7’1,} \au| >Z‘CLZ']".
i
1. Montrer que s’il existe X € K™\ {0} tel que AX =0, alors A n’est pas a

diagonale strictement dominante.
2. En déduire qu’une matrice a diagonale strictement dominante est in-

versible.

3. Soit a > 0 et A= (a;;) la matrice (tridiagonale) définie par
a Ssii=]
0 sili—j|>2.

Donner un ensemble de valeurs de o pour lequel la matrice A est inversible.
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12.2 Déterminants

Ex. 1 Calculer oy o 01, 01‘6012(; Z ‘;’ ;l) et@:(; 2 3 4).

Que vaut (oo 007) ?

Ex. 2 Calculer les déterminants

12 0 1 1 2 3 4
01 —1 4 2 3 4 1
D1_312—4 D2_3412
2 2 1 -2 41 2 3

Ex. 3 Déterminer les racines du polynome

z—1 3 0 6
2 r+4 -2 =5
—1 —6 T 5)
—2 —6 2 x+3

P(x) =

en faisant apparaitre la factorisation de P au cours du développement du
déterminant.

Ex. 4 DETERMINANT DE VANDERMONDE
Soient ay, as, ..., a, des nombres complexes. On pose

1 1 - 1
a1 a2 ap
2 2 2
D,=1] % as ap,
n—1 n—1 n—1
a; Qg Qp

1 1 .. 1

aq a9 e Qp,

D, =| ai a ... a2
Play) P(as) P(an)



2. Choisissant P(z) = (z—ay)-(x—ag) - - - (x—ay,_1), exprimer D,, en fonction
de D,,_1, puis donner la valeur de D,,. A quelle condition la matrice

1 1 1
a1 a2 Ay
2 2 2
aq ay ap,
n—1 n—1 n—1
ap ) ap,

est-elle inversible ¢

Ex. 5 Soientn € N*, a € R et M, € M, (R) la matrice tridiagonale définie
par M,, = (m;;), avec

a sio1=7,

0 si |i—j|>2.
On pose D,, = det M,,.

1. Montrer que Dy = a, Dy = a®>—1 et que D, = a D,,_1 — D,,_o pour n > 3.
2. On rappelle que toute suite (u,) vérifiant la relation de récurrence double
Uy + bUp_1 + CUp_og =0

s’écrit sous la forme

o U, = A (71)" 4+ Aa(12)" 80 b? —4c # 0, ot 71, 1o sont les racines (complexes
ou réelles) du polynéome x* + bx + ¢;

o U, =\ 7"+ Xanr™ si b2 —4c =0, ot r est la racine double du polynéome
2% +bx +c.

On pose A = a® — 4.

a. On suppose que A = 0. Montrer que D,, = (g) (n+1).

b. On suppose que A # 0. Ecrivant

:a—l—\/g _a—\/Z

1 To =
2 2
ot VA désigne une racine carrée (réelle ou complexe) de A, montrer que
1 n+1 n+1 n n—1 n—1 n
D, = (M =) =l AT ey ey

VA

c. Déterminer pour quelles valeurs de a la matrice M est inversible.
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12.3 Espaces Vectoriels

Ex. 1 Dessiner les parties suivantes de l’espace vectoriel R?, et dire si ce
sont des sous-espaces vectoriels.

a) By = {(x1,22) € R? 2o > 0}

b) By = {(z1,72) € R?, 1 =0}

c) B3 = {(z1,72) € R?, 22y — Twy = a}, ol a est un paramétre

d) E4 = {(ZL‘l,i’Q) € R2, T Ty = 0}

Ex. 2 Soit E ’espace vectoriel des fonctions de R dans R. Les parties de E
qui suivent sont-elles des sous-espaces vectoriels ?

o) Fi = {f € B, f(1) =0}

b) B, = {f € E, f(0) =1}

¢) By = {f € B, 3f(0) - 2/(1) + f(5) = 0}

d) Fy ={f € E, f est dérivable et vérifie f'+af = 0}, ot a est un réel fizé
e) Fs ={f € E, [ est croissante }

f) Fs ={f € E, [ est intégrable au sens de Riemann sur [0,1] et fol f(z)de =
0}

g) Fr={x— ax®+ x> +vr+ 6, o,3,7,6 € R}

Ex. 3 On note S,(R) (resp. A,(R)) l'ensemble des matrices symétriques
(resp. antisymétriques) réelles d’ordre n.

1. Montrer que S, (R) et A,(R) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R).
2. En remarquant que toute matrice M peut s’écrire sous la forme

1 1
M= ("M + M) + 5(M — 'M),

montrer que S,,(R) et A, (R) sont supplémentaires et donner une base pour
chacun d’entre euz.

Ex. 4 ? CARRES MAGIQUES
Soit M € M3(R), M = (m;j). On appelle trace de M, et on note tr M, le
nombre

tr M = mMi1 + Moy + Ma33.

2(©2002 Frédéric LE Roux (copyleft LDL : Licence pour Documents Libres).
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On dit que M est une matrice magique si
Vie {1,2,3}  my;+mo+ms; = my +Fmyg+mys = tr M = mig+maoy+ms;.

Si de plus m;; € N* pour tous i, j, M est appelée un carré magique. On note
E lensemble des matrices magiques de M3(R).

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). Montrer que
toute matrice magique peut s’écrire comme la somme d’une matrice magique
symétrique et d’une matrice magique antisymeétrique.

2. Déterminer toutes les matrices magiques antisymétriques.

3. Déterminer toutes les matrices magiques symétriques de trace nulle, puis
toutes les matrices magiques symétriques.

4. Donner la forme générale d’une matrice magique et une base de FE.
Décomposer dans cette base le carré magique habituel

M =

Q0 W =~
— Ot O
[S2EEN I \V]

Donner la forme générale d’un carré magique.

Ex. 5 Sotent a,b, c trois vecteurs d’un espace vectoriel E sur R. Montrer
que

1. Vect(a,b,c) = Vect(a,b) ssic est combinaison linéaire de a et b

2. Pour tout A € R on a Vect(a,b) = Vect(a,b+ Xa) ;

3. Pour tout A € R* on a Vect (a,b) = Vect(\a,b) ;

4. Application : Dans E = R3 vérifier que

Veet((1,1,1), (1,0, —1)) = Veet((2,1,0), (0,1,2)).

Ex. 6 Trouver un systeme d’équations cartésiennes de F' dans les cas sui-
vants :
a) E=R*et F = Vect((2,1,1,-1), (

1 ~1,1,-1,1))
b) E=TR" et F = Vect((1,2,0,1),(2,—1,1

’ ,O), (0’ 17 _17 2))

Ex. 7 (Inverse de l’exercice précédent) Trouver une partie génératrice du
sous-espace ' dans chacun des cas suivants:
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1. E=R? et F admet comme équation cartésienne x + 2y = 0
2. E =R? et F admet comme systéme d’équations cartésiennes

r+2y=0
r—y+z2=0

3. E=R* et F admet comme systéme d’équations cartésiennes

rT—=2y+z2—1t=0
—r+2y+3t=0

Ex. 8 Dans E = R* on considére la famille F = {vy, vy, v3, 04}, ot

v =(1,2,0,1)
vy = (4,4,1,2)
v3 = (2,0,1,0)
v =(5,0,2,0)

1. Calculer rg(F). Extraire de F une famille libre F' mazimale.

2. Compléter F' en une base de R* en prenant des vecteurs de la base canon-
1que.

3. Déterminer un supplémentaire de F' = Vect(F).

Ex. 9 Montrer, dans chacun des cas swivants, que les sous-espaces F et G
de E sont supplémentaires :

1.E=R* F={(z,y) €E, x+y=0}, G={(v,y) €E, z—y =0}

2. E=R} F={(z,y,2) €E, 2+y+2=0}, G={(z,y,2) €EE, x =y =

z}
3. E=RY F = Vect((1,—-1,1,0),(1,2,0, 1)) et G admet comme systéme
d’équations cartésiennes

r+y—z2—-1=0
r—y+z—-1=0

Ex. 10 1. Montrer que (uy,us,us3) est une base de C3, o
w = (1,0,-1), ws=(1,4,2), us=(—i,1,1).

2. Calculer les composantes dans cette base de uw = (14,1, —2i).
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Ex. 11 (Eztrait de la colle de Mai 2003)

1 0 —1

. 0 1 2
Soient v, = | e= ) , U3 = 3 etV = Vect(vy, va, v3).

2 —2 —6

Déterminer dim (V'), une base de V' et un systeme d’équations cartésiennes
de V. Soit W [’ensemble défini par les équations

rHyt+z+t=0,
y—z+1t=0.

Déterminer dim (V + W) et dim (V NW).

Ex. 12 Soient dans R* les vecteurs

u =(1,-1,2,-2)
v =(4,0,1,-5)
w = (3,1,—1,-3).

Soit G = Vect(u,v,w) et soit
H={(x,y,2,t), r=y=x—y+2z+2t =0}

1. Donner des équations paramétriques de G et H, ainsi qu’un systéme
d’équations cartésiennes de G.

2. Quelles sont les dimensions de G, H, G+ H, GNH ¢

3. Trouver un supplémentaire F' de G + H dans R*.

Ex. 13 * (Extrait de 'examen de Juin 2003) Soient U, V' et W trois sous-
espaces vectoriels d’un espace vectoriel E sur K. On suppose que V- C W,

UNV=UnNWeU+V =U+W. Montrer que V. =W.
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12.4 Applications linéaires

T
Ex. 1 Soit f lapplication linéaire de R® dans R3 qui au vecteur X = | x5
T3
r|] — Lo+ 2[L‘3
fait correspondre la vecteur Y = f(X) = —3x3
T+ T2

1. Déterminer les images par f des vecteurs de la base canonique {ey, es, €3}
de R3.
2. Ecrire la matrice A représentant f dans cette base.
1
3. Calculer les 1tmages par f des vecteurs u = 1 etv=
-1

w o N

Ex. 2 Dans E = R3, soit P le plan d’équation x — 2y — z = 0 et D la droite
d’équations

y—42=20

1. Donner une base { f1, fo} de P et une base {f3} de D.
2. Donner la matrice M (resp., M') de la projection sur P parallélement a
D dans la base canonique {e1, ez, e3} de R® (resp. dans la base {f1, fo, f3}).

{x+y+Z:O

Ex. 3 1. Soit E = Ry[x] l'espace vectoriel des polynomes réels de degré
au plus 2, et soit u : E — E Uapplication définie par u(P) = P' (u est
Vopérateur de dérivation). Vérifier que u est un endomorphisme de E, et
donner sa matrice dans la base canonique {1,x,x?}.

2. Méme question lorsque E est cette fois [’ensemble des combinaisons linéaires
des fonctions cos et sin et que la base est la base naturelle {cos,sin}.

Ex. 4 Soient
uy = (1,0, —1>, Ug = (1,’i, 2), Uus = (—’l, 1, 1)

On rappelle (cf. Ex. 10, Chapitre 12.3) que (u1, us,u3) est une base de C3.
1. Donner ’expression de la matrice de passage P de la base canonique a
la base (u1,us,u3) de C*. Si X (resp., X') désigne le vecteur colonne des
coordonnées d’un vecteur u de C* dans la base canonique (resp., dans la base
(u1,ug,u3)), exprimer X' en fonction de X et de P.

2. Calculer P~ et retrouver la valeur de X' pour u = (1+1,1,—2i).
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Ex. 5 3 1. On considére le systéme suivant :

r+yt+z+t = a
r—y—z—t =0

(5) —r—y +t = c
—3r4+y—32—-Tt = d

a. A quelle condition (S) admet-il une solution ?
b. Montrer que si a,b,c,d > 0 alors (S) n’a pas de solution.
c. Quel est I’ensemble des solutions du systeme homogene associé ¢

1 1 1 1 T

. . 1 -1 -1 -1 |y , o 4

2. Soit A = 1 -1 0 1 et X = . Soit f : R* - R
-3 1 -3 -7 t

définie par f(X)=AX.

. Calculer f(X). Montrer que f est linéaire.

b. Quelle est sa matrice dans la base canonique de R* ?

c. f est-elle surjective? injective? Trouver l'image et le noyau de f.
d. f est-elle inversible ?

s}

1
e. Le vecteur 1 appartient-il a ["image de f? au noyau de f ¢
1
1
3. a. Le vecteur V = g appartient-il a l’espace vectoriel engendré par
4
1 1 1 1
1 —1 -1 -1
= = = = Q
‘/1 _1 7‘/2 _1 7‘/3) O 7“/74 1 -
-3 1 -3 -7

b. Ces 4 vecteurs sont-ils linéairement indépendants ¢

Ex. 6 Soit V = {(z,9,2) €R3 2-22=0, y+32=0, 20 —y — Tz =

3©2001 Vincent GUIRARDEL (copyleft LDL : Licence pour Documents Libres).
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0, —x+2y+82=0, x+y+2z=0} On introduit la matrice

1 0 =2

0o 1 3
M == (Cl CQ 03) - 2 —]_ —7
-1 2 8

1 1 1

et Uapplication linéaire u de R® dans RS définie par u(X) = MX, ou X =
x
Y
z
1. Quel est le lien entre Ker u, Im u, Vect (C1,Cs,C3) et V' 2 Exprimer la
dimension de V' en fonction du rang de M.
2. Calculer le rang de M et la dimension de V.

Ex. 7 Soient Ey, Ey deuz espaces vectoriels de dimension finie sur K (K = R
ou C) et u: Ey — FEy une application linéaire. Soit F' un supplémentaire de
ker u dans E1. Montrer que la restriction de uw a F' est un isomorphisme de
F sur Im u.

Ex. 8 * 4 SOMMES DE PUISSANCES D’ENTIERS
On sait que la somme des n premiers entiers vaut n(n + 1)/2.  On veut
généraliser ce résultat en trouvant une formule du type

(Fr) Zkr = Qr(n)a

ot @, est un polynome a déterminer. On fize r € N*,
1. On suppose qu’il existe un polynome P € R, 1[z] tel que

Plx+1)— P(z) =x".

Donner alors un polynome Q, vérifiant (F,.).

2. Soitu : R, y1]x] — R, [x] Uapplication définie par w(P) = P(z+1)— P(x).
a) Vérifier que u est bien définie et linéaire.

b) Déterminer le noyau et l’image de u. Conclure.

¢) Que dire de la restriction de u au sous-espace F' = Vect (z,x?,...,x" 1} ?
3. Ezpliquer comment trouver Q, en général. Faire les calculs pour r = 2 et
r=3.

4©2001 Frédéric LE Roux (copyleft LDL : Licence pour Documents Libres).
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Ex. 9 * POLYNOMES INTERPOLATEURS DE LAGRANGE

Soient x1, X, ..., Tny1 des réels deux a deux distincts, et sotent yi, Y, ..., Yni1
des réels quelconques. On cherche un polynome P dont le graphe passe par
les points (x;,y;). Soit u : R, [x] — R Papplication définie par

w(P) = (P(1), P(23), .., P(2p11)).

1. Montrer que u est linéaire.

2. Montrer que u est injective, puis que u est un isomorphisme de R, [z]| sur
R™ 1. Que peut-on en déduire ?

3. Pour tout i € {1,...,n+ 1}, on pose

Hj;éi(x — ;) ‘

L; =
Hj;éi(xi — ;)

Déterminer u(L;).
4. Donner lexpression de u= (Y1, Yo, s Yni1)-

Ex. 10 Déterminer le polynome de Lagrange P, de degré au plus 3, qui
vérifie P(—1) =2, P(0) =1, P(1) =1 et P(2) =0.

Ex. 11 * POLYNOMES INTERPOLATEURS D’HERMITE (Eztrait de l’examen
de Septembre 2003)

1. (Question préliminaire) Soit P € R,[x] (i.e., P est un polynome
a coefficients réels de degré au plus n) et soit xg € R. On suppose que
P(xg) = P'(zo) = 0. Montrer que 'on peut écrire P(x) = (x — x9)* Q(x),
avec Q € R, _o[x].

2. Soient [a,b] un segment et a = 7 < x93 < -+ < x, = b une subdivision de
[a,b]. On considére Uapplication u : Ry, _1[z] — R*™ définie par

u(P) = (P(xy),..., P(xy,), P'(x1),..., P (x,)).

a) Montrer que u est linéaire.

b) Montrer que Ker u={0}. (Indications : appliquer la question 1) et faire
une récurrence).

c) Montrer que pour tous (yYi,...,Yn), (21,...,2,) € R, il existe un unique
polynéome P € Ry, 1[x] tel que

P(z;) = pour 1 < i < n,
P'(z;) = z pour 1 <i<mn.
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Ex. 12 * Soit E un espace vectoriel sur K (K =R ou C), et soit p un en-
domorphisme de E. On dit que p est un projecteur si p* = p.

1. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E qui sont supplémentaires,
et soit p la projection sur G paralléelement a F. Montrer que p est un pro-
jecteur.

2. Inversement, soit p un projecteur de E. On pose F = ker p et G = Im p.
a. Montrer que F et G sont supplémentaires.

b. Montrer que p est la projection sur G parallélement a F'.
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12.5 Réduction des endomorphismes

Ex. 1 1. Montrer que les vecteurs suivants forment une base de R3

1 -1 1

2. Déterminer la matrice de passage de la base canonique € = {ey, ey, €3} a
la base U = {uq,ug, us}.

T
3. Soit v un vecteur de R3 de composantes X = Ty dans la base € et
Zs3
U1
de composantes Y = Yo dans la base U. ExprimerY en fonction de X.
Y3

4. Soit f Uapplication linéaire (x,y, z) — (2y, bx+3z, —4x—2y—4z). Donner
la matrice de f dans la base U.

Ex. 2 Soit le systéme récurrent suivant

Tpil = Tp + 2y, — 325,
Yn+1 = Yn — 2n,
Zn+l = Zn-
:L‘n
1) Ecrire ce systeme sous forme matricielle Uy, 11 = AU, avecU, = | yn
Y-

2) Soit la matrice J = A — I3. Calculer J* et J3. En déduire A". (On
rappelle que la formule du binome de Newton peut étre appliquée pour calculer
(M + N)™ lorsque M et N sont deux matrices carrées qui commutent. )

3) Ezprimer U, en fonction de Uy.

Ex. 3 Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés
pour les matrices suivantes, et dire si elles sont diagonalisables.

3 —4
Ml_(1_2)7
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1 20 3
011 4
M2_0012’
0001
-2 -1 9
My=| -9 4 0 |;
-3 1 1
0o 1 1 1
1 0 1 1
My=| 1 1 0 1
1 1 1 --- 0

Ex. 4 (Eztrait de l’examen de Juin 2004)
Diagonaliser la matrice

12 —-10 10
A= 6 -3 6
—-12 10 -10

(On donnera la matrice de passage de la base canonique d une base de vecteurs
propres, et la matrice diagonale correspondante.)

Ex. 5 Diagonaliser chacune des matrices suivantes. (On donnera la matrice
de passage de la base canonique a une base de vecteurs propres, et la matrice
diagonale correspondante.)

11 -6 2
Mi=-1| —6 10 —4 |;
2 —4 6
1 5
3. —2 U
My=| -3 5 0 |;
0O 0 =2
1 a b
Ms=1 0 1 1 |,oua,b etc sontdes parametres réels.
0 0 c
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Ex. 6 Calculer la puissance n-éme de la matrice

5 1 -1
A=\ 2 4 =2
1 -1 3

Ex. 7 Calculer en fonction de n les nombres u,, et v, définis pour n > 1 par

Up = Up—1 + VUp—1
Up = —DUp_1 — 3Up—1

avec ug et vy donnés.

Ex. 8 * COMMUTATEURS (Eztrait de l'examen de Juin 2003) Soit A €
M., (C) une matrice ayant n valeurs propres deuz & deux distinctes Ay, ..., \y,.
On choisit pour tout i une base {f;} du sous-espace propre E()\;) associé a la
valeur propre \;. On rappelle que (f1, ..., fn) est une base de C", constituée de
vecteurs propres de A. On veut étudier l'application u : M, (C) — M,,(C),
définie par u(M) =AM — M A. (AM — M A est appelé un commutateur.)
1. Soit M € Ker u.

a) Soiti € {1,...,n}. Montrer que AM f; = \;M f;, et en déduire qu’il existe
un scalaire p; € C tel que M f; = p; f;.

b) Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (f1,..., fn),
et soient D = diag(Ay, ..., \,), D' = diag(py, ..., ttn). Exprimer A et M en
fonction de P, D et D'.

¢) En déduire une caractérisation de Ker u.

2. Remarquant que lapplication M +— PMP~' est un isomorphisme de
M, (C) sur lui-méme, déterminer la dimension de Ker u, puis celle de Im u.
3. Pour tout polynome q € C,_1[z], ¢(X) = co+c1 X + X+ - +c, 1 X7
on note q(A) la matrice

Q(A) = COIn + ClA —+ 02A2 4+ 4 Cn—lAn_l.

Montrer que Ker u = {q(A); q € C,_1[X]|}. (Indication : utiliser la question
1 ¢) et les polynomes interpolateurs de Lagrange.)

4. Pour tous i,j € {1,...,n}, on note E;; la matrice n x n dont tous les
coefficients sont nuls, sauf celui qui est situé a la ligne © et a la colonne j
et qui vaut 1, et on pose F;; = PE;;P~'. Montrer que F;; € Im u si i # j.
Donner une base de Im u.
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Ex. 9 * ISOMETRIE POSITIVE (Eztrait de l’examen de Juin 2004)

Pour tout vecteur © = (x1, 12, 23) € R3, on note ||z|| = (23 + 23 + x%)% sa
norme euclidienne usuelle sur R®. On appelle isométrie de R? toute appli-
cation linéaire u : R — R3 telle que ||u(z)|| = ||x|| pour tout x € R3. On
se propose de prouver que u est une rotation si et seulement si u est une
isométrie de déterminant égal a 1.

1. Soit u la rotation d’angle 0 et d’axze A dirigé par le vecteur unitaire f.
Soient fo et f3 deux vecteurs tels que (f1, fa, f3) soit une base orthonormée
directe.

a) Rappeler l’expression de la matrice M représentant u dans (f1, fa, f3), et
calculer la trace de M.

b) En déduire que u est une isométrie de déterminant égal a 1.

c) Montrer que M est diagonalisable sur C. Donner une matrice diagonale
D semblable a M.

2. Inversement soit u une isométrie de déterminant égal a 1, et M sa ma-
trice dans la base canonique. On suppose que M est diagonalisable sur C.
a) Montrer que toute valeur propre (complexe) de M est de module égal a 1,
puis que M est semblable o une matrice D = diag(1,e* e~), on 6 € R.

b) Montrer qu’on peut trouver une base orthonormée directe (fy, fo, f3) de R3
telle que M fy = f1, M(fa+ifs) = e ®(fo+ifs). Quelle est la matrice de u
dans cette base ? Conclure.

3. Montrer que la composition de deuz rotations est une rotation (on admet-
tra que toute isométrie est diagonalisable sur C).
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13. Intégrales doubles

2

Ex. 1 C’alculer// ty dedy, ou D = {(z,y) eR?, 0<2 <2, 0<y<
D1+.T2

1}.

1 1—y
Ex. 2 Calculer/ (/ a® b’ dx) dy, ou a et b sont deux réels distincts,
0 0

strictement positifs et différents de 1.

Ex. 3 Des deux intégrales suivantes, laquelle est la plus facile a calculer ?
Effectuer ce calcul.

/lﬁ (/olﬁd‘”) w. [ </W<2ﬁ‘@> o

Ex. 4 Calculer [ ([ ([ 1dt) dz) dy, puis déterminer par récurrence

/n(/ . </ 1d$0)dl‘1...)dl‘n_1.
0 0 0

1 y
Ex. 5 C’alculer/ / 2z +y) sdr | dy et
0 0 (1 + (z + y)2)

1 1 2
/ / (z+y) 5 dy | dr. L’égalité était-elle prévisible ?

Ex. 6 Calculer I, = // exp%d:cdy, ou ) <e<let
D.={(z,y) eR?, y < :E,Ey >0ete<z<1}. Quevaut lim, g+ I, ¢
Ex. 7 Calculer [[,(1 —x —y)dzdy, ot

D={(z,y) eR® y+2<1,y>0, x>0}

B
x? 492

Ex. 8 Calculer (en utilisant les coordonnées polaires) // dzdy, ou
D
D={(z,y) eR* 1 <2 +9y*<4, >0, y <z}
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Ex. 9 Calculer l’aire du domaine
D={(z,y) €R?* y<2—2%ety >}
Ex. 10 Calculer l’aire du domaine
D={(z,y) eR? |2|<1, 2V32® <y <VI—2a2}

Ex. 11 Soit D le domaine défini par
x
V3

Calculer directement, puis en utilisant les coordonnées polaires, l'intégrale

x
double //D R dxdy.

Ex. 12 Calculer [[,(y — z)dxdy, ot D = {(z,y) € R*, 2 >0, z —3 <
y<zxz+1, —2x+1<y<-2x+7}, en faisant le changement de variables
u:y—x’ ’U:y+2x

D={(z,y) eR* 1<z <V3 —=<y<a}

Ex. 13 AIRE D’UNE ELLIPSE (Extrait de l'ezamen de Juin 2004)

On veut calculer laire du domaine A = {(z,y) € R%* 2?/a® + y*/1* < 1}
délimité par ellipse d’équation x°/a® + y*/b* = 1.

1. Montrer que lapplication ¢ : (r,0) — (x,y) = (racos@,rbsin@) définit
un changement de variables de classe C' de D =]0,1[x] — 7, 7| sur A =
A\ [—a,0] x {0}. Représenter D et A

2. Calculer 'aire de A" grace au changement de variables précédent.

3. Que retrouve-t-on lorsque a =b ¢
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