Nager dans un fluide parfait : un résultat de controle
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Modélisation : les déformations

e Les déformations sont décrites par des difféomorphismes x. : D — A*.

o Les difféomorphismes dépendent d’'une variable de forme c (le contréle)
appartenant & CN.

Xe(2)

Xo (@)

o Conservation de la densité : la densité p} dans A* se déduit d’une densité
po donnée dans D par la formule :

pe(z”) et Dy (@) (z* € A%).
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Modélisation : locomotion auto-propulsée

o L’application ¢ € CN — y. € C*(D,R?) est analytique.

e On se donne : t € Ry +— c(t) € CV réguli¢re. On note ¢ = dc/dt.

Le couple (c, ¢) est dit admissible lorsqu’il vérifie :

@ Conservation de la quantité de mouvement :

M, \.
— > .
/Dpo e (z)edz =0, (t>0)

@ Conservation du moment angulaire :

[ m Ne (e xelz)dx =0, (120).

@ Conservation du volume du poisson (fluide incompressible) :

/ 85? (xe'(2))¢-ndo =0,  (t>0).
D

Conclusion : ¢ € £, sous variété analytique de CV et ¢ & un sous ev de T.E.
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Modélisation : énoncé du probleme
©@ Dynamique du probléme : déterminer en fonction de c :
€3

e La position r = (r1,7r2) du centre d’inertie du poisson.
e Son orientation 0 par rapport a un repere fixe.

rg .«

t=20

admissible) permettant au poisson de suivre une trajectoire donnée.
N, INRIA)

@ Controle : déterminer les déformations (une fonction ¢ € Ry +— c(t)

Un exemple de contrdlabilité

Congres SMAI, mai 2009

5/ 15



Modélisation : le fluide

On suppose que :
o Le fluide est parfait a écoulement irrotationnel.
o Le systeme fluide-poisson occupe tout 'espace.

On note 9. le potentiel exprimé dans le repere lié au poisson {e}, e5} et :
u(z) = R(0)Vie(R(O)" (z — 1) +19), (2 € F),

est la vitesse eulérienne du fluide.
—Atpe(z") =0 (x* € F7),

e
on

avec I = R(0)r* et :

(z*) = v (z*) n+vg(z*) - (z € DAY,

vo(z*) = 0(x*)E + 17 et wva(a) = aaxcc (xat(z*))e.

Loi de Kirchhoff :
kT Sk T Vo )T d.
Ve =Y + 73ty + 03 + Yce.
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Modélisation : la dynamique

Le Lagrangien du systeme fluide-poisson s’écrit :

L(0,7*,¢,¢) =

e M(c) est la matrice de masse virtuelle du systeme.
e L’application ¢ — M(c) est analytique.

e Le principe de moindre action fournit les équations d’Euler-Lagrange :

(-0 e

ou la matrice N(c) s’obtient & partir de M(c).

La matrice N(c), comme la matrice M(c), est analytique en c. J
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Reformulation du probleme de controle

Pour tout ¢ € &, on consideére des champs de vecteurs analytiques :
{Xi(e),..., Xn(c)} C TE,

tels que les couples (¢, X;(c)) soient admissibles. On cherche ensuite le

controle sous la forme :

¢(t)

= Z a; (1) Xi(c(t)),

ot a; : Ry — RYM. La dynamique se réécrit :

r

avec :

(IECN, INRIA)
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Controle géométrique : cas analytique

Soit M une variété analytique et X C I'(M) tel que X soit un cone.

e Orbite de X passant par ¢ (¢ € M) : notée O(q), c’est 'ensemble des
éléments de M atteignables en suivant successivement et pendant des
temps finis les courbes définies par ¢ = X (¢), (X € X).

dX, dX,
dgq dq
o Algebre de Lie : Lie X est ’espace vectoriel engendré par ’ensemble des

crochets de tous ordres.
Lie, X (¢ € M), est Pensemble des vecteurs de Lie X au point g.

e Crochet de Lie : [X;, X5] = X, X2, (X1,X2 €X).

Théoreme de 'orbite J

La dimension de Lie, X est constante sur les orbites.

Théoreme de Rashevsky-Chow
SiLie, X =T,M,Vq e M, alors O(q) = M, Vg€ M. J
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Un exemple de controélabilité : 1'amibe

On pose ¢ = (c1,¢2) € C?, ¢, = ay, +iby € C, (k= 1,2).
La fonction de déformation est (en coordonnées polaires) :

oy [rcos( % cos(k0) " sin(k6)
Xe(r,0) = ( rsin(f ) + Z ( F sin( k&)) + b ( Fcos(k0) )
Les potentiels sont calculés explicitement en utilisant la transformation

conforme : ,
C
z)zz—i-zz—k, |z| > 1.
k=1

La dynamique est explicite.

Les contraintes sur ¢ (locomotion auto-propulsée) sont :

2

2
Zkakak—l-bkbk )=0 et Z
k=1

akbk — bkak) =0.
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Controle de 'amibe

On note :
£ = {C = (81,62) S C? . ‘81‘2 + 2|CQ|2 = 1/2}

On choisit 2 champs analytiques X; et X5 dans I'(€) satisfaisant les
contraintes et on vérifie que

Liee({X1(c), Xa(c)}) = T.€, Veceé&.

Théoréme de Rashevsky-Chow : pour tout c, il existe des fonctions
et o constantes par morceaux permettant d’atteindre n’importe quel point de
€ en temps fini (arbitraire) en intégrant :

{ (()3 o ( )Xi(e) + as (1) Xa(c)
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N ——
Controle de 'amibe

On s’intéresse ensuite a une partie seulement de la dynamique :

(1) = 105,09+ ault) Rate)

avec

Xi(e) = <H3(N§j2§i(c))> , i=1,2

Les calculs des crochets sont trop compliqués dans le cas général mais on peut
prouver que :

dim (Lie(,¢)({X1(€), X1(€)})) = 4,
pour un ¢ particulier. Comme les champs ne dépendent pas de 6, c’est encore
vrai pour tout point (6,¢). Or pour tout (6, c), il existe 6 tel que

0((0,¢)) > (,¢).
D’apres le théoreme de 'orbite :
dim (Lieg.o)({X1(c), X1(c)})) =4, V(0,c).
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Controle de 'amibe

Rappelons que la dynamique s’écrit :
r 2
0| =S ayio.c).
c i=1

Les champs ne dépendent que de 6 et c. On calcule que pour § = 0 et pour un
certain ¢ on a :

dim (Lie(O,O,O,E) ({Yl (O’ é)a 1/2(0’ é)})) = 6.
Le méme raisonnement que précédemment nous dit que :

dim (Lie(y,g.0)({Y1(0,¢), Y2(6,¢)})) =6, V(r,0,c).
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Controle de 'amibe : suivi de trajectoire

o Pour toute trajectoire ¢t € [0, 7] +— (¥(t),0(t )) € R? x R/2m,
e pour toute déformation ¢t € [0,T] — c(t) €
@ pour toute donnée initiale (rq, 6o, co) et pour tout € > 0,

il existe des fonctions «; : [0,T] — R (i = 1,2) constantes par morceaux tel
que la solution (r, 6, c) de

r 2 r(0) ro
0] = ai(t)Yi(d,c), 000) | = |60,
¢) i=1 c(0) Co
vérifie : -
sup ||(r,0,¢c) — (F,0,T)| < e,
te[0,T]
et
r(T) r(T)
o) | =|06(7)
c(T) c(T)

L’amibe peut suivre de fagon approchée n’importe quelle trajectoire prescrite,
avec des déformations elles aussi prescrites.
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Simulations numériques

Quelques exemples de suivi de trajectoires :
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