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CHAPITRE I - ESPACES AFFINES

1. Espaces affines
1.1 Définition

Soit E un ensemble non vide et E un espace vectoriel sur un corps commutatif K ; on dit
—
que E est un espace affine associé a l’espace vectoriel E si et seulement si il existe une
application
ﬁ
p: ExXE — FE
—
(A,B) — p(AB)=A
vérifiant les conditions suivantes:
a)VAeE YV u e E,il existe un unique point B € E tel que v = p(A,B) = AB.
b) On a la relation de Chasles: V A,B,C € E, p(A,C) = ¢(A,B) + ¢(B,C), i.e
— — —
AC = AB + BC.
On définit la dimension de l’espace affine E' en posant dim E = dim E : on a ainsi la
notion de droite et de plan affine.
1.2 Exemple
L’espace vectoriel R™ peut étre muni d’une structure d’espace affine en prenant R” comme
espace vectoriel associé a 'espace affine R" et en considérant ’application ¢ suivante
p: R*xR" — R”
(A,B) +— @(AB)=B—-A
on constate alors aisément que ¢ vérifie les conditions requises et ainsi R" est un espace
affine de dimension n.
1.3 Proposition
Soit F un espace affine; alors pour tous points A, B, C' et D de E, on a:
— —
a) AB= 0 <= A= B;
— —
b) AB = —BA;
— — — —
c) AB=CD <= AC = BD.

1.4 Proposition et définition
Soit F un espace affine de dimension finie et soit O un point de E'; alors 'application
—
Yo EF — F
o
M — OM
est une bijection: on dit qu’on choisit O comme origine de l'espace affine F; si O est un

—
point de E et B une base de E, (O,B) est appelé repére cartésien de l'espace affine E
d’origine O.



1.5 Définition

Soient (F,p) un espace affine, A un point de E et F un sous-espace vectoriel de E - on
appelle sous-espace affine passant par A et de direction F I’ensemble F' des points M de
E tels que AM € F . F est naturellement muni d’une structure d’espace affine grace a_) la
restriction a F' x F' de 'application ¢ et son espace vectoriel associé n’est autre que F'.

— —
Deux sous-espaces affines Fi et Fy sont dits paralléles si et seulement si F} = F5.

2 Applications affines
2.1 Définition

Soient E et F' deux espaces affines; on dit qu’'une application f de E dans F' est une
— — —
application affine s’il existe une application linéaire f de E dans I telle que

e sy

VA BeE, f(Af®B

—

= 7 (AB).

~—

H
On dit alors que I'application f (qui est unique) est ’application linéaire associée a
I’application affine f.

Exemples

a) Soit O un point du plan affine P et k un réel non nul; alors I'homothétie de centre O
et de rapport k définie par

N
VA€ P, Oh(A) = k OA

est une application affine d’application linéaire associée I’homothétie vectorielle 71(17) = ku.

b) La projection orthogonale p sur une droite A du plan affine euclidien est une application
affine: son application linéaire associée n’est autre que la projection orthogonale sur la
ﬁ

droite vectorielle A.

c¢) La symétrie orthogonale s par rapport a une droite A du plan affine euclidien est une

application affine appelée symétrie axiale d’axe A : son application linéaire associée n’est
—

autre que la symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle A.



“s(M)

d) De méme la symétrie orthogonale sp par rapport & un plan P de l'espace euclidien
de dimension 3 est une application affine appelée réflexion de plan P: son application

—
linéaire associée n’est autre que la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel P.

s.(M)

Preuve:

a) Pour tous points A et B de P on a

—_— = s —

h(A)h(B) = Oh(B) — Oh(A) =k OB —k OA =k AB = h(AB).

b) Considérons la projection orthogonale p sur une droite A du plan affine euclidien : pour

—
tout point M de P, H = p(M) est défini par H € A et M H est orthogonal & €] vecteur
directeur unitaire de A.

H
Notons 7 la projection orthogonale sur la droite vectorielle A et considérons €3 un vecteur
H
unitaire orthogonal a € : alors (é71,63) est une base orthonormée de P et pour tout vecteur
H
W de P,onaw(u) = (ulél)e;.
Soient M et N deux points de P et H = p(M), K = p(N) leurs images par p, alors on a
T Py — — Py — —
MN = <MN‘€1>€1 —+ <MN‘€2>€2
et
e e o
W(MN) = <MN‘€1>€1.
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D’autre part on a p(M)p(N) = HK = (HK|éj)éq car (HK|é3) =0 et
Yy — — 7 — ey 4 — ey — T2 — .
(MN|é1) = (MH+HK+KN)|é1) = (MH|e1)+(HK]lei)+(KN|é1) = (HK]|é7) puisque

MH et KN sont orthogonaux & €1. On en déduit alors que

T(MN) = p(M)p(N)

et ainsi p est une application affine d’application linéaire associée 7.

La démonstration est analogue pour une symétrie orthogonale par rapport a une droite A
du plan affine euclidien ou par rapport a un plan de I'espace affine euclidien de dimension

3.

2.2 Proposition

Soient f et g deux applications affines coincidant en un point A et telles que f = ¢; alors

=g

Preuve:
Soit M un point de E'; alors f(A)f(M) = _’(M) = G§(AM) = g(A)g(M) = f(A)g(M)
donc f(M) = g(M) et ainsi f = g.

]

2.3 Proposition

Soient E, F' et G des espaces affines; si f est une application affine de £ dans F et si g
est une application affine de F' dans G, alors g o f est une application affine de E dans G
H

et gT;C = ? of.

2.4 Proposition

Soit f une application affine d'un espace affine £ dans un espace affine F', alors on a:
a) f est injective <= 7) est injective;

b) f est surjective <= 7) est surjective;

c) f est bijective <= 7 est bijective.

2.5 Corollaire

Toute symétrie axiale est une application affine bijective.

2.6 Proposition

Soit f une application affine bijective d’un espace affine ' dans un espace affine F', alors

LN
lapplication f~! est affine et f~1 = (?)*1 (et nécessairement dim £ = dim F').



2.7 Proposition

Soit A ’ensemble des applications affines bijectives; alors (A,0) est un groupe.

Preuve: c’est une conséquence immédiate de 2.3 et 2.6.

2.8 Proposition

Soit f une application affine d’un espace affine £ dans lui-méme; si f possede un point
fixe A, alors ’ensemble des points fixes de f est le sous-espace affine passant par le point
A et de direction ker(f — Idz).

Preuve:

Soit M un point de E, alors on a:

(M) =M < f(AM) = f(A)f(M) = AM <= AM & ker(f — Idp)

d’out le résultat.

2.9 Expression dans un repére

Soit f une application affine d’'un espace affine E de dimension finie n dans un espace
affine F' de dimension finie p.

<1 . . . — — — -

Considérons un point O de F et un point 2 de F', puis une base B = (e1,€é3, - ,e,) de E
—

et une base B’ = (uy,us, -+ ,u,) de F ; alors on peut exprimer f dans les repéres (O,B)

de E et (,B8') de F' de la fagon suivante :
tout point A de E s’écrit de maniére unique dans le repére (O,B) sous la forme

—
— — N
OA =x1e] +---x,e, dou,

Qf(4) = Qf0)+ [(0)f(4)
= Qf(0)+ F(04) .
= Qf(O)+z f(el)+ -+, f(en)
— Qf(0)+ M ?)

—
ol M est la matrice de f dans les bases B et B'.



3 Lien avec les barycentres
3.1 Définition

Soient (M, - -+ ,M,) une famille de points d'un espace affine E et (A, --- ,A,) une famille
de réels tels que A; +- - -+ A = 1; on appelle barycentre des points (M, - - - ,M,) affectés
des coefficients (Aq, - - ,A,) I'unique point G défini par:

VOeE, O_d:Z)\iOMi.

i=1

3.2 Proposition

Soient (M, - -+ ,M,) une famille de points d'un espace affine E et (A, --- ,A,) une famille
de réels tels que Ay + -+ + A\, = 1; alors G est le barycentre des points (My,--- ,M,)
affectés des coefficients (A1, -+ ,\,) si et seulement si:

i=1

3.3 Théoréme

a) Soit f une application affine d'un espace affine E dans un espace affine F' et soit G le
barycentre des points (M, - - ,M,) de E affectés des coefficients (Aq,--- ,A,); alors f(G)
est le barycentre des points (f(M),-- ,f(M,)) de F affectés des coefficients (A1, -+ ,\,.).

b) Réciproquement, si f est une application d’un espace affine £ dans un espace affine F'
vérifiant la propriété suivante (P):

(P) : pour tout A € R et pour tous A et B dans E, si G est le barycentre de A(M) et de
B(1— M), f(G) est le barycentre de f(A)(A) et de f(B)(1 — A);

alors I'application f est affine.

3.4 Corollaire

Si f est une application affine d’un espace affine E' dans un espace affine F', 'image par f
d’une droite est une droite ou un point ; I'image par f d’un plan est un plan, une droite
ou un point ; I'image par f d’un segment est un segment ou un point.

3.5 Définition

Soit F un espace affine de dimension finie n; on appelle repére barycentrique de E tout
- = - =
04Vn

(n+1)-uplet de points (My, - - - ,M,,) de E tels que le systéme de vecteurs (MoMy, - - - ,MoM,,)
é

est une base de F.

Ainsi, un repére barycentrique d’un espace affine de dimension 3 est la donnée de 4 points

non coplanaires, un repére barycentrique d’un plan affine est la donnée de 3 points non
alignés et un repére barycentrique d’une droite affine est la donnée de 2 points distincts.



3.6 Proposition et définition

Soit F un espace affine de dimension finie n et (M, - - - ,M,) un repére barycentrique de
E; alors a tout point A de E est associé un unique (n + 1)-uplet de réels (Mg, -+ ,A\,)
vérifiant A\g+---+ A, = 1 tel que A est le barycentre des points (M, - - - ,M,,) affectés des

coefficients (Mg, - - - ,A,) ; les réels (Ag, - - ,A\,,) sont appelés les coordonnées barycentriques
—_—
du point A dans ce repére: (Ay, -+ ,A,) sont les coordonnées du vecteur MyA dans la base

(M()Ml, cee ,M()Mn) et )\0 =1- ()\1 + 4 )\n)

3.7 Théoréme

Une application affine d'un espace affine £ de dimension finie n dans un espace affine F'
de dimension finie p est parfaitement déterminée par la donnée de ses valeurs en les points
d’un repére barycentrique de E.






CHAPITRE II - ISOMETRIES PLANES

Dans ce chapitre, P désigne le plan affine euclidien: la distance entre deux points A
— —
et B de P est la norme euclidienne ||AB|| du vecteur AB et sera notée simplement AB.

1. Structure des isomeétries
1.1 Définition

On appelle isométrie plane toute application f de P dans P qui conserve les distances:
VA, Be P, f(A)f(B)=AB

on notera /s(2) 'ensemble des isométries planes.
1.2 Exemple

Toute symétrie axiale est une isométrie ; en effet son application linéaire associée est une
application orthogonale.

1.3 Proposition
La composée de deux isométries est une isométrie.

Preuve: immeédiate.

1.4 Théoréme

Soient A,B et C trois points non alignés du plan P et A’, B’ et C’ trois points du plan P
tels que

AB = A'B', AC = A'C' et BC = B'C".

Alors il existe une isométrie f et une seule telle que f(A) = A, f(B) = B' et f(C) =C".
De plus f est la composée d’au plus trois symétries axiales donc est bijective.

Preuve:
SiA=A" B=B et C=C" alors f = Idp convient.

Sinon, par exemple on A # A’ considérons alors la médiatrice A; de A et A’ et s1 la
symeétrie axiale d’axe A;; on a ainsi s;(A) = A’ et on pose s1(B) = By, $1(C) = Cy. Si
By = B' et Cy = (', alors f = s; convient.

Sinon, par exemple on a By # B’ et de I'égalité A’B’ = AB = A’B; on déduit que A’
est sur la médiatrice Ay de B’ et Bj ainsi, si sy désigne la symétrie axiale d’axe Ay, on a

s9(A") = A’ s9(B1) = B’ et on pose s5(Ch) = Cs.

Si C" = (5, alors la composée f = s, 0 §1 convient. Sinon, on considére la médiatrice
Az de Cy et C" et on montre comme précédemment que A’ et B’ sont sur Ags, et alors
la symétrie axiale s3 d’axe Aj vérifie s3(A") = A, s3(B') = B’ et s3(Cy) = €', d’'on
f = s3 08905 convient. Remarquons que dans tous les cas 'isométrie f ainsi obtenue
est bijective puisquune symétrie axiale l'est, et que f~! est aussi composée de symétries
axiales donc est également une isométrie.

S’il existe une autre isométrie g telle que g(A) = A, g(B) = B’ et g(C) = C’, considérons
l'isométrie f~! o g: elle laisse fixes les points A, B et C. Si f # g, alors il existe un point
M tel que M" = f~Yog(M) # M et ainsi on a AM = AM', BM = BM' et CM = CM’:
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les points A, B et C sont alors sur la médiatrice de M et M’ donc alignés, ce qui est
impossible, donc f = g.

1.5 Corollaire

Toute isométrie est la composée d’au plus trois symétries axiales ; toute isométrie est donc
bijective et son inverse est une isométrie. De plus, toute isométrie est une application
affine.

Preuve:

Il suffit de considérer trois points non alignés A, B et C' et d’appliquer le théoréme 1.4
aux points A’ = f(A), B’ = f(B) et C" = f(C): alors par unicité f est la composée d’au
plus trois symétries axiales, et par conséquent est une application affine.

1.6 Proposition

Soit f une application affine de P dans P; alors f est une isométrie si et seulement si
é
son application linéaire associée f est un endomorphisme orthogonal du plan vectoriel
ﬁ
euclidien P.

Preuve:

Si f est une isométrie plane, alors pour tous points A et B de P, on a f(A)f(B) = AB,
—_— — — — — —

ie ||f(A)f(B)|| = ||AB]| ou encore || f (AB)| = ||AB]|, ainsi f est un endomorphisme

orthogonal et réciproquement.

1.7 Proposition
L’ensemble des isométries planes (/s(2),0) est un groupe.
Preuve:

On a déja vu que la loi o est interne & /s(2); de plus elle est associative, Id € Is(2) et
est élément neutre, enfin toute isométrie f est bijective et f~! est une isométrie: ainsi
(Is(2),0) est un groupe.

2 Classification des isométries
2.1 Composée de deux symétries axiales
Soient s1 et s deux symeétries axiales d’axes A; et Ay (distincts) respectivement.

M 25 My 22

10



ler cas: Ay//A,

<y

i

soit Op (resp. Oy) la projection orthogonale de M sur A; (resp. Ay), alors M M; = 20, M;

et My M' = 2M,0,, dott MM' = 20,0,. Ainsi s, 0 s; est la translation de vecteur 27w
oll w désigne “I'écart” entre la droite A; et la droite A,.

—
Réciproquement, si v est un vecteur de P, considérons A; une droite affine orthogonale
A U et A, I'image de A; par la translation de vecteur 2 : il est alors facile de voir que

2
. —
S5 0 87 est la translation de vecteur v'.

2éme cas: A1 NAy ={0}

/Mv

Soit w; (resp.ws) un vecteur directeur de A; (resp. Ay), alors on a:

L — —_

(OM,OM") = (OM,w}) + (i1,0My) + (OM,,w3) + (w3,0M")

l>

—

= 2(171,772)
== 2<A1,A2)

11



Ainsi s, 0 s1 est la rotation de centre O, Uintersection de Ay et Ay, et d’angle 2(A,Ay).

Réciproquement, la rotation de centre O et d’angle « peut s’écrire sous la forme s5 0 51 ol
s1 est la symétrie axiale d’axe A, A; étant une droite quelconque passant par O, et sq est

la symétrie axiale d’axe Ay, Ay étant la droite passant par O et telle que (Aj,Ay) = %oz.

2.2 Composée de trois symétries axiales

Soient sy, sp et s3 trois symétries axiales d’axes Ay, Ay et Ag (distincts deux a deux)
respectivement et soit f = s30 s 0 s7.

ler cas: Al//AQ//Ag

Dans ce cas s30s9 est une translation que 'on peut écrire sous la forme shosh ou A, = A
(puisque A;//Ay) et ou Af est une droite parallele & Ajz choisie convenablement. On
obtient alors f = s 055 05 = s et ainsi f est une symétrie axiale d’axe paralléle & Ay,

AQ et A3.
2¢me cas: A1 NAN A3 ={0}.

Dans ce cas s3 0 s9 est une rotation de centre O que 'on peut écrire sous la forme s o s,
ou A}, = A; (puisque A; passe par le point O) et o Af est une droite passant par O
choisie convenablement. On obtient alors f = s5 051 051 = s et ainsi f est une symétrie
axiale.

3éme cas: Ay, Ay et Az sont sécantes deux a deux en des points distincts.

A,

Notons O; le point d’intersection de Ay et Az ; alors s3 0 sy est une rotation de centre O
que I'on peut écrire sous la forme s o0 s ot A}, est la droite passant par O; et orthogonale
a Aj. Soit Og le point d’intersection de A; et A}, alors s}, o s est une rotation de centre
O3 que l'on peut écrire sous la forme s} o s o A} est la droite passant par O3 et paralléle
a AL. On obtient donc finalement f = s} 0 s o s; or les droites A} et AJ sont paralléles
(et orthogonales & A) donc s} o s, est une translation de vecteur « orthogonal a A}, ainsi
f =tzosouuest paralléle a 'axe A de la symétrie s.

12



On vérifie facilement que la droite A est la seule droite globalement invariante par f (car

@ # 0); de plus pour tout point M € A, on a M f(M) = 4 donc la droite A et le vecteur
u sont parfaitement déterminés par f. Ainsi f s’écrit de maniére unique sous la forme
f =tzos ouu est parallele a 'axe A de la symétrie s, de plus tz o s = sotz: on dit que
f est la symétrie glissante (ou symétrie-translation) d’axe A et de vecteur .

2.3 Définitions et proposition

a) On appelle déplacement toute isométrie f du plan telle que fE O*(ﬁ) ie fe O(ﬁ)
et det( f) = 1, et on note Is*(2) ensemble des déplacements; une isométrie f est un
déplacement si et seulement si f est produit d'un nombre pair de symétries axiales, les
éléments de 1sT(2) sont donc les translations et les rotations. Tout déplacement conserve
les angles de vecteurs et Is(2) est un sous-groupe de Is(2).

b) On appelle antidéplacement toute isométrie f du plan telle que f € O’(ﬁ) ie f € O(ﬁ)
et det( f) = —1 et on note Is~(2) 'ensemble des antidéplacements , une isométrie f est un
antidéplacement si et seulement si f est produit d’'un nombre impair de symétries axiales,

les éléments de s~ (2) sont donc les symétries axiales et les symétries glissantes. De plus
H
tout antidéplacement f “renverse” les angles de vecteurs: pour tous « et v de P, on a

— e~

(f (@), f () = —(u,0).

Preuve:

La preuve découle du fait que pour toute symétrie axiale s, on a det(3) = —1.

13



2.4 Composée de deux déplacements

ler cas: composée de deux translations

tﬁ e} tg == tzprg = f,‘go f;g.

2éme cas: composée d’une rotation et d’une translation
r(O,p) oty =1(0',p)

en effet, on peut écrire la translation tz = sy0 7 et la rotation r(O,p) = szo sy en prenant
pour axe de la symétrie s, la droite A, passant par le point O et orthogonale au vecteur
i, pour axe de la symétrie s; la droite A; paralléle & Ay, image de A, par la translation
de vecteur —%ﬁ et pour axe de la symétrie sz la droite Az passant par O et telle que

Pangle (A5,A3) = 1.

Alors, on obtient 7(O,p) otz = s30 8308308 = s3058 = r(0,p) ou O est le point
intersection de A; et As.

3éme cas: composée de deux rotations de méme centre
r(0p) or(0,¢") =1(0p +¢') =1(0,¢) o 7(0,p).
4éme cas: composée de deux rotations de centres distincts

r(O,p) or(0' ')

*sip4+¢ #£0, la composée r(O,p) o r(0',¢') est une rotation d’angle ¢ + ¢/, en effet
on peut écrire r(O',¢") = sg 051 et r(O,p) = s3 0 s9 en prenant pour axe de la symétrie
s la droite Ay = (O0'), pour axe de la symétrie s; la droite A; passant par le point O
et telle que angle (Aq,A) = %cp’ et pour axe de la symétrie s3 la droite Az passant par

le point O et telle que angle (Ay,A3) = 1.

14



Alors, on obtient r(O,p) or(O',p) = s308308208; = s30s5, =71(0", 0+ ¢') ot O” est le
point d’intersection des droites A; et As.

*sip+ ¢ = 0, par un calcul analogue, r(O,p) or(0'yp) = 8308505208 = 5308 =l

car les deux droites A; et Az sont paralléles puisque ¢ + ¢’ = 0.
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3 Etude pratique des isométries planes

3.1 Proposition

Considérons un repére orthonormé direct (O,;,j) du plan P et soit f une application affine
de P dans P qui s’écrit dans le repére (O,i,j) de la maniére suivante

()= () (s)

—_ — —
avec A la matrice de f dans la base orthonormée (7,7).

—
Alors f est une isométrie plane si et seulement si f est un endomorphisme orthogonal
— — —
de P, i.e si et seulement si A est une matrice orthogonale puisque la base (i,j) est
orthonormée; si YAA = I, f est donc une isométrie plane.

ler cas: A = I, alors f est la translation de vecteur ( :j )

2éme cas: det A =1et A # I, alors A est de la forme

[ cosp —sing . o
A= ( sng  cosg ) ou ¢ est défini mod(2m) et p Z 0

ﬁ
et f est la rotation vectorielle de mesure ¢ mod(2m); ainsi f est une rotation affine de
mesure ¢ mod(2m) et de centre I'unique point fixe de f.

3éme cas: det A = —1, alors A est de la forme

A= ( oSy Sy ) ol ¢ est défini mod(2m)
singp —cos

— —
et f est la symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle A = ker(A — I)

cos(p/2)
sin(p/2)
d’axe A dirigé par €] et de vecteur u = Aej :

dirigée par le vecteur unitaire e; = ( ) ; ainsi f est une symétrie glissante

fiM 2 M M

on a alors pour tout point M de P,

_— -y —
MM = MM, + MM’

16



d’ou — . —
<MM |€1> = <MM1|61> + <M1M |61>

_ — _
or (M M,|e1) = 0 puisque M M; est orthogonal & A et (M;M’|e1) = (ule1) = (Nej|él) = A,
d’out en particulier pour le point O

A= (0F(0)]éi) = << ; ) | ( Zfﬁg% )>'

On obtient ainsi le vecteur @ = Aéj (si A =0, alors f est la symétrie axiale d’axe A).

D’autre part, on remarque que la restriction de f a ’axe A n’est autre que la translation
tg; il suffit donc pour déterminer A de résoudre 1’équation

1(5)=(3) e

a) Soit f l'application affine de P dans P qui s’écrit dans le repére orthonormé (O,;J) de

la maniére suivante
0 n 1 1 -3 z
V3 2\ V3 1 y

x
. —
! ( Yy )
L tri A—1 érifie tAA = I donc f est isométri
a Imatrice = 5 \/g 1 verine = onc €St une isometrie.

3.2 Exemples

1 -3

De plus det(A) = 1 donc f est une rotation affine qui a pour centre I'unique point fixe

1 3
de f et pour mesure ¢ mod(2m) défini par cosp = 5 et singp = %, ie = g mod(2m) ;

on détermine le point €2 en résolvant 1’équation f(M) = M et on trouve
1/ -3
Q=- .
()

b) Soit f I'application affine de P dans P qui s’écrit dans le repére orthonormé (O,;,j) de

la maniére suivante
0 n 1 1 V3 T
V3 2\ V3 -1 y

x
. —
1

( \}3 \/§ ) vérifie YAA = I donc f est une isométrie.

La matrice A = B

De plus det(A) = —1 donc f est une symétrie glissante d’axe A dirigé par un vecteur
unitaire €7 base de ker(A — I) et de vecteur @ = Aéj ; le calcul donne

D

et
A—@f )€él) =

Y=

donc
i
4

0
V3
("

)
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CHAPITRE III - SIMILITUDES

Dans ce chapitre, P désigne le pla& affine euclidienﬁ; la distance entre deux points A
et B de P est la norme euclidienne ||AB|| du vecteur AB et sera notée simplement AB.
1. Généralités
1.1 Définition

Soit r un réel > 0; on appelle similitude de rapport r toute application f de P dans P
vérifiant

VA, Be P, f(A)f(B)=rAB
on notera & 'ensemble des similitudes.
1.2 Proposition
Soit f une similitude de rapport r; on considére O un point de P et h I’homothétie de

centre O et de rapport —, alors h o f est une isométrie. Donc f = h™' o (ho f) est une
r

application affine bijective.

Preuve: en effet, pour tous points A et B de P, on a

ho f(A)ho F(B) = [HFCADRF(BY)] = |- FAF (Bl = - f(A)f(B) = 1rAB = AB.

|

1.3 Proposition

L’ensemble des similitudes planes (S,0) est un sous-groupe du groupe A des applications
affines bijectives et s(2) est un sous groupe de S.

Preuve:

D’aprés 1.2, S est contenu dans A et S contient /5(2) de maniére évidente (les isométries
sont les similitudes de rapport 1) ; montrons que S est un sous-groupe de A : considérons
deux similitudes f et g de rapports respectifs r et 7, alors pour tous points A et B de P
on a

fog(A)f og(B)=rg(A)g(B)=rr'AB
donc f o g est une similitude (de rapport r1’).
D’autre part, si f est une similitude de rapport r, on vérifie facilement que f~! est une

similitude de rapport —.
r

1.4 Proposition et définition
Soit f une similitude de rapport r et soient O; et Oy deux points de P ; notons h; (resp.

hs) I'homothétie de rapport — et de centre O; (resp. O;) et considérons les isométries

flzhlof,fQ:hgofetfgifohl,alorsona
fi=1fa=fs.
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Cet endomorphisme orthogonal ne dépend donc que de f.
Si fl = f; = f;, est un déplacement, on dira que la similitude f est directe et si fl = f; = fg
est un antidéplacement, on dira que la similitude f est indirecte.

Ainsi, si f est une similitude directe de rapport r, ’endomorphisme orthogonal f: = fg =
f3 est une rotation vectorielle d’angle « et on a alors:

{ (ABFAFB) = o
f(A)f(B) = rAB
on dit que « est 'angle de la similitude f.

On notera ST I’ensemble des similitudes directes.

1.5 Proposition
L’ensemble des similitudes directes ST est un sous-groupe de S.

Preuve: ¢’est une conséquence immédiate de la définition d’une similitude directe puisque
— —
O™ (P) est un sous-groupe de O( P).
O
1.6 Proposition

a) Une similitude directe conserve les angles de vecteurs et de droites; une similitude
indirecte renverse les angles de vecteurs et de droites.

b) Dans un repére orthonormé (O,Z,j) une similitude directe f de rapport r s’écrit sous

la forme
fi<x)'—><u>+<a_b)(x)aveca2+b2:r2
Y v b a Y

et une similitude indirecte g de rapport r s’écrit sous la forme

g:<x>H<u)+<a b )(:p) avec a + b = r?
Y v b —a Y

Preuve: c’est une conséquence immédiate de 1.4.

2 Utilisation des nombres complexes

On choisit un repére orthonormé direct (O,;,j) du plan affine euclidien P et on associe a
tout point M de coordonnées (x,y) dans le repére (O,i,7) son affixe z = x + 7y : on réalise
ainsi une bijection entre le plan P et le corps C. On obtient alors une écriture trés simple

des similitudes:
2.1 Proposition

a) Soit f une similitude directe; alors il existe un unique a € C* et un unique b € C tels
que

VzeC, f(z) =az+Db
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b) Soit f une similitude indirecte; alors il existe un unique a € C* et un unique b € C
tels que

VzeC, f(z) =az+b
De plus, dans les deux cas, |a| est le rapport de la similitude.
Preuve:

a) D’aprés 1.3, on a pour tout point M de P
—_— 5 —— =
FO)f(M) = f(OM) = rg(OM)

. — . . . .
ol ¢ est une rotation vectorielle d’angle de mesure « ; ainsi on a
— = cosa —sina T
F(OM) = )
sina  cosa Y

Trcosa — yrsin o
Trsina + yr cos o

donc

F(M) = F(O) + (

ainsi en posant a = re’® et en notant b affixe du point f(O), on obtient par passage aux
affixes

f(z) =az+b.

b) Si f est une similitude indirecte, on a une écriture du méme type
—_— = —— =
FO)f(M) = f(OM) = rg(OM)

é
oll @ est une symétrie orthogonale par rapport & une droite A donc
% 3
som- (5 ) (3)
Y

ol a = 2mes(i,A) et ainsi, en posant a = re'® et en notant b laffixe du point f(O), on
obtient
f(z) =az +0b.

2.2 Proposition

a) Une similitude directe qui n’est pas une translation admet un unique point fixe appelé
centre de la similitude directe.

b) Une similitude indirecte qui n’est pas une symétrie glissante admet un unique point
fixe appelé centre de la similitude indirecte.

Preuve:
a) Soit f une similitude directe, alors elle s’écrit sous la forme f(z) =az+bota € C* et

si et seulement si

b € C; I'équation f(z) = z posséde alors une unique solution z =

a#1.Sia=1,0ona f(z) =z+bet ainsi f est la translation de vecteur 4 d’affixe b; par
conséquent f n’admet aucun point fixe si b # 0 et une infinité si b = 0.
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b) Soit f une similitude indirecte, alors elle s’écrit sous la forme f(z) = az + b ou a € C*
et b€ C; alors B
fz)=z<4<=az+b=z<=az+b=2Z
d’ou B B
f2)=z<=alaz+b) +b=z < z(1—|a]*) =b+ab

donc f admet un unique point fixe z = si et seulement si |a| # 1. Si |a| = 1, alors

1 — |al?
a s'écrit a = €' et ainsi 'application g : z! L az n’est autre que la rotation de centre
O et d’angle de mesure o donc peut s’écrire sous la forme g = sp o sp ot D désigne 'axe
réel ; or I'application z —— z n’est autre que sp et 'application z — b est la translation
de vecteur u d’affixe b, d’oul

f=tiogosp=t;oSa08p0sSp =1tz0S8A

et f est une symétrie glissante qui n’admet aucun point fixe si b # 0 et une infinité si
b=0.
O

2.3 Proposition

Soient A, B, A’ et B’ des points de P tels que A # B et A" # B’; alors il existe une
unique similitude directe (resp. une unique similitude indirecte) f telle que f(A) = A’ et
f(B)=DB.

Preuve:

Notons zy4, zp, zar et zp les affixes respectifs des points A, B, A’ et B’; on cherche alors
s’il existe des nombres complexes a et b tels que

QZA+b = ZaA
azg+b = zp

comme zy # zg et zx # zp ce systéme posséde une unique solution donnée par

RA! — 2B RARB' — RA'ZB . . . s .
a=——#0et b = ——— il existe donc une unique similitude directe f
RA — <B RA — ZB

telle que f(A) = A" et f(B) =B
De méme, on démontre qu’il existe une unique similitude indirecte g telle que g(A) = A’
et g(B) = B'.

O

3 Triangles semblables

3.1 Définition

Soient A, B et C (resp. A’, B’ et C") des points distincts deux a deux du plan; on dit que
les deux triangles ABC' et A’ B'C" sont semblables si et seulement si il existe une similitude
f telle que f(A)=A’, f(B)=B"et f(C)=C";si f est directe (resp. indirecte) ABC' et
A'B'C" sont dits directement semblables (resp. indirectement semblables).
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3.2 Théoréme

a) Deux triangles ABC et A’B’C’ sont semblables si et seulement si
AB  AC" BC
AB ~ AC ~ BC

b) Deux triangles ABC et A’B’'C’ sont directement semblables si et seulement si ils
vérifient I'une des deux conditions équivalentes suivantes

, ) A'B’ A/C/ T e

1

5 = e et (ABAC) = (AB,A'CY
_—, ==, =, ===,
by) (AB,AC) = (AB , A'C") et (BA,BC) = (B'A',B'C")

¢) Deux triangles ABC et A’B’'C’ sont indirectement semblables si et seulement si ils
vérifient I'une des deux conditions équivalentes suivantes

A/B/ A/ / e —
& ot (ABAC) — —(A B ACH

Cl)

AB AC

==, e N == —_— =
c2) (AB,AC) = —(A'B"A'C") et (BA,BC') = —(B'A",B'C").
Preuve:

a) Si ABC et A’B'C’ sont semblables, alors par définition il existe une similitude f de
rapport r telle que f(A) = A", f(B) = B' et f(C)=C", d'on
AB  AC" B
AB ~ AC ~ BC

=T.

Réciproquement si on a

A/B/ A/C/ B/C/

AB ~ AC  BC
alors, d’aprés 2.3, il existe une unique similitude directe f (dont le rapport est r) vérifiant
f(A)=A'et f(B) = B'.Si f(C) = C" les deux triangles ABC' et A’B’C" sont directement
semblables, sinon on a A'C' = rAC = f(A)f(C) = A f(C) et de méme B'C' = B'f(C),
donc la droite (A’B’) n’est autre que la médiatrice du segment [C’, f(C)] ; ainsi la symétrie
axiale s d’axe (A'B’) laisse fixes les points A’ et B’ et envoie f(C) sur €', donc g = so f
est une similitude indirecte qui vérifie g(A) = A’, g(B) = B’ et g(C) = C’, les deux
triangles ABC' et A’B’C" sont donc indirectement semblables.

=T

b) Si ABC et A’B'C" sont directement semblables, alors par définition il existe une simi-
litude directe f de rapport r et d’angle « telle que f(A) = A',f(B) = B' et f(C) =",
d’ou

AB  AC
AB ~ ACc
et . .
(AB,A'B)) = (AC,A'C') = a
d’on

—_— -~ — —

(AB,AC) = (AB,AB) + (A B, A'C") + (AC' AC) = a+ (A'B' A'C") —a = (A B, A'CY).

Réciproquement si on a

A/B/ A/ / T
~AB Ag et (E,T )= (A'BAC
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alors, d’aprés 2.3 il existe une unique similitude directe f de rapport r telle que f(A) = A’
et f(B) = B’ :supposons f(C) # C’, alors d’aprés a) la similitude g = so f ou s désigne la
symétrie axiale d’axe (A’B’) est une similitude indirecte qui vérifie g(A) = A’, g(B) = B’

_ e N
et g(C) = C', don (AB,AC) = —(A'B',A'C") d’aprés 1.6 puisque g est indirecte, d’ou
= =, — = ~
(AB,AC) = (A'B',A’C") = 0 et ainsi les points A’, B’ et C” sont alignés i.e C' appartient
a la droite (A’B’); on en déduit que C' = s(C") = sog(C) = soso f(C) = f(C) ce qui est
contraire a I’hypothése. Donc f(C) = C’" et ABC et A'B'C" sont directement semblables.
L’équivalence by) <= by) découle des relations dans le triangle.

La démonstration de c) est analogue a celle de b).

3.3 Théoréme
a) Deux similitudes directes de méme centre commutent.

b) Si les triangles OAB et OA’B’ sont directement semblables, alors les triangles O AA’
et OBB’ sont directement semblables.

Preuve:

a) Soient f; et fo deux similitudes directes de méme centre O, alors si on choisit O comme
Y

centre d’un repére orthonormé (O,i,5), les similitudes f; et fo s’écrivent sous la forme
fi(z) = a1z et fa(z) = asz ot a1 et ay sont des nombres complexes non nuls. D’ott

Vz € C, fio fa(z) = fi(azz) = a1a2z = asa1z = fo(a1z) = fao f1(2).

b) Si les triangles OAB et O A’ B’ sont directement semblables, alors il existe une similitude
directe f telle que f(O) = O, f(A) = A" et f(B) = B’; considérons alors 'unique
similitude directe g telle que g(O) = O et g(A) = B: comme f et g ont méme centre O,
elles commutent et on a ainsi g(A’) = g(f(A)) = f(g(A)) = f(B) = B’, donc OAA’ et
OBB'’ sont directement semblables.

O
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CHAPITRE IV - ISOMETRIES DE L’ESPACE

Dans ce chapitre, E désigne I'espace affine euclidien de dimension 3 ; la distance entre
— —
deux points A et B de E est la norme euclidienne ||[AB]| du vecteur AB et sera notée
simplement AB.

1. Droites et plans de I’espace
1.1 Rappels

x Soient A; et Ay deux droites distinctes de E de vecteurs directeurs respectifs € et e ;
si €7 est colinéaire & €5, alors Ay et A, sont paralléles donc coplanaires; si €] n’est pas
colinéaire A €5, alors soit Ay N Ay = 0 et Ay et Ay ne sont pas coplanaires, soit A; N Ay
est réduit & un point et A; et Ay sont concourrantes donc coplanaires.

— —

x Soient P et P, deux plans distincts de E'; si P = P, alors P; et P, sont paralléles et
- —

P NP,=0;si P, # P, , alors P, N P, est une droite.

* Soient A une droite de vecteur directeur € et P un plan de E, alors on a les cas suivants:

ﬁ
ler cas: € € P, alors soit A C P, soit ANP = (): dans ce cas on dit que A est paralléle a
P ; on voit facilement que ce cas se produit si et seulement si A est paralléle a une droite
A’ contenue dans P.

—
2éme cas: € ¢ P, alors AN P est réduit a un point.

x Soient A; et Ay deux droites distinctes de E de vecteurs directeurs respectifs €] et é5:
si € est orthogonal & €5, on dit que les deux droites A; et A, sont orthogonales; si de
plus A; et A, sont concourrantes, on dit que A; et A, sont perpendiculaires.

* Soient A une droite de vecteur directeur € et P un plan de F; si € est orthogonal & tout

é
vecteur de P, on dit que A est orthogonale au plan P: AN P est alors réduit & un point
et A est orthogonale & toute droite contenue dans P.

%
x Soient P; et P, deux plans distincts de E'; s’il existe un vecteur u; € P; tel que i soit
—
orthogonal & tout vecteur de P,, on dit que P; et P, sont orthogonaux. Si A = P, N P,
pour tout plan P3 orthogonal & A, P, N P3 et P, N P3 sont des droites perpendiculaires.

x Soient P et P deux plans distincts de E sécants selon une droite A ; alors pour tout
plan P; orthogonal & A, les droites P, N P3 et P, N P3 sont concourrantes et 'angle entre

ces droites est indépendant du choix du plan Ps: on 'appelle ’angle entre les plans P, et
P.
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2. Structure des isométries
2.1 Définition

On appelle isométrie de E toute application f de E dans E qui conserve les distances:
VA, Be P, f(A)f(B)=AB
on notera /s(3) 'ensemble des isométries de E.

2.2 Exemples

a) Soit P un plan de FE, alors la réflexion de plan P est une isométrie: en effet son
application linéaire associée est une application orthogonale.

b) Soit A une droite de F, alors la symétrie orthogonale par rapport a la droite A est une
isométrie: on 'appelle le retournement de droite A.

2.3 Théoréme

Soient A,B, C et D quatre points non coplanaires de E et A’, B', C' et D’ quatre points
de E tels que

AB = A'B', AC = A'C", BC = B'C", AD = A'D', BC = B'C", BD = B'D' ¢t CD = C'D'.
Alors il existe une isométrie f et une seule telle que f(A) = A’, f(B) = B', f(C) =" et

f(D) = D'. De plus f est la composée d’au plus quatre réflexions donc est bijective.

Preuve: analogue a celle faite pour les isométries planes en considérant les réflexions par
rapport aux plans médiateurs de couples de points.
O

2.4 Corollaire

Toute isométrie de E est la composée d’au plus quatre réflexions ; toute isométrie est donc
bijective et son inverse est une isométrie. De plus, toute isométrie est une application
affine.

2.5 Proposition
L’ensemble des isométries (Is(3),0) est un groupe.

Preuve: analogue a celle faite pour /s(2).

2.6 Proposition et définitions

Soit f une application affine de F dans FE; alors f est une isométrie si et seulement si
son application linéaire associée ? est un endomorphisme orthogonal de ’espace vectoriel
cuclidien E .

Sife O*(E), on dit que f est un déplacement et on note Is™(3) ’ensemble des dépla-

cements ; une isométrie f est donc un déplacement si et seulement si f est produit d’un
nombre pair de réflexions.

— e
Si f € O (F), on dit que f est un antidéplacement et on note /s~ (3) I'ensemble des
antidéplacements ; une isométrie f est donc un antidéplacement si et seulement si f est
produit d'un nombre impair de réflexions.

L’ensemble des déplacements Is*(3) est un sous-groupe de 7s(3).

Preuve: immeédiate.
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2.7 Théoréme

— — — —
Soit f un déplacement de F, alors f € O"(E) donc f = Id% ou f est une rotation
— —
vectorielle d’axe la droite A = ker(f — Id) orientée par le choix d’un vecteur directeur

unitaire €, et d’angle de mesure ¢ # 0[27] mesuré dans le plan P = A~ orienté par le
choix de €] :

_

ler cas: f: Id, alors f est la translation de vecteur w = M f(M) pour tout point M
de F.

— —
2éme cas: f est une rotation vectorielle d’axe A et d’angle de mesure ¢ # 0[27], alors on
a:

* si f posséde au moins un point fixe, I’ensemble des points fixes de f est une droite affine
H
A de direction A et f est définie de la maniére suivante:

pour tout point M de F, si H désigne la projection orthogonale de M sur la droite A et si
P désigne le plan contenant M et orthogonal & A, f(M) est I'unique point de P vérifiant

—

HM =Hf(M) et mes(m,Hf(M)) =

on dit que f est la rotation d’axe A et d’angle de mesure ¢ et on note f = r(A,p).

—
* si f ne posséde aucun point fixe, alors il existe une unique droite A de direction A et
—
un unique vecteur « € A tels que

f = T(Avw) otz =tgo T(Aatp)
on dit que f est le vissage de droite A, d’angle de mesure ¢ et de vecteur u.
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f(M)

Preuve:

- —_— - — —
ler cas: f = Id, alors pour tous points M et N de E,ona f(M)f(N) = f(MN)=MN
d'ot M f(M) = Nf(N) par la relation de Chasles: f est donc la translation de vecteur

- e
= M f(M) pour tout point M de E.

d g
2éme cas: f est une rotation vectorielle d’axe A et d’angle de mesure ¢ # 0[27].

Supposons que f posséde au moins un point fixe A, alors d’aprés_I> 2.8, 'ensemble des
points fixes de f est la droite affine A passant par A et de direction A ; soient M un point
de E, M' = f(M) et H la projection orthogonale de M sur la droite A, et soit P le plan
contenant M et orthogonal a A, alors H € P (H est en fait 'intersection du plan P et de

—_ = o — _ = - —
la droite A) d'oat HM € P et HM' = f(H)f(M) = f(HM) donc HM' € P = f(P) et

. . % é . .
ainsi M' € P, HM = HM' et mes(HM ,HM') = ¢; de plus la restriction de f au plan
P n’est autre que la rotation de centre H et d’angle de mesure .

Supposons maintenant que f ne posséde aucun point fixe; considérons un point M de F,
M'" = f(M) et posons g =t (if’ %lors g(M) =t (M') = M et ainsi g posséde
un point fixe; de plus g = Idy o f = f donc, d’apres le cas précédent, g est la rotation
d’axe A, la droite passant par le point M et de direction K, et d’angle de mesure ¢:
g=r(Ayp). On adonc f =tmor(Ayp).

Soit P le plan contenant M et orthogonal & A, alors le point N de P, projection ortho-
gonale de M’ sur P, est tel qu’on ait la décomposition
— -y —
MM' = MN + NM'
. — — =
dans la somme directe orthogonale £ = P & A, alors

bonr = tary © tvar = tyar © tarw

d’ou

f = tW @) tm e} ’I"(A,QO)
Notons h =ty 07(A,p) et montrons que h est une rotatii)n d’aingle de mesure ¢ et d’axe
une droite A’ paralléle & A: on a de maniére évidente h = f, considérons maintenant
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dans le plan P la rotation r(M,p) de centre M et d’angle de mesure ¢ ; d’aprés I 2.4, on
a tyy o T(M,p) = 7(K,p) pour un certain point K de P; si on note Ky = r(M,p)(K),
on a alors Ky € P et ty5(K1) = tyy o (M) (K) = r(K,0)(K) = K, de plus la
rotation r(M,p) n’est autre que la restriction au plan P de la rotation r(A,p), donc

Ky = r(Ap)(K), dou tym o r(Ap)(K) = ty7(K1) = K ie h(K) = K: on en déduit

aussitot que h est la rotation d’angle de mesure ¢ et d’axe la droite A’ paralléle & A
passant par K.

—_—
Donc f =t or(A',p) = r(A,p) ot ot le vecteur de translation NM’ est parallele

a la droite A’.
Unicité :
L’angle de f est celui de la rotation vectorielle f donc est défini de maniére unique.

ﬁ
Supposons qu’il existe deux droites A; et A, de direction A et deux vecteurs Uy et us de
é
A tels que

[ =tgor(ALp) =tz or(Asp)

alors on a

donc pour tout point M de As, on a

ta—m o T(ALp) (M) = r(Agp) (M) = M

ui

ou encore, en posant M; = r(Ay,p)(M),

t—>_u—’(M1) — M

ul 2
—_— - -, = P —_— — L _
donc MiM = uj — us € A ; or par définition de My, on a MiM LA d’ou MiM = 0 et
ainsi uy = uy, d’ott 7(A1,p) = r(Ag,p) et par conséquent A; = Ay.

2.8 Théoréme

Soit f un antidéplacement de E, alors f € O~ (ﬁ) donc on a deux cas:

— — —
ler cas: ker(f — Id) est un plan P, alors f est la symétrie orthogonale par rapport au

ﬁ
plan P et on a:

x si f posséde au moins un point fixe, alors ’ensemble des points fixes de f est un plan
H
P de direction P et f est la réflexion sp de plan P.

—
* si f ne posséde aucun point fixe, alors il existe un unique plan P de direction P et un
H
unique vecteur 4 € P telle que

fZSPOtﬁ:tﬁOSp
on dit que f est la symétrie glissante de plan P et de vecteur u.
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f(M)

2¢me cas: ker(f — Id—) = {0} et on a:

* si f # —Id alors ker( f + Id) est une droite A et il existe une unique droite A de

—

direction A, un unique plan P orthogonal & A et un unique angle de mesure ¢ mesuré
H

dans le plan P orienté par le choix d’un vecteur directeur de A, tels que

f=spor(Ap) =r(Ap) osp

on dit que f est la réflexion-rotation de plan P, d’axe A et d’angle de mesure ¢.
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¢
f(M)
% si f = —Idy, alors f posséde un unique point fixe A et f est la symétrie centrale de

centre A ; de plus on peut voir f comme une réflexion-rotation mais il n’y a pas unicité
du plan et de la droite: pour tout plan P contenant A et toute droite A contenant A et
orthogonale & P, on a f = spor(A,m) =r(Am) o sp.
Preuve:
= — —

L’endomorphisme f € O~ (E') donc il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de f est de la forme

-1 0 0

A = 0 cosp —singp
0 sing cosp

ler cas: ¢ = 0[27], alors

-1 00
A = 0 10
0 01
et on est dans le cas ou ker( f — Id+) est un plan ]_5, f est alors la symétrie orthogonale

ﬁ
par rapport au plan P :

x 81 f posséde au moins un point fixe A , alors ’ensemble des points fixes de f est le plan

P passant par A et de direction ?; considérons sp la réflexion de plan P: on a alors
sp=fet f(A) = A=sp(A) donc f = sp d’aprés [ 2.2.

* si f ne posséde aucun point fixe, considérons un point M de E, M" = f(M) et posons
g =ty o f, alors g(M) = t——(M') = M et ainsi g posséde un point fixe; de plus
g = Idg o [ = f donc, d’aprés le cas précédent, g est la réflexion de plan P ou P est le
plan passant par M et de direction T’), et ainsi

f:tWOSP.
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— —
Considérons la droite A = P+, alors le point N de P projection orthogonale de M’ sur
P est tel qu’on ait la décomposition

S — —
MM' = MN + NM'
— —  —
dans la somme directe orthogonale £ = P & A, alors

bonr = tarn © tyar

d’ou
f = tm [e] tW o Sp
Notons h = <37 ©Sp et montrons que h est une réflexion ; on a de maniére évidente h= 5p,
considérons alors le plan P’ paralléle & P passant par le point 2 milieu de [N,M']: on a
. . — — — — —
sp(2) = Qp ou € est le point de F vérifiant Q€ = 2QN = M'N donc ;92 = NM' d’ou

h(§2) = t557(€1) = Q et ainsi h est la réflexion de plan P'; on en déduit

[ =tgosp =sp oty

onue P =P.
Unicité :
5e . . . =4 — —
Supposons qu’il existe deux plans P, et P, de direction P et deux vecteurs u; et us de
H
P tels que
f=tgzosp =tgzosp,
alors on a
bz © SPL = Sp,

donc pour tout point M de P,, on a
ta-w 0 sp (M) = sp(M) = M
ou encore, en posant M; = sp, (M),

to—m(My) = M
— - — e —_ = . .
donc MiM = uj — us € P ; or par définition de My, on a MM L P dou MiM = 0 et
. — — s s .
ainsi u; = ug, d'oll sp, = sp, et par conséquent P, = Ps.

2¢me cas: ¢ # 0[27], alors on constate que ker(f — Id+) = {0}.

—

g —
* si f # —Id, on voit facilement que ker(f + Id3) est une droite A ; alors si on note
— — — —

P = At §la symétrie orthogonale par rapport au plan P et 7 la rotation d’axe A et

d’angle de mesure ¢, on a aussitot
f=5FoF=Fo8
D’autre part, 1 n’est pas valeur propre de f donc f posséde un unique point fixe A:
ﬁ
considérons alors le plan affine P passant par A de direction P, la droite affine A passant
ﬁ
par A de direction A et g = r(A,p)osp; comme PLA onag=r(A,p)osp = spor(A,p),
_— —

de plus A € PN A donc g(A) = A= f(A) et §=r(A,p)osp =705= f, donc f = g est
une réflexion-rotation.
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Unicité :

L’angle de la réflexion-rotation f est celui de la rotation vectorielle 7 donc est défini de
maniére unique.

Supposons qu’il existe deux droites A; et A, de direction A et deux plans P, et Py
orthogonaux & A; et Ay (donc paralléles) tels que

f =S5p © T<A17S0> =Sp, © T(A%@)

alors Py N A1 est réduit & un point A; et P,N Ay est réduit & un point A, ; ces deux points
Aj et Ay sont des points fixes de f d’out A} = A = A, on en déduit aussitdot que Ay = Ay
et P1 = PQ.

alors f posséde un unique point fixe A puisque 1 n’est pas valeur propre

de f, et pour tout point M de F on a

Af(M) = f(A)f(M) = f(AM) = —AM

donc f est la symétrie centrale de centre A ; de plus on voit facilement que pour tout plan
P contenant A et toute droite A contenant A et orthogonale a P, on a

f=spor(Am) =r(Am)osp

f est donc une réflexion-rotation d’angle de mesure 7[27] mais dans ce cas il n’y a pas
unicité du plan et de la droite.

O

2.9 Etude pratique d’une isométrie de F

- = =

On considére une application affine f de E exprimée dans un repére orthonormé (O,i,7,k)
de E de la maniére suivante

X a X
foly |— b ]|+A|l vy
z C z

alors f est une isométrie si et seulement si son application linéaire associée f est un
H

endomorphisme orthogonal de E, i.e si et seulement si la matrice A est orthogonale

puisque la base (4,7,k) est orthonormée; si *AA = I, f est donc une isométrie et on étudie

alors ker(A —1I):
- s
a) Si dimker(A—1I) = 3, alors f = Id et f est la translation de vecteur O f(O) = (a,b,c).

b) Si dimker(A — I) = 2, alors f est la symétrie vectorielle orthogonale par rapport
au plan P = ker(A — I) et f est une symétrie glissante de plan P dirigé par P et de
vecteur u € _P>; pour déterminer le plan P il suffit de connaitre un point de ce plan, or
pour tout point M de E, on voit facilement grace au théoréme de Thales que le milieu du

b
segment [M, f(M)] appartient au plan P, en particulier le milieu Q2 = (g’§’g> de [O,f(O)]
appartient au plan P. D’autre part, pour tout point M de P on a f(M) = tz(M) donc
—_
7= Qf(Q).
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Remarque: si @ = 0, f est la réflexion de plan P.

c¢) Si dimker(A — I) = 1, alors f est une rotation vectorielle et en prenant €; un vecteur
unitaire directeur de la droite ker(A — I), é& un vecteur unitaire orthogonal a €, et
€3 = €1 A €, la matrice de f dans la base orthonormée directe (€},e»,63) de R? est de la

forme
1 0 0

A'=1 0 cosp —sing ou ¢ # 0[27].
0 sinyp cose

f est alors un vissage d’axe A de direction A = ker(A — I) orienté par €; , d’angle de

— — 1 . oo . —
mesure ¢ calculé dans le plan P = A orienté par la base (€,€3), et de vecteur @ € A ;
il reste a calculer A, ¢ et u:

—

Calcul de ¢: cosp = %(tT(A) — 1) et sinyp = (f(€ez)]€3).

Calcul de @: pour tout point M de E, notons M; 'image de M par la rotation d’axe A
et d’angle de mesure ¢, alors on a:

Mf(M) = MM, + M, f(M) = MM, + 1
d’ou
N AT o=
(@M f(M)) = (er|M M) + ([ w)
or M et M sont dans un plan orthogonal & A donc (€1|MM;) = 0 et @ est colinéaire a €)
_— _—
donc il existe A € R tel que @ = Aéj, d’ou (€1|M f(M)) = A, en particulier A = (1|0 f(O)).
Calcul de A: les points M de A sont caractérisés par le fait que f(M) = tz(M), il suffit

_

donc de résoudre I'équation M f(M) = @ pour obtenir les équations de A.

Remarque: si @ = 0, f est la rotation d’axe A et d’angle de mesure ®.

d) Si dimker(A — I) = 0, alors on calcule ker(A + I) (et dans ce cas seulement!) qui est

nécessairement de dimension 1 sauf dans le cas particulier ot A = —1.
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é
Si A # —1, en prenant €; un vecteur unitaire directeur de la droite A = ker(A+1), € un

vecteur unitaire orthogonal & €7, et €5 = €] A €5, la matrice de f dans la base orthonormée
directe (€1,6,,63) de R3 est de la forme:

-1 0 0
A= 0 cosep —sing ou ¢ # 0[27].
0 singp cosep

Alors f est la réflexion-rotation d’axe A de direction A= ker(A + I) orienté par €7, de

S, L
plan P dirigé par P = A , et d’angle de mesure ¢ calculé dans le plan P orienté par la
base (€5,€3).

Calcul de p: cosp = (tr(A) + 1) et sinp = (f(é2)|€).
Calcul de A et P:on connait la direction de A et P, de plus A et P se coupent en I'unique

point fixe © de f, il suffit donc de résoudre I'équation f(M) = M pour calculer le point
Q2 et ainsi déterminer P et A.

2.10 Exemples

a) soit f l’application affine de F dans F définie dans un repére orthonormé (O,f,j,E) de
E par

x 1 010 x
f*ly]—10]+]1001 Y
z 1 1 00 z
On vérifie facilement que la matrice
010
A= 0 0 1
1 00
est orthogonale, donc f est une isométrie.
1
On calcule ker(A — I): ¢’est une droite engendrée par le vecteur unitaire €; = —(1,1,1)

V3

donc f est un vissage d’axe une droite A dirigée par €1, d’angle de mesure ¢ et de vecteur

1
i = Aéj. Choisissons un vecteur unitaire € orthogonal & €7, par exemple €5 = ﬁ(l’ —1,0)
et posons €3 = €; A €y = —6(1,1, —2); alors la matrice A’ de f dans la base orthonormée

directe (€1,6,,63) de R3 est de la forme

1 0 0
A'=1 0 cosp —singp
0 sinp cose
o 1
d’ou 1+ 2cosp = tr(A’) = tr(A) =0 et ainsi cos p = —5i
3 2 L
de plus sinp = (f(éy)|€3) = —g donc ¢ = §[27r] dans le plan P =2 orienté par la

base (€5,€3).

2
donc 4 = =(1,1,1)

- o 4, 2
D’autre part, © = Aéj ou A = (61|00 f(0)) = % 3



: : i - :
Enfin les points M de I'axe A sont caractérisés par M f(M) = i, d'ot A est la droite
1 2

dirigée par €] passant par le point A = (5,0,5).
b) soit f 1" application affine de E dans E définie dans un repére orthonormé (O,Z,j,/g) de
E par

T 1 1 2 2 1 T
flyl—\|2]1+=|2 -1 =2 Y
p 1 3\ 1 22 2 2

On vérifie facilement que la matrice

(22 1
A=-|2 -1 -2
3\ 22 o

est orthogonale, donc f est une isométrie.

On calcule ker(A —TI): ¢’est un plan P d’équation x —2y — 2z = 0 donc f est une symétrie
glissante de plan P de direction P et de vecteur @ € ?; le point Q = (5,1,5) milieu de
[0,£(0)] appartient & P, donc P est le plan affine d’équation x — 2y — z = —2, de plus

—

- 1
pour tout point M de P, = M f(M), donc u© = Qf(Q) = 5(4,2,1).

c) soit f 1" application affine de E' dans E définie dans un repére orthonormé (O,f,j,%) de
E par

T 1 1 -1 =2 2 x
f:ly|]—1 0]+ 3 2 =2 -1 Y
z 1 -2 -1 =2 Z
On vérifie facilement que la matrice
1 -1 -2 2
A=— 2 -2 -1
3\ 2 1 9

est orthogonale, donc f est une isométrie.
On constate que ker(A — I) = {0} donc f est une réflexion-rotation; on calcule donc

ker(A-+1I): c’est une droite A dirigée par le vecteur unitaire €; = —(0,1,1). Choisissons

V2

1
un vecteur unitaire €5 orthogonal & €7, par exemple €5 = E(O,l, — 1) et posons

é3 = €1\éy = (—1,0,0) ; alors la matrice A’ de fdans la base orthonormée directe (€7,65,€3)

de R3 est de la forme:
—1 0 0

A= 0 cosep —sing
0 singp cosep

) 1
d'ou —1+2cosp =tr(A") =tr(A) = —3 et ainsi cosp = —3
2v/2
de plus sinp = (f(ez)|e3) = T\/_
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Déterminons 1'unique point fixe 2 de f: on résout 'équation f(M) = M et on trouve

3 11
Q=(-,—=,-).
(4’ 4’4)
1
Donc f est la réflexion-rotation d’axe la droite A dirigée par ) = 5(0,1,1) et passant par
. 3 11 . 3 11
le point Q = (Z’ — Z’Z)’ de plan P orthogonal & A et passant par le point Q = (Z’ — Z’Z)

H
i.e le plan d’équation y + z = 0, et d’angle de mesure ¢ mesuré dans le plan P orienté

22

par la base (€,€3) défini par cos¢ = ~3 et sinyp = =

3 Etude géométrique
3.1 Composée de deux réflexions

Soient P; et P, deux plans distincts de E et soient s; et s9 les réflexions de plans respectifs
P1 et PQ.

ler cas: P //P;: alors spos; est la translation de vecteur 24 ot @ est un vecteur orthogonal
aux deux plans Py et P, tel que tz(P;) = Ps; réciproquement, toute translation de vecteur
U peut s’écrire comme composée de deux réflexions s, o s; ot P; est un plan quelconque

orthogonal a U’ et ou P, est le plan paralléle a P;, image de P; par la translation de vecteur
1

—.

2

2¢éme cas: P N Py, = A: alors sp 0 51 est la rotation d’axe A et d’angle 2(Py,P;) ; réci-
proquement toute rotation d’axe A et d’angle o peut s’écrire comme composée de deux

réflexions s5 0 51 ol P; est un plan quelconque contenant A et ot P est le plan contenant
1

A tel que (?1;?2) =5
Preuve: soit M un point de F: M+ M, 225 M’

ler cas: Py//Py: soit O; (resp. Oz) la projection orthogonale de M sur P; (resp. P,), alors
MM, = 20,M; et MiM'" = 2M;0,, d’ott MM' = 20,0,. Ainsi s, o s; est la translation
de vecteur 2u o u désigne “I’écart” entre les deux plans P; et Ps.

M M, f(M)

2¢éme cas: PN P, = A considérons P le plan passant par M et orthogonal a A,
Dy =P NPet Dy=P,NP, et soit H la projection orthogonale de M sur A (alors H
est I'intersection de P et A); comme M; = s1(M), le plan P; est le plan médiateur de M

37



et My, donc la droite (M M) est orthogonale a A, d’ou M; € P et il est clair que M; est
I'image de M par la symétrie axiale d’axe D; dans le plan P, de méme M’ € P et M’ est
I'image de M; par la symétrie axiale d’axe Dy dans le plan P: donc M’ est I'image de M

par la rotation de centre H et d’angle 2(1)/1,32) = 2(P/1,?2), donc s, 0 57 est la rotation

d’axe A et d’angle 2(P;,P,).

3.2 Théoréme

Soient P; et P, deux plans distincts de E et soient s; et sg les réflexions de plans respectifs
Py et Py; soit P un plan orthogonal a Py et P, (si Py n’est pas paralléle & P, P est donc
orthogonal a la droite A = P, N P,). Notons Dy = PLN P, Dy = P,N P et 01, 03 les
retournements d’axes respectifs Dy et D5, alors

S§9 081 = 0900].

Preuve:

On distingue deux cas selon que les plans P; et P, sont paralléles ou pas:
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lercas: PPN P, =A

I

I

I

|

i

I

I
7

A

|

I

I

I

I

I

Il

Soient M un point de E, M; = o1(M) et M' = oy(M;); considérons m, my, et m' les
projections orthogonales sur P de M, M et M’ respectivement, H; le milieu de [M,M;]
et Hy le milieu de [My,M']: Hy € Dy et Hy € Ds.

La projection orthogonale p sur P étant une application affine, p(H;) est le milieu de
[p(M),p(M,)] i.e de [m,m4], or Hy € P donc p(H;) = H; et ainsi H; est le milieu de
[m,m4], d’out

mM = mH1 + HlM = H1m1 + M1H1 = M1m1
de méme, on a
PV Y EY
Miymqy =m'M d'ot mM =m'M
De plus, la droite (mH;) est orthogonale & Dy, en effet si €] est un vecteur directeur de

Dy, on a
— — — — pra—— —
<mH1‘€1> = <mM|€1> —+ <MH1‘€1> =0

puisque ]\THl est orthogonal & D; par définition de o et mM est orthogonal & P donc a
D, € P. Comme H; est le milieu de [m,m;], on en déduit alors que m; = o1(m). De la
méme fagon on obtient m’' = o3(my), d’'ott m’ = g9 0 gy (m).

Or la restriction au plan P du retournement o (resp. o3) n’est autre que la symétrie
axiale de droite Dy (resp. Dy) donc oy o o1(m) est I'image de m par la rotation plane r
de centre O intersection de D; et Dy et d’angle 2(1?/1,32) = 2(P/1,E) ; considérons P’ le
plan orthogonal & A passant par M : comme P'//P et mM = TTM, on voit que M’ € P’
et ainsi M’ = p(M) ou p désigne la rotation d’axe A et d’angle 2(1)/1,32) = 2(P/1,?2) ie
p = 89051, donc M' = sy0s(M)=0900,(M): s508 = 0300].

26me cas: Py//P,: la démonstration est analogue au ler cas, a la différence que M’ se
déduit de M par la translation de vecteur 24 ou u est “I’écart” entre les deux droites D,
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et Dy du plan P donc est aussi “I’écart” entre les plans P et P, i.e M’ se déduit de M
par la composée s 0 s1.
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