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I SERIES NUMERIQUES

1. Séries - Somme d’une série
1.1 Définitions et proposition

On considére n éléments uq, uo, - - - ,u,, d’'un K-espace vectoriel £ ; on notera
n
Uy +ug+ - F Uy = E U
k=1

L’indice k est appelé indice de sommation et peut étre remplacé par une autre lettre
(autre que u et n) : il s’agit d’un indice dit “muet”.

On a la propriété de linéarité suivante : si uq, ug,- - - , Uy, V1, Vg, - - - , U, sont des éléments
de E et X et u des scalaires, on a

Z()\uk + ,uvk) = /\Zuk + ,quk.
k=1 k=1

k=1

D’autre part, on peut faire une “translation d’indices” dans une somme, i.e, si a est un
entier, en posant p =k +a, on a :

n n—a
E Up = E Uk+q-
p=1

k=1-a

1.2 Définitions

Soit (uy,)nen une suite de nombres réels ou complexes. On peut alors définir une autre
suite a partir de la suite (u,)nen en posant pour tout entier n € N

n
k=0

On appelle série numérique de terme général u,, et on note »  u, le couple ((u,)nen, (Sn)nen)-
Le nombre S, est appelé somme partielle d’ordre n de la série > u, et la suite (S,)nen
est appelée suite des sommes partielles de la série > u,,.

1.3 Définition

Si une suite (u,) de nombres réels ou complexes n’est définie qu’a partir du rang ng, on

n
peut considérer pour tout n > ngy la somme partielle S,, = Z uy, et définir ainsi la série
k=ng
((Un)n>ngs (SM)n>n,) que 'on notera Z Up,-
n>ng
Réciproquement, a la série Y u, et a l'entier ng, on peut associer la série Z Uy, dite

n>ng
série déduite de ) u, par troncature au rang no.



1.4 Définitions

Soit Y u, une série a termes réels ou complexes. On dit que la série ) u,, converge si la
n

suite des sommes partielles .S, = E ug converge, et qu’elle diverge si la suite des sommes

k=0
partielles diverge.

Lorsque la série > u, converge, on appelle somme de la série la limite de la suite des
sommes partielles et on note

lim S, = lim E uk—g Uy,
n—-+00 n—-+o00

Lorsque la série > u,, converge, on appelle reste d’ordre n de la série le nombre

SIED IS Iy

k=n-+1

qui converge alors vers 0.

On dit que deux séries sont de méme nature lorsqu’elles convergent toutes les deux ou
lorsqu’elles divergent toutes les deux. Une série et sa série déduite par troncature sont
ainsi de méme nature ; toutefois elles n’ont pas la méme somme.

1.5 Exemples

a) Soit a € C;lasérie )  a™, appelée série géométrique de raison a, converge si et seulement
si |a| < 1 et dans ce cas

+o0o . 1
> a" =1
n=0 —a
n 1 — n+1
En effet Sn:Zakzl—asia%let S, =n+1sia=1,dou le résultat.
—a

k=0

. 1 ) . .
b) La série E —, appelée série harmonique, diverge; en effet :
n
n>1

1 1 k+1 1
si k > 1, pour tout « € [k,k+ 1] on a — < T d’ou / — dr < —. En sommant ces
xr k X

inégalités on obtient alors

or

k1 q n+l g
/ —dl’:/ —dr=In(n+1)
koo T 1T

d’out



n
On en déduit que la suite des sommes partielles Z — tend vers 400 et ainsi la série

k=1
harmonique diverge.

- (=" : ~ (-D*
c¢) La série Z converge, en effet si S, ,on a

n>1 \/ﬁ k=1 \/E

1 1 1 1
Sopnio — Sop = — <0et Sopi1— S99 1=— + > 0.
MR ot 2 2t el T A1 Von
De plus

1
von+1

on en déduit que la suite (S3,),>1 est décroissante, la suite (So,41)n>1 est croissante et
la suite (Sop41 — Son)n>1 converge vers 0 : les suites (Sa9,)n>1 €t (S2n41)n>1 sont donc
adjacentes et par conséquent convergent vers la méme limite [, donc la suite (S,)n>1

_1)n
converge aussi vers [, i.e la série E (=1

n>1 \/ﬁ

52n+1 - SQn -

converge.

1.6 Procédé télescopique

Soit (v, )nen une suite a termes réels ou complexes et considérons wu,, = v, 41 — v,. La série
> u, converge si et seulement si la suite (vy,),eny converge et dans ce cas on a

—+00

E u, = lim v, — vg.
n—-+00o

n=0

Preuve :

n n
En effet, on a g up = g (Vg1 — Ug) = Upy1 — v d’ot le résultat.
k=0 k=0

1.7 Exemples

- 1 1 1 1
a) La série g —— converge; en effet, on a pour tout n > 1, — = — — .
“~—~ n(n+1) nn+1) n n+l

1
b) La série Z In <1 + —> diverge ; en effet, on a pour tout n > 1
n

In (1 + %) —In (n+ 1) = In(n +1) — In(n).

n




1.8 Proposition
Si la série ) u, converge, alors son terme général u,, tend vers 0.
Preuve :

n
En effet, si la série Y u, converge, la suite des sommes partielles S,, = g uj converge

k=0
vers une limite finie S'; alors on a

Uy =S, —Sp1 — S —9=0.

g

Remarque Cette condition nécessaire de convergence d’une série n’est pas suffisante : en

effet, la série harmonique diverge alors que son terme général — tend vers 0.
n

1.9 Proposition

Considérons deux séries a termes réels ou complexes > u, et > v, et A € R ou C non
nul.

a) Si les séries Y " u, et > v, convergent, alors la série » (u, + v,) converge et on a

+oo +oo +o0
Z(un +uy,) = Zun + Zvn.
n=0 n=0 n=0

Si I'une des deux séries converge et 'autre diverge, la série > (u, + v,) diverge.

b) Les deux séries Y u, et > (Au,) sont de méme nature et si » | u, converge, alors on a

+00 +00
Z()\un) = Z U,
n=0 n=0

Preuve : découle immédiatement des propriétés des limites de suites.

g

Remarque On ne peut rien dire de la série > (u, + vy,) si les deux séries > u, et > v,

1 1
divergent. En effet les deux séries E — et g (——) divergent alors que la série somme
n n

n>1 n>1

1 1
est la série nulle donc converge ; par contre, la série E (— + —) diverge.
n o n
n>1

1.10 Proposition

Soit > u, une série a termes réels ou complexes; on suppose que les séries > ug, et
> ugny1 convergent alors la série Y u,, converge et on a

+oo +oo “+o0o
E Up = E Ugy, + E U2p+1-
n=0 n=0 n=0

4



Preuve :

n
Notons S,, = g uy, alors on a :

k=0
2n n n—1
Vn € N, Son, = E U = E Ugp + E Upt1
k=0 p=0 p=0

et
2n+1 n

n
Vn €N, Sopq1 = Z U = ZUZp + Zu2p+1
k=0 p=0 p=0

n
or les séries Y ug, et > wug,i1 convergent donc T, = E ug, & une limite finie L et
p=0

n
V., = g Ugp+1 & une limite finie L'; on en déduit que

p=0

n—-+o0o n—-+o0o
et

n—-+00 +o0

Comme !’ensemble des nombres pairs et l’ensemble des nombres impairs forment une
partition de N, on en déduit que

lim S,=L+1L

n—-+o00

donc la série ) u,, converge et on a

—+00 —+00 —+00
E Up = E Ugp + E U2n+1-

2. Séries absolument convergentes
2.1 Critére de Cauchy
Soit > w, une série a termes réels ou complexes; la série > u,, converge si et seulement

S1
m
D

k=n

Ve>0, dNeN, VnnmeN, m>n>N —= <e.

Preuve :

n
Il suffit d’appliquer le critére de Cauchy a la suite des sommes partielles S,, = Zuk
k=0

puisque S,, — S,_1 = Zuk.
k=n



2.2 Définition

On dit qu'une série > u, a termes réels ou complexes converge absolument, ou est abso-
lument convergente, si la série & termes positifs > |u,| converge.

2.3 Théoréme

Soit > u, une série & termes réels ou complexes ; si la série > u,, est absolument conver-
gente, alors elle est convergente, de plus on a

+oo +o0
2 ta) < Dl
n=0 n=0

Preuve :

La série > |u,| étant convergente, elle vérifie le critére de Cauchy 2.1 : pour tout £ > 0,
il existe N € N tel que pour tous n et m € N |

m
m>n2N:>Z]uk]<€.

k=n

Or l'inégalité triangulaire nous donne

m m
T EDMT
k=n k=n

m
m>n>N— Zuk <e

k=n
et ainsi la série ) u,, converge, toujours d’aprés le critére de Cauchy.

D’autre part, on a également pour tout m € N

m m

> ur| <Dl

k=0 k=0

on obtient alors, quand m — +o0
+oo +o0o
> | < 3 Jul
k=0 k=0
O

Remarque Une série peut étre convergente sans étre absolument convergente ; par exemple

—1)"
on a vu en 1.5 que la série E (=1 converge mais la série E

1
n>1 \/ﬁ n>1 \/ﬁ

diverge puisqu’on a

"1 o dr
Vn > 1, —Z/ — =2(vVn+1—-1) — 400 quand n — +o0.
;\/E LV



3. Séries a termes positifs

3.1 Proposition
Soit > u, une série a termes réels positifs et considérons la suite des sommes partielles
n

S, = E uy, ; alors la suite (.S, )nen est croissante et la série ) | u,, converge si et seulement

k=0
si la suite (S, )nen est majorée. Dans ce cas, on a

+o00o
VneN, S, <Y .

k=0

Preuve :

Pour tout n € N on a S,41 — S, = u,1 > 0 donc la suite (S,),en est croissante : elle
converge donc si et seulement si elle est majorée. De plus dans ce cas, la limite de la suite
(Sn)nen majore tous les termes de la suite.

3.2 Proposition

Soient > u, et Y v, deux séries & termes réels vérifiant :

AN eNtelquen>N —=0<u, <wv,
alors
a) Si la série Y v, converge, la série )  u, converge.
b) Si la série > u, diverge, la série Y v, diverge.

Preuve : comme une série et sa série déduite par troncature au rang N sont de méme
nature, on fera la démonstration dans le cas N = 0.

n n
Posons, pour tout n € N, §,, = Z ug et T, = Z V. En sommant les inégalités 0 < u,, <

k=0 k=0
v, pour tout n € N, on obtient alors

vneN, 0S5, <T,.

Si la série Y v, converge, la suite (7}, ),en est majorée donc la suite (S, ),en également et
ainsi la série ) u,, converge d’aprés 3.1.

Si la série Y u, diverge, alors la suite (S, ),en n’est pas majorée et lim S,, = +oo donc
n—-4o0o

lim 7, = +oo également et ainsi la série ) v, diverge.
n—-+400



3.3 Proposition

Soient Y u, et > v, deux séries a termes réels vérifiant les deux conditions suivantes :
a) Il existe N € N tel que n > N = v, est de signe constant ;

b) u, ~ v, quand n — +4o0.

Alors les séries Y u, et Y v, sont de méme nature.

Preuve :

On peut supposer que la suite (v,) est a termes positifs & partir du rang N (sinon on
raisonne sur —uvy,) ;

De plus u,, ~ v, quand n — 400, donc il existe une suite (a,),eny convergeant vers 1
telle que pour n assez grand, u, = «a,v, et v, > 0. Comme lim «, = 1, il existe donc

n—-+0o00
Ny € N tel que

—_
w

n2N0=>§§an§§etvn20

d’ou

1
n2N0:>§vn§un§§vn.

les propositions 1.9 et 3.2 nous permettent alors de conclure.

g

1
Exemple Reprenons u,, = In <1 + —> pour tout n > 1 étudié dans 1.7 : on a u,, > 0 et
n

1 1

U, ~ — or la série harmonique diverge, donc la série E In (1 + —> diverge.

n n
n>1

Remarque

La proposition 3.3 n’est valable que pour les séries a termes de signe constant comme le
prouve le contre-exemple suivant :

(=" 1 (=n"

considérons u,, = + —et v, = pour tout n > 1; on a vu en 1.6 que la série
vnooon vn

> v, converge et que la série harmonique diverge, donc la série > u,, diverge d’aprés 1.9.

Cependant, on a pour tout n > 1

u (—13)”

214+
Un, 77/5

— 1 quand n — +o0

donc u,, ~ v, quand n — 4o00.



3.4 Proposition

Soit f une fonction continue, décroissante, positive sur un intervalle [N, +oo[ (N € N);
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) la série Z f(n) converge;

n>N
) la série Z / f(t) dt converge;
n>N
¢) la fonction F'(z / f(t) dt admet une limite finie en +oc.

Preuve :

a) = b) : comme f est décroissante sur [N, 400, on a pour tout n > N
Vi [+ 1], fin+1) < f(0) < f(n)

d’on

0§f@+D=/Mfm+Dﬁ§/Mf®ﬁ§/mfmwh#m)@)

donc, si la série Z f(n) converge, alors la série Z / ) dt converge d’aprés 3.2.

n>N n>N

b) = ¢) : supposons que la série Z / f(t) dt converge.
n>N
D’aprés la relation de Chasles on a

n

k+1
) d
i f(t) t/ f(t) F(n+1)

k=N

donc la suite (F(n + 1)),>n posséde une limite finie /. Or la fonction f étant positive
sur [N, +oo[, la fonction F' est croissante sur [N, +o0o| donc posséde une limite quand
r — +00 qui ne peut donc étre que /.

c) = a) : Si F(x) admet une limite finie I en +o00, alors la suite (F(n+1)),>n converge

vers [, i.e la série Z / ) dt converge. On en déduit alors que la série Z f(n+1)

n>N n>N

converge grace a I'encadrement (*), donc la série E f(n) converge également.
n>N



3.5 Proposition

Soient » u, et Y v, deux séries & termes réels strictement positifs. On suppose qu’il
existe ng € N tel que

Un+1 Un+1

n>ny=—

<
Un Un

alors on a
a) si la série Y v, converge, la série Y u, converge;

b) si la série ) u, diverge, la série > v, diverge.

Preuve :

On a pour tout n > ng — 1,

IN

IA

Ung+1 Ung+1

0<

<
Uny Ung

alors, en multipliant ces inégalités, on obtient pour tout n > ng,

U v
0 <2
Uy Uno

U
0<u, < (ﬂ) Up-
Ung

Il ne reste plus qu’a appliquer 3.2 pour obtenir la proposition.

1.e

3.6 Régle de d’Alembert

u
Soit > u, une série a termes réels strictement positifs telle que la suite ( ntl ) possede
Un neN

une limite [ € RT U {400}.
alors on a
a) si l <1, la série Y u, converge;

b)sil>1oul=1",lasérie > u, diverge.

10



Preuve :

Up+1 . .
"> — [ donc il existe

a) Sil < 1,il existe £ > 0 tel que a = [+ < 1; d’autre part, lim

n—-+4oo Up,

N € N tel que
u
n>N—1—-¢e< n+1§l+€:a.
U,
Posons v,, = a™, on a alors
u v
n>N=— 2 <q=24
Up, Un

Or a < 1 donc la série > v, converge, par conséquent la série Y u,, converge d’aprés 3.5.

b) Sil>1oul=1% il existe N € N tel que

1n+1

Un+1 >1=

n>N— .
Up, 1

Comme la série > 1™ diverge, la série Y u,, diverge, toujours d’apres 3.5.

0
Remarques
. . 1 1
a) On ne peut pas conclure si [ =1 : en effet si u,, = — ou v, = —— on a
n n(n+1)

. un+1 . , . 1 . L. 1

lim = 1. Mais la série — diverge alors que la série ———— converge.
n—+o0 Uy, Z n & q Z n(n+1) &

n>1 n>1

b) Une série > u, a termes réels strictement positifs peut converger sans que la suite

Up+1 . ..
- ait une limite.
Unp,

3.7 Régle de Cauchy

Soit ) u, une série & termes réels strictement positifs telle que la suite ({/u,,), .y Posséde
une limite [ € RT U {+o00}.

Alors on a
a) Sil <1, la série ) u, converge.

b) Sil>1oul=1", lasérie Y u, diverge.

Preuve :

a) Sil < 1, il existe ¢ > 0 tel que a = [ + ¢ < 1; d’autre part, lim <{/u, = [ donc il

I
ni+a3
existe N € N tel que
n>N=—=l—-c< Yu,<l+e=ua
d’ou
n>N—u, <a".

Or a < 1 donc la série > a™ converge, par conséquent la série > u,, converge d’aprés 3.2.

11



b) Sil>1oul=1% il existe N € N tel que
n>N— Yu,>1

et donc
n>N—u, >1.

Par conséquent, la suite (u,)n,en ne converge pas vers 0 : la série )  w,, diverge donc.
) €

O

Remarques
1
a) La régle de Cauchy ne permet pas de conclure quand [ = 1 : en effet si u, = —
n

1 1

n=——— lim {/u, = 1. Mais la séri — di 1 la séri
ou u W 1) ona lim J/u ais la série Z iverge alors que la série

n>1
1
———— converge.
; n(n+1)
b) On peut montrer que si »  u, est une série a termes réels strictement positifs telle que
u
lim —* = , alors lim {/u,, = [. Par conséquent si on se trouve dans le cas douteux

n—+00 Uy n—

[ =1 pour la régle de d’Alembert, il est inutile d’essayer la régle de Cauchy.

¢) Une série > u, & termes réels strictement positifs peut converger sans que la suite

({/uy,) ait une limite.

3.8 Séries de Riemann

On appelle série de Riemann toute série dont le terme général est de la forme u, = —

na
ou o € R.
La série de Riemann Z — converge si et seulement si o > 1.
nOZ

n>1

Preuve :
: L1 L. . L.
Si a <0, la suite — ne tend pas vers 0 donc la série de Riemann Z —diverge.
ne ne
n>1
1 : .
Si a > 0, considérons la fonction f(x) = — sur [1, 00| : elle est continue, décroissante
et positive et si on note F'(x / f(t) dt, on a
' .
F(a:)zl 81oz7életF():1nx81oz:1.
—«

par conséquent F(x) posséde une limite finie en 400 si et seulement si @ > 1 : on déduit

12



: : 1 : :
alors de 3.4 que la série de Riemann E - converge si et seulement si o > 1.
n
n>1

3.9 Régle de Riemann

Soit Y u, une série & termes réels strictement positifs et soit & € R. On suppose que
(n®uy,)n>1 posséde une limite [. Alors on a

. . . 1
a) Si [ est finie non nulle, les séries > u, et E — sont de méme nature.
n
n>1

b) Sil=0et a > 1, la série > u, converge.

c) Sil=+4o00eta<1,lasérie ) u, diverge.
Preuve : tout d’abord, remarquons que [ > 0 nécessairement.

[
a) Si [ est finie non nulle, alors u, ~ —; on déduit alors de 3.3 que les séries >, et
n

1

g — sont de méme nature.
n

n>1

b) Sil=0et a>1, pour e =1, il existe N; € N tel que

n> N, = n%u, <1
d’ou

n>N —u, < n—la
On déduit alors de 3.2 et 3.8 que la série ) u,, converge.
c) Sil=+4o00et a<1,il existe Ny € N tel que

n > Ny = n“u, > 1
d’ou
1
n> Ny — u, > —.
nO{

On déduit alors de 3.2 et 3.8 que la série ) u,, diverge.

Remarques

1 1
a) Sil =0 et a < 1, on ne peut pas conclure : avec a = 2 on a n“— — 0 et la série
n
1 1 1
g - diverge, alors que n®— — 0 et la série 5 —5 converge.
n>1 nz n>1 102

13



1
b) De méme on ne peut pas conclure si | = 400 et a« > 1 : avec a = pona n%— — 400
n

.. 1 .. o 1 . 1
et la série Z — diverge, alors que n®— — +o00 et la série Z — converge.
o1 nz n>1 12
Exemples
2 L . 2
a) Posons u, =e™™ :onau, >0et n*u, — 0 donc la série > e~ converge.
1 L. 1
b) Posons u,, = o pour tout n > 1 : on a u, > 0 et nu,, — +00 donc la série o
nn nn

diverge.
4. Séries semi-convergentes

4.1 Définition

On dit qu'une série & termes réels ou complexes est semi-convergente si et seulement si
elle est convergente sans étre absolument convergente.

4.2 Critére de Leibniz (dit des séries alternées)

Soit (uy)nen une suite réelle décroissante, tendant vers 0 (donc a termes positifs). Alors
la série (dite alternée) > (—1)"u,, est convergente, de plus on a la majoration du reste

suivante :
oo

D (—Dru,

k=n-+1

S Up+1-

n
Preuve : Soit S,, = g uy, la somme partielle de la série Y u,, on a alors
k=0

Vn €N, Sopto — Sop = Ugpyo — Uspyr < 0 et Soppr — Sopm1 = —Ugpy1 + Uy > 0.
Ainsi la suite (S,) est décroissante et la suite (Ss,41) est croissante. De plus on a
Vn € N, Sopi1 — S = —Ugps1

donc la suite (Sa,41 — S2,) tend vers 0. Les suites (Ss,) et (S2,41) sont donc adjacentes
et ainsi convergent toutes les deux vers une méme limite finie S. Par conséquent la suite
(Sn) converge vers S, i.e, la série Y u,, converge. De plus, on a

Vn € N, Sopi1 <8 < Songa = Song1 + Usnga

d’ou
VneN, 0<S =S40 < Ugpyo
de méme
Vn €N, S — tgpg1r = Sany1 <5 < Sop
d’ou

Vn € N7 —U2n+1 S S — SQn S 0.
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On en déduit que, pour tout entier n

“+o00

> (=DFu| =[5 = S| < tnr.

k=n+1

—1)"
Exemple La série Z u est semi-convergente.
n
n>1

4.3 Proposition

Soit ) u,, une série semi-convergente et soit » v, une série absolument convergente ; alors
la série > (u, + v,) est semi-convergente.

Preuve :

La série > v, étant absolument convergente est convergente, donc la série Y (u, +v,,) est
convergente. D’autre part, I'inégalité triangulaire nous donne :

Vn € N, |u,| < |uy 4+ vn| + |va]-

donc, si la série ) (u,+v,) était absolument convergente, la série ) | u,, le serait également :
par conséquent la série > (u, + v,) est semi-convergente.

g

Remarque La somme de deux séries semi-convergentes peut étre absolument conver-

: (=1)" (=t . .
gente : solent v, = —— et v, = T; les deux séries Zun et Zvn sont semi-

n
n>1 n>1
convergentes alors que leur somme est la série nulle donc est absolument convergente.

4.4 Critére d’Abel

Soit (vy,)nen une suite réelle décroissante tendant vers 0 et soit (wy,),eny une suite réelle
ou complexe vérifiant

M >0, Vn,m €N, m >n = |w, + wyy1 + -+ + wp| < M.

Alors la série Y v,w, converge et on a

“+oo

:E:?&ﬂuk f;AIUn.

k=n

15



Preuve :

La preuve repose sur ’écriture suivante, appelée transformation d’Abel :

kawk = Um (Z wk> + (Um_1 - Um) (Z_ wk> +---+ (Un - Un+1) (Z wk> .

k=n k=n k=n

On en déduit

m m m—1 n
kawk < [V Zwk + V-1 — U] Zwk + o oy = V| Zwk :
k=n k=n k=n k=n
d’ou
m
S vewe| < M (Jo] + [0t — ]+ + [U0 = vaa])
k=n

Or la suite (v, )nen décroit vers la limite 0 donc elle est a termes positifs et ainsi on a
U | + |[Vm—1 = V| 4+ U0 = Vng1| = U+ Vet — Ui - Uy = Vpg1 = U

d’ot

m
E Vi W

k=n

< Mv, (x).

De plus, la suite (v, ),en converge vers 0 i.e

Ve >0,3N €N, nZN:>O§Un§%
d’ou

m

E VWi

k=n

Ve >0,ANeN, m>n> N —= < e.

Le critére de Cauchy permet alors de conclure que la série Y v,w, converge. De plus en
faisant tendre m vers +oo dans l'inégalité (*) on obtient

+oo
E VW
k=n

< Mw,,

16



5. Produit de séries

5.1 Définition et théoréme

Soient Y u, et > v, deux séries a termes réels positifs convergentes. On pose pour tout

neN
n
Wy, = E URVUp—k
k=0

alors la série Y w, converge et on a
+o00 +o0 +o0
Y- (Su) (L)
n=>0 n=0 n=0
La série Y w, est appelée produit des séries > u, et Y v,.
n n
Preuve : Pour tout n € N, considérons les sommes partielles U,, = Zuk, V., = ka et

k=0 k=0

n
W, = Zwk. D’autre part, notons
k=0

L ={(p.q) eN*/ p+q<n}et J,={(p,q) eN*/p<netq<n}.

Il est clair que pour tout n € N, I,, C J,, C Iy,, donc, comme les séries > u, et Y _ v, sont
a termes positifs, on en déduit

Z Upg < Z Upg < Z Upyq

(p.9)Eln (p,9)€Jn (p,9)El2n

or
n n
5 ( ) (z) o
(p,q)E€Jn p=0 q=0
et
n n S n
(p,9)Eln s=0 \p+g=s 5=0 \p=0 s=0
d’otu

Vn € N, Wn S Unvn S WQTL (*)

Or les séries Y u, et Y v, sont & termes positifs et convergent donc les suites a termes po-
sitifs (Uy)nen et (Vi)nen sont majorées par conséquent la suite (U, V;,)nen est elle aussi ma-
jorée : on en déduit que la suite (croissante) (W, ),en converge i.e la série Y w, converge.
De plus, en faisant tendre n vers 400 dans (*), on obtient

(5 ()

n=0

17



5.2 Théoréme

Soient > wu, et > v, deux séries a termes réels ou complexes. Si > u, et Y v, sont
absolument convergentes, alors leur série produit »  w, est absolument convergente et on

a

—+o00 —+oco —+00

5 Wy, = g Up, g Up | -
Preuve :

Avec les notations de la preuve de 5.1, on a pour tout n € N

n
Jwnl <Y gl [oa—]
k=0

or les séries > u, et »_ v, sont absolument convergentes, on en déduit alors d’aprés 5.1
que la série produit des séries Y |u,| et > |v,| converge, donc que la série w, converge
absolument d’apres 3.2.

D’autre part, on a pour tout n € N

UV, — W, = Z Uplg — Z UpUg = Z UpUq

(p,9)EJn (p,9)€ln (p.@)€Jn—1In

d’on

UV = Wa| = Z UpVq| < Z |up||vg| = Z |up||vg| — Z |up vl

(@) €In—1In (p.@)€In—1In (p,9)EJIn (p,9)Eln
or
n n
S gl = (zw) (Zmr)
(p,q)€Jn p=0 q=0
et
n n S
S gl = ( > |up||vq|) s (z !upllvs_p|>
(p,9)Eln s=0 \p+g=s s=0 \p=0
d’on

0.V, — Wl < (Z \up|> (Z |vq|) - Z (Z |up||vs_p|>

p=0

mais le terme de droite tend vers 0 quand n tend vers +oo d’aprés 5.1 donc U,V,, — W,

également d’ou
+00 +o00 +00
e (5 54)
n=0 n=0

n=0
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Exemple

Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1; alors la série géométrique »_ 2™ converge
absolument : faisons le produit de cette série par elle-méme. Le coefficient de cette série
produit est donné par

n

w, = zn:zkz”_k = Zz” =(n+1)2".
k=0

k=0

Le théoréme 5.2 permet alors d’affirmer que la série > (n + 1)z" converge absolument et
que

+o0 . +o0 . 2 1
;(n—l—l)z :<;z> :—(1—2')2'
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II SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1.Convergence simple
1.1 Définition

Considérons une suite de fonctions (f,)neny définies sur un sous-ensemble I de R et a
valeurs dans R ou C et f une fonction définie sur I et a valeurs dans R ou C; on dit
que la suite (f,,)nen converge simplement vers f, ou que f est la limite simple de la suite
(fn)nen si et seulement si pour tout x € I, la suite numérique (f,(x))nen converge vers

f(x)
Veel VYe>0, IN,. e N, Vne N, n> N,. = |fu(x) — f(z)| <e.

Remarque : il est naturel de se demander si les propriétés des fonctions f,, se transmettent
a leur limite simple f ; 'exemple suivant montre que la limite simple de fonctions continues
n’est pas continue en général :

Exemple

Pour tout n € N, posons f,(z) = 2" pour = € [0, 1]; alors la limite simple f de la suite
(fn)nen est donnée par f(z) =0siz € [0,1] et f(1) =1 : ainsi la limite simple f n’est
pas continue sur [0, 1] alors que pour tout n € N, la fonction f,, lest.

1.2 Proposition

Soit (fy)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R
convergeant simplement vers f, alors on a :

a) Si les fonctions f,, sont positives sur I a partir d’un certain rang, f est positive sur [ ;

b) Si les fonctions f,, sont croissantes (resp. décroissantes) sur I a partir d’un certain rang,
f est croissante (resp. décroissante) sur /.

Preuve : La preuve repose sur la conservation des inégalités larges par passage a la limite.

g

2.Convergence uniforme
2.1 Norme infinie

Considérons une fonction f définie sur un sous-ensemble I de R et & valeurs dans R ou
C; on suppose que f est bornée sur [ i.e

M >0 tel que Vx € I, |f(z)| < M.

Alors la fonction |f| est majorée donc admet une borne supérieure que 1’on note || f||« et
que 'on appelle norme infinie de f :

1fllec = sup [ f(z)].
zel
Par définition de la borne supérieure on a alors :
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a) Ve e I, [f(@)] < |[[fllo
b) Si M est une constante telle que Vo € I, |f(z)| < M, alors ||f||cc < M.

Si f n’est pas bornée sur I, on pose || f||o = +00.

2.2 Proposition

La norme infinie est effectivement une norme sur ’ensemble B des fonctions bornées de [
dans R (resp. C), i.e elle vérifie les 3 propriétés suivantes :

a) Vf € B, [|fllo =0+ f=0;

b) Vf € B,YA€R (ou C), [Afllco = [Alll flloo
c)Vfet g€ B |f + gllec <1l + llglloo-

De plus, on a

d) Vf et g € B, [ fgllsc < | fllocllglloo-

D’autre part, si f ou g n’est pas bornée sur I les propriétés a), b), c¢) et d) sont encore
vérifiées.
Preuve :

a) Soit f € B;si f = 01l est clair que ||f]|oc = 0; réciproquement si || f||l~ = 0, alors
Veel, |[f(x)] <||fllo=01eVxel, f(x) =0: f est donc la fonction nulle sur I.

b) Soit f € B; on a pour tout A € R (ou C) et pour tout = € [
[Af ()| = [Allf(2)]

d’out le résultat.

c¢) Soient f et g € B; on a pour tout x € I :

[(f+9)@)] = 1f(z) +g(z)| < [f(2)] +]g(x)] < [[fllee + 9]l

d’olt
1f + glloe < [[fllec + [9ll0o

par passage a la borne supérieure.

d) Soient f et g € B; on a pour tout z € I :

[(fg)(@)| = [f(@)g(x)] = [f(@)[lg(@)] < [[fllollgllo
d’ou
1f9llsc < [[fllscllglloo

par passage a la borne supérieure.
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2.3 Définition

Soit ( f,)nen une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et a valeurs dans
R ou C, et soit f une fonction définie sur I et a valeurs dans R ou C; on dit que la suite
(fn)nen converge uniformément vers f si et seulement si la suite numérique (|| fn— f||oo )nen
converge vers 0 i.e

Ve>0, INeNVzel, VneN, n> N = |f,(z) — f(z)| <e.

2.4 Proposition et définition

Soient (f,,)nen une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et a valeurs
dans R ou C et f une fonction définie sur I et a valeurs dans R ou C.

a) Soit J une partie non vide de [ : si la suite (f,,),en converge uniformément vers f, alors
la suite des restrictions a J des fonctions f, converge uniformément vers la restriction a
J de la fonction f : on dit que la suite (f,),en converge uniformément vers f sur J.

b) Soient I; et I, deux parties non vides de I ; si (f,)nen converge uniformément vers f
sur [ et sur Iy, alors (f,),en converge uniformément vers f sur Iy U .

On dira qu'une suite (f,)neny de fonctions définies sur un intervalle I de R converge
uniformément localement sur [ si elle converge uniformément sur tout segment contenu
dans [.

Preuve :

a) provient de l'inégalité

sup | fu(2) — f(2)] < sup|fu(z) — f(2)].

zeJ zel

b) provient de 'égalité

sup [ fn(2) — f(z)| = max (Sup () = f(@)], sup | fu(z) - f(:v)l) :

el Ul zel z€ls

2.5 Proposition

Soit (f)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans R ou
C et soit f une fonction définie sur I et a valeurs dans R ou C telles que la suite (f,,)nen
converge uniformément vers f sur [; alors la suite (f,),en converge simplement vers f
sur I.

Exemple

Posons pour tout n € N, f,(z) = 2™ pour = € [0,1]; alors la limite simple f de la suite
(fru)nen est donnée par f(x) = 0siz € [0, 1] et f(1) = 1. Si (fn)nen converge uniformément
sur [0, 1], ce ne peut étre que vers sa limite simple f d’aprés 2.5, étudions donc la suite

numeérique (||fn — f|loo)nen :
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six €0,1], |fu(z) — f(z)| = 2™ et | f(1) — f(1)] = 0 donc

[fn = flleo = Sup]lfn(x)—f(xﬂ:l: sup [fo(2) = f(2)] = sup 2" =1

z€(0,1 z€[0,1] z€[0,1]

et ainsi la suite (f,)nen ne converge pas uniformément sur [0, 1], ni sur [0, 1].

Par contre si on fixe a € [0, 1[, alors

sup |fu(z) = f(2)] = " — 0

z€[0,a]
et ainsi la suite (f,,)nen converge uniformément sur [0, a] : on constate donc que la conver-
gence uniforme locale sur [0, 1] n’entraine pas la convergence uniforme sur [0, 1].
I1 n’est pas toujours possible de calculer explicitement || f,, — f|l« comme on vient de le
faire, d’ou l'utilité de la proposition suivante :
2.6 Proposition

La suite (f,,)nen converge uniformément sur [ si et seulement si il existe une suite réelle
(an)nen convergeant vers 0 telle que

Ve e [,Vn e N, |fu(z) — f(2)] < ay.

Preuve :
Si (fn)nen converge uniformément sur I, il suffit de prendre a,, = || fr — f||co-

Réciproquement, s'il existe une suite réelle (a,),en convergeant vers 0 telle que
Ve e [,Vn €N, |fu(z) — f(2)] < ay
alors on en déduit

VneN, ||fo— flloo < an

et ainsi || f, — f|lee — 0.

2.7 Proposition

Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et & valeurs dans
R ou C et soit f une fonction définie sur I et & valeurs dans R ou C; s’il existe une suite
(Zn)nen de points de I telle que la suite numérique (f,(z,) — f(2n))nen ne converge pas
vers 0, alors la suite (f,,)nen ne converge pas uniformément vers f sur I.

Preuve :

En effet, on a

Vn €N, |fu(@n) = f(@n)] < I1fa = fllo-
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Alors si (fy,)nen converge uniformément vers f sur 7 on a || f,, — f|lec — 0; on en déduit
alors | f(z,,)— f(x,)] — 0 ce qui est absurde ; donc ( f,,),en ne converge pas uniformément
vers f sur [.

2.8 Proposition

Soient (f,)nen €t (gn)nen deux suites de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et
a valeurs dans R ou C de limites uniformes respectives f et g; alors la suite (f,, + gn)nen
converge uniformément vers f + g et si A est un scalaire, la suite (\f,)n,en converge
uniformément vers Af.

Preuve :

en effet on a d’aprés 2.2

1(fn+9n) = (f + 9lloo < N1fn = fllso + llgn — 9l

et
A2 = Aflloo = A fu = Flloo-

2.9 Critére de Cauchy de convergence uniforme
Soit ( f,)nen une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et a valeurs dans

R ou C; alors la suite (f,,)nen converge uniformément si et seulement si on a :

Ve >0, AN eN, VmneN m>n>N = |f, — fulle <&

Preuve :

Supposons le critére de Cauchy vérifié, alors on en déduit que pour tout £ > 0 il existe
N € N tel que
€

Vo eI, Vm,n € N, m>nZN:|fn(x)—fm(9c)|§||fn—fm||oo<2

(%)

par conséquent pour tout z € I, la suite numérique (f,(x)),en est une suite de Cau-
chy donc converge vers une limite que 'on notera f(x). Ainsi la suite (f,)n,en converge
simplement vers f sur I. Or si on fait tendre m vers +00 dans (%) on obtient

Veel, VneN, n>N = |f.(z) — f(z)| <= <e¢

%)
€
2
et ainsi (f,)nen converge uniformément vers f sur I.
Réciproquement, si (f,,)nen converge uniformément vers f sur I, alors
5
Ve >0,AN eN,VneN, n> N — ||fn—f||oo<§.
Alors I'inégalité triangulaire nous donne

19 g
m>n2N:||fn_fm“00<||fn_f||oo+||f_fm||oo<§+§:€
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et le critére de Cauchy de convergence uniforme est vérifié.

3 Propriétés des limites uniformes de suites de fonctions

3.1 Théoréme

Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et & valeurs dans
R ou C de limite uniforme f sur I. Alors la fonction f est bornée sur [ si et seulement si
il existe NV € N tel que pour tout n > N, la fonction f, est bornée sur I.

Preuve :

La suite (f,)nen converge uniformément vers f sur I, donc pour € = 1, il existe N; € N
tel que
n>N = ||fn— fllo < 1.

Supposons qu’il existe Ny € N tel que les fonctions f,, soient bornées sur I pour tout
n > Ny, alors pour m = max(Ny, N;), on a

[flloo < N1F = Frnlloo + [ fimlloe < T4 [ fmlloo

et ainsi f est bornée sur I.

Réciproquement, si f est bornée sur I, on a pour tout n > Ny,

[fallo < 1fn = Flloo + 1 flloc <141l

et ainsi les fonctions f,, sont bornées sur I pour tout n > Nj.

3.2 Théoréme d’interversion des limites

Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur un intgrvalle I de R et & valeurs dans R
ou C de limite uniforme f sur I et soit a un point de I.

On suppose que pour tout n € N, la fonction f,(z) admet une limite finie u, quand x
tend vers a. Alors la suite numérique (u,),eny admet une limite finie [ et la fonction f(x)
admet [ pour limite quand z tend vers a, i.e

lim (nm fn(x)> - 1im< lim fn(x)).

n—+oo \r—a r—a \ n—-+o00

Preuve :

Montrons que la suite (u,)nen est une suite de Cauchy : puisque la suite (f,,)nen converge
uniformément sur I, on a d’apres le critére de Cauchy uniforme

Ve >0,AN e N, Vm,ne N, m >n > N = Vr € [, |fn(x)—fm(x)|<%
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alors en faisant tendre x vers a, on obtient
€
m>n2N:>|un—um|§§<5
et ainsi (u,)nen est une suite de Cauchy donc posséde une limite finie [. Montrons que

f(z) tend I quand x tend vers a :

Considérons € > 0; comme (f,,)nen converge uniformément vers f sur I, il existe Ny € N
tel que

n>N =Vrel, [fux) - fz)] < %
de plus (u,)nen converge vers [ donc il existe Ny € N tel que
€
3

Posons alors N = max (N, N») : comme fn(z) tend vers uy quand z tend vers a, il existe
donc un voisinage V de a dans [ tel que

n> Ny = |u, 1| <

Vo €V, |fn(z) — uy| < %

On obtient alors
e € €

Vo €V, [l = f(2) < [l = un| + Juy — fv(@)| + [ fx(2) = fl@)l < g+ 5+ 5 =¢

et ainsi f(x) tend vers [ quand x tend vers a.

3.3 Théoréme

a) Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans
R ou C convergeant uniformément vers une fonction f sur I et soit zy un point de [ ; si
fn est continue en zy pour n assez grand, alors f est continue en x.

b) Soit ( f,)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans R
ou C convergeant uniformément localement vers une fonction f sur I; si f,, est continue
sur I pour n assez grand, alors f est continue sur /.

Preuve :

a) On applique le théoréme 3.2 pour a = xy :

li li n = li li n )
s (;f;gf <f>) M (niffoof <x>)

or la suite (f,,)nen converge uniformément donc simplement vers f sur I, et pour tout n,
fn est continue en zy d’ou

lim fy(zo) = lim f(x)

n—-+o0o T—T0
e
f(wo) = lim f(x)

T—x0

donc f est continue en xg.
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b) Si (fy)nen converge uniformément localement vers une fonction f sur I, alors pour tout
x € I, on considére un segment I, de I contenant z et on applique a) : la suite (f,)nen
converge uniformément sur I, et les fonctions f,, sont continues en x donc f est continue
en x. Donc f est continue sur I.

3.4 Théoréme

Soit (f)nen une suite de fonctions définies et continues sur un segment [a,b] de R et a
valeurs dans R ou C convergeant uniformément vers une fonction f sur [a, b] ; alors la suite

b
numérique ( / fo(2) dx) converge vers / f(z) dz, i.e on peut intervertir l'intégrale
a

Preuve :

b a
On suppose a < b (sinon on écrit / fn(z) do = —/ fn(z) dz). On a alors
a b

/abfn(x) dx—/abf(a:) dz E/ab|fn(x)—f(:z:)|dx

or on a pour tout x € [a,b], |fu(z) — f(2)| < ||fn — flloo, d’0t

z) dm—/abf(x) dx

Or || fn — flle tend vers 0 puisque la suite (f,,)nen converge uniformément vers f, d’ou

b b
nlirfw/a fn(2) dm:/a f(z) dx

b
(fn(z) = f(z)) dx

b
s/ 1o = Fllso dz = (0 — @)1 — I

3.5 Théoréme

Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans R
ou C; on suppose que les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout n € N, f,, est de classe C! sur [;

b) la suite des dérivées (f/)nen converge uniformément localement vers une fonction g sur
I;

¢) il existe un point a de I telle que la suite numérique (f,,(a)),en converge.

Alors la suite (f,,)nen converge uniformément localement sur I vers une fonction f qui est
de classe C! sur I et telle que f' = g.
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Preuve :

Notons [ la limite de la suite (f,,(a))nen €t posons pour tout = € [

f(x) :l+/wg(t) dt.

La fonction ¢ étant continue sur / comme limite uniforme des fonctions continues f), f
est dérivable sur [ et f' = g.

D’autre part, les fonctions f/ étant de classe C! sur I, on a pour tout = € I et tout n € N

ful@) = fula) + / Cp) dt

d’ou pour tout x € [

ful#) = f(@) = fula) — 1+ / ") — gl0)) dr.

Considérons maintenant deux éléments u et v de I tels que u < v et montrons que (f,,)nen
converge uniformément vers f sur [u,v] : pour tout x € [u,v] on a

[ 0 - gto) .
Or pour tout z € [u,v], x et a appartiennent a I'intervalle [, 5] on [a, §] désigne [u, v] si

u<a<w,[a,v]sia<uet|ualsia>wv, doi

o) = f(@)] < |fula) = 1| + & —al sup |f,(t) —g(D)].

t€o,f]

[fu(@) = f(@)| < [fala) = 1] +

Or, pour tout = € [u,v], on a |z —a| < M = max (|a — u|,|v — al, |v — u|) suivant que
a € [u,v] ou pas, d’out

sup [ fu(z) = f(2)] < [fala) = 1] + M sup |f(t) — g(1)]-

€ [u,v)] tela,f]

Or la suite (f])nen converge uniformément localement vers g sur I donc la suite
(sup |f(t) — g(t)|)nen converge vers 0; d’autre part la suite (|f,(a) — |)nen tend vers

t€la,B

0, on en déduit aussitot que la suite ( sup |fn(x) — f(z)])nen tend vers 0 i.e que la suite
T€[u,v]

(fn)nen converge uniformément vers f sur [u,v]. Donc (f,)nen converge uniformément
localement vers f sur I.
U

Remarque

Une limite uniforme de fonctions dérivables n’est pas dérivable en général : considérons

pour tout x € R et tout n > 1
by, 1
falz) =1/ —|——n2.

alors pour tout n > 1, f,, est dérivable sur R, mais la limite uniforme de la suite (f,,)nen
est la fonction f(z) = |z| qui n’est pas dérivable en 0.
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3.6 Théoréme

Soit (f)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans R
ou C et soit k un entier > 1; on suppose que les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout n € N, f, est de classe C* sur I;

b) la suite des dérivées k-iémes ( f,g ))neN converge uniformément localement vers une
fonction ¢ sur [ ;

c) il existe un point a de I telle que pour tout entier m € [0,k — 1], la suite numérique
(" (a))nen converge.

Alors la suite (f,,)nen converge uniformément localement sur I vers une fonction f qui est
de classe C* sur I et telle que f*) = g.

Preuve : récurrence sur k en utilisant 3.5.
4 Séries de fonctions

4.1 Définitions

Soit (uy,)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R
ou C; considérons la suite des sommes partielles (.S,,),en définie par

Veel, VneN, S,(z) = Zuk(m)
k=0

a) On dit que la série > u, converge simplement sur [ si pour tout = € I, la série
numérique »  u,(x) converge, i.e la suite des sommes partielles (S, (z)),en posséde une
limite finie.

b) On dit que la série Y u, converge absolument simplement sur I si pour tout = € I,
n

la série réelle > |u,(x)| converge, i.e la suite (T},(x)),en définie par T, (z) = Z lug ()|
k=0

posséde une limite finie.

¢) On dit que la série ) u,, converge uniformément sur [ si la suite des sommes partielles

(Sn)nen converge uniformément sur [ i.e, si S désigne la limite uniforme de (S,),en, la

suite ||.S, — S|« tend vers 0.

d) On dit que la série ) u, converge absolument uniformément sur I si la suite (7}, )nen
converge uniformément sur /.

e) On dit que la série ) u, converge normalement sur [ si la suite numérique »_ ||ty ||oo
converge.
4.2 Critére de Cauchy de convergence uniforme

Soit Y u, une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R ou
C; alors la série ) u, converge uniformément sur I si et seulement si

Ve >0,AN e N, Vm,neN, m>n>N —=Vr e I, <e.
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Preuve : il s’agit tout simplement d’écrire le critére de Cauchy uniforme 3.9 pour la suite

des sommes partielles S, (z) = Z ug(z).
k=0

4.3 Proposition

a) Une série de fonctions convergeant normalement sur un intervalle I de R converge
absolument uniformément sur I ;

b) une série »_ u, convergeant absolument uniformément sur I converge uniformément
sur I et absolument simplement sur [ ;

¢) une série Y u, convergeant uniformément sur I converge simplement sur [ ;
d) une série > u, convergeant absolument simplement sur I converge simplement sur 1.
Preuve :

a) Considérons une série de fonctions > u, () convergeant normalement sur un intervalle
I de R; on a pour tout = € I,

m m
> u@) < Y sl
k=n+1 k=n+1

alors, comme la série Y ||u,||o converge, on a d’aprés le critére de Cauchy des séries
numériques,

Ve>0,3NEN, VmneN, m>n>N= Y |lule<e¢
k=n+1

donc la série de fonctions > |u,(z)| vérifie le critére de Cauchy uniforme sur [ : la série
> uy,(x) converge donc absolument uniformément sur 1.

b) On a pour tout = € I,

Y w(@)| < Y fu(@)]

donc une série Y u,, convergeant absolument uniformément sur I converge uniformément
sur I par le critére de Cauchy uniforme. De plus la convergence uniforme entraine la
convergence simple.

c¢) La convergence uniforme entraine la convergence simple.

d) La convergence absolue d’une série numeérique entraine la convergence.

4.4 Proposition

Soit ) u,, une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans R ou C;
si la série Y u,, converge uniformément sur I, alors la suite (u,,),en converge uniformément
vers 0 sur [I.
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Preuve :

En effet si la série > u, converge uniformément sur I, la suite des sommes partielles
(Sn)nen converge uniformément vers une fonction S sur I et alors la suite u,, = S, — S,
converge uniformément vers S — .S = 0.

g

4.5 Critére de Weierstrass

Soit Y u, une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans R ou
C; on suppose qu’il existe une série réelle convergente > a,, telle que

Veel, VneN, |u,(z)| < ay

alors la série Y u,, converge normalement donc uniformément sur /.
Preuve :

On a par hypothése
Veel, YneN, |u,(z)| <a,

donc
Vn €N, |unlloo < an

on en déduit aussitot que la série > ||u,||o converge par les régles de comparaison des
série positives : ainsi la série ) u,, converge normalement donc uniformément sur /.

g

4.6 Critére d’Abel uniforme

Soit (vp)neny une suite décroissante de fonctions définies sur un intervalle I de R et a
valeurs dans R convergeant uniformément vers 0 sur I, et soit (wp)neny une suite de
fonctions définies sur I et a valeurs dans R ou C vérifiant

IM >0, Vn,m eN, m>n= Ve €, |w,(z) + wpr1(x) + - + wy(z)] < M.

Alors la série de fonctions Y v,w, converge uniformément sur /.
Preuve :

Appliquons le critére d’Abel aux séries numériques > v, (x)w,(z) pour tout z € I : on a
alors

+oo
Ve e I,Vn e N, Z vg(z)wi(z)]| < Mvpy(x)]
k=n+1
d’ou
+o0
Vn e N, | Y vp(@)wi(z)]| < Mlvai|o-
k=n+1
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Or la suite (v, )nen converge uniformément vers 0 sur I donc ||v,41]| tend vers 0 et ainsi
le reste de la série ) v,w, converge uniformément vers 0, i.e la série ) v,w, converge
uniformément.

i

4.7 Critére de Leibniz uniforme

Soit (vp)neny une suite décroissante de fonctions définies sur un intervalle I de R et a
valeurs dans R convergeant uniformément vers 0 sur [ ; alors la série alternée > (—1)"v,
converge uniformément sur 1.

Preuve :

11 suffit d’appliquer le critére d’Abel uniforme a la suite w,, = (—1)".

5 Propriétés des sommes de séries de fonctions
5.1 Théoréme

Soit Y u, une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans R ou
C convergeant uniformément localement sur I ; alors si les fonctions u,, sont continues sur
I pour tout n € N, la somme de la série > u, est une fonction continue sur /.

Preuve :

11 suffit d’appliquer le théoréme 3.3 a la suite des sommes partielles.

5.2 Théoréme

Soit > u, une série de fonctions définies continues sur un segment [a, b] et a valeurs dans

b
R ou C convergeant uniformément sur [a, b] ; alors la série numérique Z ( / U () dx>
a

f (/abun(:v) dx) =/ab (:izun(x)) dz.

n=0

converge et

Preuve :

Il suffit d’appliquer le théoréme 3.4 a la suite des sommes partielles.

5.3 Théoréme

Soit Y u, une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs dans R ou
C; on suppose que les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout n € N, u,, est de classe C! sur I;
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b) la série des dérivées > u!, converge uniformément localement sur [ ;
c) il existe un point a de I telle que la série numeérique ) u,(a) converge.

Alors la série Y u,, converge uniformément localement sur I, sa somme est une fonction
de classe O sur I et on peut “dériver terme & terme”

Vo el, (Z un(a:)> = Zu%(m)

Preuve :

11 suffit d’appliquer le théoréme 3.5 a la suite des sommes partielles.

5.4 Théoréme

Soit Y u, une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R ou
C et soit k un entier > 1; on suppose que les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout n € N, u,, est de classe C* sur [ ;
b) la série > ulh converge uniformément localement sur /;

¢) il existe un point a de I tel que pour tout entier j € [0,k — 1] la série numérique
Zu,(f)(a) converge.

Alors la série Y u,, converge uniformément localement sur I, sa somme est une fonction
de classe C* sur I et on peut “dériver terme & terme”

+oo (4) +oo
Vo e I,Vj €[0,k], (Z un(a:)> => uf(x).
n=0 n=0

Preuve :

Il suffit d’appliquer le théoréme 3.6 a la suite des sommes partielles.

34



ITI SERIES ENTIERES

1. Séries entiéres - Rayon de convergence
1.1 Définition

Soit (ay,)nen une suite de nombre complexes ; on appelle série entiére de coefficients (a, )nen
la série de fonctions ) f,,(x) définies sur C par

Vn e N,Vz € C, f.(x) = a,a™.

1.2 Lemme d’Abel

Soit ) a,x™ une série entiére et soit xp un nombre complexe tel que la suite (a,xf)nen
est bornée. Alors pour tout z € C tel que |z| < |zo|, la série numérique > a,z™ converge
absolument.

Preuve :

La suite (a,z{)nen étant bornée, il existe M > 0 tel que
Vn €N, |a,zg| < M.

Si 29 = 0, alors il n’existe aucun = € C tel que |z| < |xg|.

Si zg # 0, on a alors, pour tout x € C tel que |z| < |zo| et pour tout n € N

x|" x |"
lapa™| = |apag| | —| < M |—
Zo
T n
or |—| < 1 donc la série géométrique E — | converge ; on en déduit que la série ) a,z"
Zo Lo

converge absolument (théoréme de comparaison des séries positives).

1.3 Corollaire

Soit > a,z™ une série entiére et soit xy un nombre complexe tel que la série numérique
> a,xy converge; alors pour x € C tel que |z| < |z¢], la série numérique ) a,z™ converge
absolument.

Preuve :

En effet, comme la série ) a,xj converge, le terme général a,z{ tend vers 0 donc la suite
(anxl)nen est bornée : on applique alors le lemme d’Abel.
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1.4 Théoréme et définition

Soit Y a,z™ une série entiére ; alors ’ensemble
I ={r >0/ lasuite (a,7")nen est bornée }

est non vide : on appelle rayon de convergence de la série entiére »  a,z™ la borne supé-
rieure de I (qui est un élément de R™ U {+00}). De plus I est un intervalle de R dont la
borne inférieure est 0.

Preuve :

Considérons I = {r > 0 / la suite (a,r™)nen est bornée} : I # ) car il contient 0, donc
I admet une borne supérieure R € R U {+o0}. De plus pour tout r € I, et pour tout
r € [0,r], on a

Vn € N, |a,r"™| < |a,r"|

donc la suite (a,r™)nen est bornée également i.e ' € I : I est donc un intervalle de borne
inférieure 0.

1.5 Théoréme

Soit Y a,x™ une série entiére; alors le rayon de convergence R de la série entiére ) | a,x"
est I'unique élément de R™ U {400} vérifiant les deux conditions suivantes :

a) pour tout z € C tel que || < R, la série numérique »_ a,z" converge absolument ;

b) pour tout z € C tel que |z| > R, la série numérique ) a,z™ diverge.

On appelle disque de convergence de la série entiére »  a,z™ le disque ouvert de centre 0
et de rayon R, D(0,R) = {z € C / |z| < R}. Si on se limite a I’étude de la série entiére

> anz™ pour z réel , on appelle intervalle de convergence de la série entiére l'intervalle

ouvert | — R, R].
Preuve :
Soit R le rayon de convergence de la série entiére Y a,z"; montrons que R vérifie les

conditions a) et b) :

Soit x € C tel que |z| < R, alors il existe r > 0 tel que || <7 < R, or I est un intervalle
de borne inférieure 0 et de borne supérieure R donc r € I et ainsi la suite (a,7")nen est
bornée; or |z| < r, donc d’aprés le lemme d’Abel, la série > a,x" converge absolument.

Soit € C tel que |x| > R, alors || ¢ I donc la suite (a,|z|"),eny n'est pas bornée,
par conséquent la suite (a,x™),en ne tend pas vers 0 : on en déduit que la série > a,z"
diverge.

Réciproquement, soit R’ vérifiant les conditions a) et b) : montrons que R’ = R.

Considérons un réel r vérifiant 0 < r < R'; alors la série Y a,r™ converge, donc la suite
(@™ )nen tend vers 0 donc est bornée, ainsi r € I, on en déduit alors que [0, R'[C I, d’ou

R <R.
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Supposons R’ < R, alors il existe r1 et o tels que R < r; < ry < R; comme ry < R,
ro € I i.e la suite (a,r}),en est bornée : on en déduit alors que la série Y a,r} converge
absolument d’aprés le lemme d’Abel, ce qui est absurde puisque r; > R’ implique la
divergence de la série Y a,r}. Donc R = R'.

Remarques Soit ) a,2™ une série entiére de rayon de convergence R.
a) Si R =0, la série ) a,z™ ne converge que pour z = 0;
b) Si R = +o0, la série ) a,z" converge absolument pour tout z € C;

¢) on ne peut rien dire a priori du comportement de la série ) a,2" si |x| = R : on verra
dans la suite des exemples pour lesquels la série converge en tout point du bord du disque
de convergence, d’autres pour lesquels la série diverge en tout point du bord du disque de
convergence et enfin d’autres pour lesquels la série converge seulement en certains points
du bord du disque de convergence ;

d) La série entiére Y |a,|z™ a pour rayon de convergence R.

Exemple
La série entiére > 2" a pour rayon de convergence 1; en effet si |z| < 1, la série converge
absolument et si |z| > 1, la suite (2™),en tend vers +o0o donc la série ) 2™ diverge.

1.6 Théoréme

Soit > a,x™ une série entiére ; alors le rayon de convergence R de la série entiére ) a,z"
est 'unique élément de RT U {400} vérifiant les deux conditions suivantes :

a) pour tout réel r tel que 0 < r < R, la suite (a,7™)nen converge vers 0;
b) pour tout réel r tel que r > R, la suite (a,r"),en ne converge pas vers 0.
Preuve :

Soit R le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™; montrons que R vérifie les
conditions a) et b) :

D’aprés 1.5, pour tout réel r tel que 0 < r < R, la série > a,r™ converge absolument
donc la suite (a,r"),en converge vers 0.

Soit r un réel tel que r > R : alors r ¢ I, i.e la suite (a,7™),en n’est pas bornée donc elle
ne tend pas vers 0.

Réciproquement, soit R’ vérifiant les conditions a) et b) : montrons que R’ = R.

Considérons un réel r vérifiant 0 < r < R'; alors la suite (a,r"),en tend vers 0 donc est
bornée : ainsi r € I, on en déduit donc que [0, R'[C I, dou R’ < R.

Supposons R’ < R, alors il existe r tel que R’ < r < R : comme r < R, d’aprés 1.5
la série Y a,r™ converge absolument donc la suite (a,r"),en tend vers 0 ce qui est en
contradiction avec le fait que » > R’ : on en déduit que R’ = R.
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1.7 Proposition

Soient (ay)nen €t (by)neny deux suites de nombres complexes. On note R; le rayon de

convergence de la série Y a,z" et Ry le rayon de convergence de la série  b,a".

a) s’il existe N € N tel que n > N = |a,| < |b,], alors Ry < Ry;
b) si |an| ~ |b,| au voisinage de 400, alors Ry = Ry.
Preuve :

a) S'il existe N € N tel que n > N = |a,| < |by|, alors on a
Vr € C,¥n > N,|a,z"| < |ba"|

or si |z] < Ra, la série ) b,a™ converge absolument, donc par comparaison des séries
positives, la série Y a,a™ converge absolument : on en déduit que Ry > Ry d’aprés 1.5.

b) Si |a,| ~ |b,| au voisinage de +o0, alors pour tout x € C*, on a |a,z"| ~ |b,z"|

au voisinage de 400, donc les deux séries positives Y |a,x"| et > |b,2z"| sont de méme
nature : on en déduit alors que Ry = Ry d’apres 1.5.

Exemples

a) La série entiére ) sinnz™ a pour rayon de convergence R = 1, en effet :

Vn €N, |sinn| <1
or la série entiére Y x™ a pour rayon de convergence 1, donc R > 1 d’aprés 1.7.

D’autre part, la suite (sinn),en ne tend pas vers 0, donc la série entiére »  sinna™ diverge
enx=1,dou R=1.

b) La série entiére Z

n
n+1

2™ a pour rayon de convergence R = 1, en effet :

n
n—+1

~ 1 au voisinage de + oo

n

donc les séries entiéres E ™ et > x™ ont méme rayon de convergence, a savoir 1.

n—+1

1.8 Application des régles de Cauchy et d’Alembert

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.

a) 9’1l existe un entier N tel que pour tout n > N, a,, # 0 et si la suite (|ant1/an]),> 5

1
converge vers [ € Rt U {+o0}, alors R = 7 (avec la convention o = +00 et T 0).

b) Si la suite ({/|an|)nen converge vers [ € RT™ U {400}, alors R =
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Preuve :

a) On applique la régle de d’Alembert a la série > a,z™ :

an+1

Ve e C*, Vn> N,

x| — 1]

n+1
Ap41T o
anx™

n

ainsi la série Y a,z™ converge absolument si l|z| < 1 i.esi |z]| < 7 et diverge si l|z| > 1
1 1

iesi|z| > Jonen déduit que R = 7

b) Raisonnement analogue en appliquant la régle de Cauchy a la série > a,z".

Il
Exemples
- . 2n+1 :
a) La série entiére Z 2™ a pour rayon de convergence R = 1; en effet si on note
n+3
2n+1
a, = on a
n+3
Gnt1 2n+3||n+3
= — 1.
an n+4||2n+1

: : 1 :
a) La série entiére E —':L’” a pour rayon de convergence R = 4o00; en effet si on note
n!

1
Qn ::_T on a
n.

an+1 o

— 0.

n! ’_1

an (n+D! n+1

1.9 Proposition

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.

a) Pour tout A\ € C*, la série entiére > \"a,a™ a pour rayon de convergence W :

b) Pour tout entier p > 1, la série entiére ) a,z" a pour rayon de convergence v R.
Preuve :

a) Pour tout A € C*, et tout x € C, on a

Vn e N, N'a,z" = a,(Ax)"
R
ainsi la série Y A"a,x™ converge si |[Az| < R iesi|z| < B et diverge si |[A\z| > R i.e si

R
x| > —, donc le rayon de convergence de la série ) A"a,x" est —.

b) La série 3 a,z™ converge si |z|? < R i.e si|z| < ¥R et diverge si |z[P > R i.e si
|z| > ¥/R donc le rayon de convergence de la série 3 a,2™ est ¥/R.
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2. Opérations sur les séries entiéres
2.1 Multiplication par un scalaire

Soient Y a,x" une série entiére de rayon de convergence R et soit A € C*; alors la série
entiére > (Aay,)z"™ a pour rayon de convergence R et pour tout x € D(0, R), on a

+oo
Z Aay,) )\Zan
n=0

Preuve :

Comme A # 0, les séries numériques Y a,x™ et > (Aa,)x™ sont de méme nature, donc
ont le méme rayon de convergence; de plus sur le disque de convergence, on a 1'égalité
voulue.

g

2.2 Somme de deux séries entiéres

Soient ) a,z" une série entiére de rayon de convergence R; et Y b,x™ une série entiére de
rayon de convergence R ; alors le rayon de convergence R de la série entiére » (a, +b,)z"
vérifie :
si Rl 7é RQ, R = inf(Rl, Rg)
SiRlzRQ,RZRlzRQ.

De plus pour tout = € C tel que |z| < inf(R;, Rs), on a

—+o00

Z(an+b Zanm —i—be

n=0

Preuve :

Si|z| < inf(Ry, R2) alors les séries numériques ) a,x™ et Y b,z™ convergent donc la série
somme Y _(a, + b,)z" converge : on en déduit que R > inf(R;, Ry) et que pour tout z tel
que |z| < inf(Ry, Rs)

+o0 +oo
Z(an+bn)x Zanx —|—Zb "
n=0 =0

Si Ry # Rs, par exemple Ry < Rs, COIlSldeI'OIlS zeC tel que Ry < |z| < Ry ; alors la série
numérique Y a,z™ diverge et la série numérique ) b,x" converge donc la série somme
diverge : on en déduit que R < Ry = inf(Ry, Ry), d’ou R = inf(Ry, Ry).

g

Remarque

On ne peut rien dire sur le rayon de convergence de la série somme quand R, = Ry : par
exemple les séries entiéres Y x™ et Y (—1)a™ ont méme rayon de convergence 1 mais leur
série somme est la série nulle de rayon +oc0.
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2.3 Produit de deux séries entiéres

Soient ) a,z™ une série entiére de rayon de convergence R; et Y b,z™ une série entiére
de rayon de convergence R, ; considérons pour tout n € N

n
Cp = E akbn—k
k=0

alors la série entiére Y ¢,z™ a un rayon de convergence R > inf(R;, Ry) et pour tout
x € C tel que |z| < inf(Ry, Ry), on a

+o0 +oo +oo
Z cpx’t = (Z anx”) (Z bnm"> )
n=0 n=0 n=0

Preuve :

Si |z| < inf(Ry, Ry) alors les séries numériques > a,x™ et Y b,z" convergent absolument
donc leur série produit également ; or le terme général de cette série produit est donné

par
n

Z(akxk)(bn,kx"’k) = <Z akbnk> " =c,a"
k=0

k=0
Donc la série entiére ) ¢,z a un rayon de convergence R > inf(Ry, Ry) et si
|z| < inf(Ry, Ry), on a l'égalité

chxn = Z (Z(akzk)(bn_kzvn_k)> = <Z ana:n> (Z bnx”> )

n=0 \k=0

Remarque

Il existe des séries entiéres ayant des rayons de convergence différents et dont la série
produit a un rayon de convergence R > inf(R;, Ry) : posons en effet

a,=1VnéeNetby=1, by =—1, b, =0 pour n > 2
alors Ry =1, Ry = 400 et comme ¢, =0 pour n > 1, R = 400.
3 Convergence uniforme - Propriétés des sommes de séries entiéres

3.1 Théoréme

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R non nul.
Alors pour tout réel R’ tel que 0 < R’ < R, la série converge uniformément sur le disque
fermé D(0,R) ={x € C / |z| < R'}.

Preuve :

Soit R’ €]0, R]| et considérons un réel r tel que R’ < r < R; alors on a
Vo € D(0,R'), Vn €N, |a,z"| = |a|r" (M)
r

41



or 0 < r < R donc la suite (a,,r™) est bornée : il existe M > 0 tel que Vn € N, |a,|r" < M,
d’ou

— R\"
Vo € D(0,R'), Vn € N, |a,a™| < M <—> .

r

R/ n /
Or la série géométrique Z (—) converge puisque
r

< 1. On en déduit alors que la

série ) a,x™ converge normalement donc uniformément sur D(0, R').

3.2 Théoréme

Soit a,x™ une série entiére de rayon de convergence R non nul: alors la somme de la
n bl
“+o00

série S(z) = g a,z" est une fonction continue sur U'intervalle de convergence | — R, R].
n=0

Preuve :

Pour tout n € N la fonction f,(z) = a,z™ est continue sur | — R, R[ et la série converge
uniformément localement sur | — R, R[ d’aprés 3.1, donc la fonction somme de la série
entiére est continue sur | — R, R[ d’aprés 11.3.3.

3.3 Proposition

Soit 7 > 0 et soit ) a,z™ une série entiére de somme S(z) qui converge en tout point du
disque ouvert D(0,r). On suppose qu'il existe un point xy vérifiant |zg| = r et tel que la
fonction t +— S(txy) définie sur [0, 1] n’admet pas de limite finie quant ¢ — 17. Alors le
rayon de convergence de la série entiére Y a,x™ est égal a r.

Preuve :

Soit # € D(0,r), alors si on prend z; tel que |z| < |zi| < r la série numérique Y a,z"
converge puisque x; € D(0,r), donc la série numérique > a,z™ converge absolument
d’aprés 1.3 : on en déduit que le rayon de convergence R de la série entiére > a,z"
vérifie R > r. Si R > r = |zg|, alors la série entiére (de la variable t) > (a,x)t" converge
uniformément sur [—1, 1] d’aprés 3.1 puisque |tzg| < |z < R, donc la fonction ¢ — S(txg)
est continue en 17 ce qui contredit I’hypothése, donc R = r.

3.4 Théoréme d’Abel

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R non nul et de somme S; on
suppose que la série converge en un point z, de C tel que |zo| = R, alors on a :

+oo
tl_l}ql S(txg) = S(xo) = nzzoanxg.
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Preuve :

On considére la série entiére > a,z{t" de la variable ¢ ; posons pour tout ¢ € [0, 1] et tout
entier n
v (t) =" et wy, = ayxy.

Comme la série numérique >  a,xf converge, on a
0 3

Ve>0,AN eNVnmeNm>n>N= |3 w, <g
k=n

or la suite (v,(t))nen est une suite décroissante de fonctions positives, donc d’aprés la
transformation d’Abel (cf. 1.4.4), on a

< E.

Z WV (t)

k=n

Vt e [0,1,Vn,m €N, ,m>n>N = §gvn(t)§

€
2

Il résulte alors du critére de Cauchy uniforme I1.4.2 que la série entiére Y a,z{t" converge
uniformément sur [0, 1] donc la somme de la série est continue sur [0, 1]. Or on a

S(tzg) si te 0,1

~+00 N
o
g U (t)w, = . _
o z%anxg si t=1
n:

La continuité a gauche en 1 nous donne alors

+oo
tl_l)rln_ S(txg) = S(xg) = ;anx(}.

3.5 Définition et proposition
On appelle série dérivée d'une série entiere Y a,z™ la série > (n + 1)a, 12"
Une série entiére et sa série dérivée ont méme rayon de convergence.
Preuve :
Notons R le rayon de convergence de la série entiére > a,z™ et R’ le rayon de convergence
de la série dérivée > (n + 1)a,12". On a
Vn €N, |apa2™™ < (n+ 1D|an2™™| = (n + 1D)|an12™||2].

Si|z| < R, la série > (n + 1)a,112™ converge absolument, il en est donc de méme de la
série > a, 12" et donc de la série > a,z". On en déduit que R > R/

Si |z| < R, considérons un réel r tel que |z| < r < R, alors on a

n+1 [|z]\"
Vn e N, |(n+ 1Day2"| = <U) |y [P,

T r
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T _ n+1[|z\" .
Or —| | < 1, donc la suite < (—| |) ) converge vers 0 donc est bornée : il existe
r r r

M > 0 tel que

r >

1 n
vneN, 2F (@) <M
T

d’ot

Vn €N, [(n+ Dap12" < Mlapq|r™t.

Or la série > a, 117" converge absolument puisque r < R donc il en est de méme de la
série Y (n 4+ 1)a,12™, on en déduit R > R et ainsi R = R.

3.6 Théoréme

Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R non nul; alors sa somme S est
une fonction de classe C* sur l'intervalle de convergence | — R, R| et on peut “dériver
terme & terme” : pour tout entier p > 1, et tout z €] — R, R[ on a

+00 +oo
SW (1) = Z nn—1)---(n—p+1)a,z"? = Z(n +p)(n+p—1)--(n+ 1aypz".
n=p+1 n=0

Preuve :

On montre facilement par récurrence grace a 3.5, que les séries dérivées successives de la
série entiére Y a,z™ ont pour rayon de convergence R; alors le théoréme de dérivation
des séries de fonctions I1.5.4 s’applique puisqu’une série entiére converge uniformément
localement sur son intervalle de convergence.

i

Exemple
:L,'I’L

Considérons la série entiére Z — ; on montre facilement avec la régle de d’Alembert que
n

n>1
+00 "
R = 1; alors la somme S(z) = g — est dérivable sur | — 1, 1] et on peut dériver terme
n
n=1

a terme sur | —1,1] :

1—=x

+o0 +o00
1
Vo€l - L1[S'(a) =) " =) a" =
n=1 n=0

d’ou
Ve e]—1,1[,5(x) = —In(1 — x)

puisque S(0) = 0.
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x
Or d’aprés le critére de Leibniz, la série entiére E — converge en r = —1 : on déduit
n
n>1
alors du théoréme d’Abel 3.4 I'identité suivante :

+o00 (_
>

n

= —1In2.

3.7 Théoréme

Soit ) a,x™ une série entiére de rayon de convergence R non nul et de somme S(x). Alors
on a

a) La fonction S(x) est intégrable sur tout segment [a,b] contenu dans lintervalle de
convergence | — R, R[ et on a

b +oo +°° prtl _ gntl
/aZMmza/xx a

b) La fonction S(z) admet pour ensemble de primitives sur I'intervalle de convergence

] — R, R] les fonctions F)( Z an + A ou A décrit R.

Preuve :

a) Il suffit d’appliquer le théoréme I1.5.2 puisque la série entiére > a,z" converge unifor-
mément sur tout segment de | — R, R|.
:L,n+1

n+1

b) Il suffit d’appliquer le théoréme 3.6 a la série entiére Z ap

4 Fonctions développables en série entiére
4.1 Définition

Considérons un élément x5 de R et une fonction f : R — C définie au voisinage de z :
on dit que f est développable en série entiére en z s'il existe une série entiére »  a,x™ de
rayon de convergence R non nul telle que

Ir >0,V eR, |z —xo| <r= f(x Zanx—xo

On notera que nécessairement r < R et que | — g, 29[ est contenu dans le domaine de
définition de f.

Exemple

La fonction f définie sur R — {1} par




est développable en série entiére en 0 puisque

+oo
VeeR, |z <1= f(x)= Zx”
n=0

Remarque

On peut toujours se ramener au cas rg = 0 en effectuant le changement de variable
x +— x — xo : on parle alors de fonction développable en série entiére & 'origine.

4.2 Définition

Considérons une fonction f : R — C de classe C* au voisinage de 'origine ; alors on peut
lui associer la série entiére

2 r)
Zf 0) »

n!
n=0

appelée série de Taylor a 'origine de f.

4.3 Théoréme

Considérons une fonction f : R — C développable en série entiére a I'origine ; alors on a :
a) Il existe r > 0 tel que f est de classe C* sur | —r,r[;

b) Le développement en série entiére de f & lorigine coincide avec sa série de Taylor a
I’origine.

Preuve :

a) La fonction f étant développable en série entiére a 'origine, il existe une série entiére

> anz™ de rayon de convergence R non nul et un réel r €]0, R] tels que f coincide avec
+oo

la somme S(z) = Zanx” de la série sur | — r,r[; or d’apres 3.6, S est de classe C™ sur
n=0

] — R, R[ donc a fortiori f est de classe C* sur | — r,7].

b) Toujours d’aprés 3.6, pour tout entier p > 1, S est p-fois dérivable sur | — R, R| et pour

tout x €] — R, R[, on a

+oo
S®)(g) = Z(n +p)n+p—1)---(n+ Daypz"
n=0
on en déduit que
) f(p)(o)
f2(0) = SP(0) = pla, i.e a, = o

Remarque

Une fonction f de classe C'™ sur un intervalle | — r, r[ et dont la série de Taylor a I'origine
a un rayon de convergence non nul n’est pas nécessairement développable en série entiére
a l'origine : la fonction f définie par

f(x):e_m% siz#0et f(0)=0
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est un contre-exemple (cf. exercice)

4.4 Corollaire

a) Si une fonction f est développable en série entiére & l'origine, son développement en
série entiére est unique.

b) Si les fonctions sommes de deux séries entiéres > a,x™ et Y b,z sont égales sur
un intervalle ]a,b| contenant l'origine, alors les deux séries entiéres > a,z" et > b,x"
coincident, i.e on a

vn €N, a, =b,.

¢) Si une fonction f est développable en série entiére a 1'origine, alors ses fonctions dérivées
successives sont développables en série entiere a 'origine et leurs développements sont les
séries entiéres dérivées successives du développement de f.

4.5 Proposition

Considérons une fonction f : R — C développable en série entiére a l'origine : il existe
donc une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R non nul et un réel r €]0, R] tels

que
“+oo

Ve €] —rr], f(z)= Zana:”.

n=0
Alors toute primitive F' de f est développable en série entiére a 1’origine et on a :

+oo
a
Vo €] —r,r[, F(z)= F(0)+ L
z €] —rr[, F(z)=F(0) ;7”1%

Preuve :

La fonction f étant continue admet des primitives : il suffit alors d’appliquer le théoréme

a
3.6 a la série L
Z n+1

4.6 Théoréme

Soit 7 > 0 et soit f : R — C une fonction de classe C* sur | —r, 7] telle qu’il existe C' > 0
et M > 0 vérifiant
[ (=)
|

n:

Vo €] —r,r[,Vn € N,

<

1
Alors, en notant r; = min(M,r), on a

+
8
-
=
=
~—
B

Vo €] —r,rf, f(z) =

£
I
o

donc f est développable en série entiére & l'origine.
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Preuve :

Considérons une fonction f : R — C de classe C* sur | — r,r| et telle qu’il existe C' > 0
et M > 0 vérifiant

(n)
vz el —rrlvneN, | fx)‘ < CM™.
n
On a alors pour tout = € R,
() (0
‘f "0 < ey

D’autre part, d’apres la formule de Taylor-Lagrange, pour tout z €] — r, r[ et tout entier
n > 1, il existe u strictement compris entre 0 et = tel que

n_ (k) (n+1)
fle)=>" ! k!(())wk + j;n " SL') T

k=0
alors on a
n.oflk) (n+1)
—~ k! (n+1)!
d’on
. f(k)(o) k n+1
fla) =St < o(ula))
— !

0
puisque |u| < |z| < r. Or si M|z| < 1, (M|z])"*" tend vers 0, donc, si on note

ry = min(=—,r), on a

M

LB
/ k'( )xk—>0quandn—>—|—oo

Vo €] —r,mf, f(z)—

k=0

1.e

Vo €] —ry,rf, f(z) =

et ainsi f est développable en série entiére a ’origine.
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5 Développements en série entiére des fonctions usuelles
5.1 Théoréme

On a pour tout réel x

cosr = Z(—l)”én)'

sinx = Z(—l)”m

che = 3 (gn)!

shry =

Preuve :

Soit f(z) = €® : pour tout z € R et tout entier n, on a f™ () = ¢® donc, si on considére
un réel » > 0 quelconque, on a

f(x)

n!

(&
n

r

Vo €] —r,r[,Vn eN,

IN

n n

. r . L. r \ N
Or la suite (—') converge vers 0 puisque la série Z — converge d’apres la régle de
n! n!
n

,
d’Alembert ; on en déduit que la suite <—') est bornée : il existe donc un réel A tel que
n!

Vo €] —r,r[,Vn € N,

1
et on applique alors le théoréme 4.6 avec C' = Ae” et M = —, d’ou
r

+oo
/M0
Vo e]—rr, f(z)= Z T
k=0
mais r est quelconque dans |0, +oo[ donc
+00 "
VCU S R, e = ZO ﬁ

On fait une démonstration analogue pour les fonctions cos et sin. Enfin les développements
des fonctions ch et sh s’obtiennent en utilisant les définitions

hr = & = &
2 2
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5.2 Théoréme

Pour tout €] — 1,1[ on a

“+oo
1) — 1
(14+2z)* = 1+Za(a ) '(a nt )x” pour « € R—N
n!
n=1
o0 "
In(1 = o R
e = 0
+ooxn
In(l—z) = - —
n
n=1
+0o0 p2n+l
Arct = 1"
e nZ:O( VT
+oo
1 1 2n+1
Argthx = —=In Ty ’
2 l—=x n:OQn—l—l

Preuve :

Soit f(x) = (14 x)® pour « € R—=N: f est C* sur | — 1,1 donc la formule de Taylor
avec reste intégral nous permet d’écrire pour tout x €] — 1, 1] et tout entier n > 1

n (k) * p(nt1)
i) = s = 3 e = L0 g

Or pour tout z €] — 1, 1] et tout entier n > 1, on obtient par un calcul simple :

f(n)(g;) —afla—1) - (a—n+1D)(1+z)*™

pn(:s)ZOé(Oé_l)m(a_n) /Ox (x_lﬁ)n(lJﬂt)“‘1 dt

donc

n! 1+t

est décroissante sur l'intervalle I, = [0, z]

or pour tout x €] —1, 1[, 'application ¢ — T
six >0 (resp. I, = [z,0] si x <0), d’on

vVt e Iz,

r—1
=<
1+¢

donc .
ou(@)] < ag(a) = 12O DO

/ (14t)>! dt‘.
0

Or pour tout z # 0 dans | — 1,1[, on a

an—l—l(w)
an ()

n—+1

B a—n-—1 ‘
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donc

n+1 (:E)
an ()

donc la série Y a,(x) converge pour tout x €] — 1, 1] d’aprés la régle de d’Alembert : on

en déduit que lirf an(z) = 0 donc nlirf pn(z) = 0 pour tout z €] — 1, 1] i.e

n—

— |z| quand n — +00

Zf _1++§a(a—1) cla—nt1)

Considérons maintenant g(z) = In(1 +z) sur | — 1, 1] : g est dérivable sur | — 1,1[ et on a

—+00

Ve~ 11] ¢(x) = - ix e S

n=0

on déduit alors de la proposition 4.5 que

Vo el — 1,1, g +Z Z ”“E.

Les développements en série entiére de h(x) = Arctgr et p(z) = Argthe s’obtiennent de
la méme fagon puisque

Vo el —1,1], W(z)=(1+2*) et ¢(z) = (1 —2*)"".

5.3 Méthode de I’équation différentielle

On va exposer ici sur un exemple une méthode utilisant une équation différentielle pour
calculer des développements en série entiére : considérons a nouveau f(z) = (1 + x)* o
a € R—Nsur |—1,1]: on vérifie facilement que f est solution de I’équation différentielle

(E) : 1+2)y —ay=0ety(0)=1.

Réciproquement, résolvons 1'équation différentielle (F) : posons f(x) = (1 + z) “y(x) o
y(x) est une solution de (F) sur | — 1, 1[. Alors on a

Ve €] — 1,1, f'(z) = —a(l+2)"* y(x) + (1 + )"y (z)

or

Vo el —1,1[, ¢'(x) =
d’ou
Vo €] = 1,1, f/() = —a(l + ) y(z) + a(l + 2)y(z) = 0.
On en déduit que la fonction f est constante sur | —1,1] :
JdeceR, Ve el -1,1], f(z)=c
d’on

Ve el — 1,1 y(z) = (1 + x)*

51



or y(0) =1 donc ¢ = 1 et ainsi
Ve el — 1,1 y(x) = (1 + 2)°.

L’équation différentielle (E) posséde donc une unique solution sur | — 1, 1] donnée par
flx) =1 +z)*

Posons alors | .
aozletan:a(a_ )---|(oz—n—|— )pournzl
n!

alors, d’aprés le calcul effectué en 5.2, la série Y a,z™ n’est autre que la série de Taylor a
I'origine de f. Calculons le rayon de convergence R de cette série : on a pour tout n > 1

a a—n
"+1:| |—>1quandn—>+oo
Q, n+1
+o0
donc R =1 et par conséquent la fonction somme S(z) = Z a,x" est définie et de classe
n=0
C* sur | — 1, 1] et on peut dériver terme a terme :
+o0
Vo €] = L1, S'(z) =) (n+ apsz".
n=0

Montrons que S est solution de ’équation différentielle (E) sur | —1,1] :
pour tout z €] — 1,1[, on a

—+o00 —+o00 “+00
(1 +0)8(@) —aS@) = Y (n+ Dagaa” + 31+ Daga™ —aY a0

& B o

= Z(n + Day, 12" + Z na,z" — « Z apx"
n=0 n=1 n=0
—+00

— Z[(n + a1 + (n — a)ay]z”
n=0

Or on a pour tout n € N

ala—1)---(a—n)
n!

(n+ Va1 + (n — a)a, =

on en déduit donc
Ve el — 1,1, (1+z)S(z) —aS(z) = 0.

De plus S(0) = ap = 1 donc S vérifie 'équation différentielle (F) sur | — 1, 1].

On en déduit aussitot, par unicité de la solution de I’équation différentielle (£), que
Ve el —1,1], S(z) = (1 + 2)”

l.e
—+00
1) (0 — 1
V€] - 1,1], (1+x)a:1+zo‘(o‘ ) nl(o‘ ntl) o

n=1
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6 Exponentielle complexe

6.1 Proposition et définition
+oo

. .o z
La série entiére E —' a pour rayon de convergence 400, sa somime S(Z) = E —' est
n: n:
n=0

donc définie et continue sur C : on ’appelle la fonction exponentielle complexe et on la
note e*.

6.2 Proposition

a) Pour tous z1 et 2o dans C, on a e* 722 = ¢*1¢*2;
1

b) Pour tout z € C, ¢* 20 et — =¢"%;
62’

¢) Pour tout z € C, |¢?| = 3, d'ot1 |e*| = 1 <= 2z € iR.

Preuve :
7L

a) La série entiére Z — ayant pour rayon de convergence +oo, on peut appliquer le

théoréme 2.3 sur le prOdult de séries entiéres afin de calculer e*e*2 pour tous z; et 25 dans

S EATLSEAPE S RS
Z1 ,22 = = — i
et = () | ) =2 2} (0 — k)]

n=0 n=0 n=0

or pour tout entier n € N et tout 0 < k <n, on a

donc
—+o00 n —+00
1 21+ z)"
ele? = — Cralzn=k | = E —( ) = e,
n! n!
k n=0

1

F=eP=¢"=1,donce* #0et — =e".
e

b) On a pour tout z € C, e*e”

¢) Pour tout z € C et pour tout n € N on a

nEE
>t
k=0

k=0

alors, quand n — +00, on obtient e* = %, d’ou
|€z|2 — ¢%e? = ¢*TF = 62%(2).

Or ™) est un réel positif, donc par passage a la racine carrée, on obtient |e*| = e®(*) et
le*] =1 <= R(z) =0 <= z €iR.

4

6.3 Proposition

Soit z = x + iy ol z et y sont des réels; alors e* = e”(cosy + isiny).
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Preuve :

D’aprés 6.2 on a e = et = %™ ; de plus

iy)™"

2n)!
(Z'y)QnJrl )
g m ont également pour rayon de convergence +oo d’aprés 1.9. On déduit alors
n !

et

L . .. wy L.
Or la série entiére E ( |) a pour rayon de convergence +o0o donc les séries E

de la proposition I1.10 que

TR (R (i
‘ _Zo n! Zo +Z 2n+

Or on a pour tout n € N
(Z-y)Qn — (_1)ny2n et (iy)2n+1 Z( 1)ny2n+1

d’ou
2n+1

Z 2n+1) = cosy + isiny.

+oo
=3
n=0

6.4 Définition et proposition

On peut étendre les fonctions usuelles cos, sin, ch et sh aux nombres complexes en posant
pour tout z € C

+oo 2n
n 2
cosz = Z(—l) 2n)]
n=0
+oo »2n+1
sinz — Z<—1) m
n=0
chz =
|
“— (2n)!
+0oo 2n+1
Z
shz = e
|
— (2n+ 1)!

On a alors les identités suivantes pour tout z € C :

eiz + e—iz ) eiz . e—iz
coOSz = ——— ;. slng = —
2 ’ 24
et
e+ e *? et — e’
chz=—— ; shz=——
2 2
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Preuve :

Les quatre séries entiéres ci-dessus ont un rayon de convergence infini donc leurs sommes
sont définies pour tout z € C.

D’autre part pour tout z € C on a

e e 1 1
2 2 n! 2 n!

alors en séparant les termes de rang pair et les termes de rang impair comme dans la
preuve de 6.3, on obtient

e +e 1R (i2) 1R (i) 1SR (1) 1R () XX i)
— 4= 4= S Z = Z = COS 2
2 26 (2n)l 24~ (2n+ 1)1 24= (2n)! 2= (2n+ 1)1 = (2n)!

Les trois autres identités se démontrent de maniére analogue.

6.5 Proposition

Soit z € C; alors on a

a) ch(iz) = cos z; sh(iz) = isin z; cos(iz) =chz; sin(iz) = ishz.
b) Les fonctions cos et sin ne sont pas bornées sur C.

¢) Les formules de trigonométrie circulaire et hyperbolique connues sur R restent valables
sur C.

Preuve :

a) Les propriétés découlent immédiatement des identités de 6.4.

b) Soit & un réel : comme cos(ix) =chz, on constate que xll)rfoo cos(ix) = +00; de méme
| sin(ix)|=shz donc xkrfoo |sin(ix)| = +o00 : par conséquent les fonctions cos et sin ne sont

pas bornées sur C.

c¢) Les formules de trigonomeétrie circulaire sur R ont été démontrées grace aux formules
de Moivre et a l'identité e*' T2 = ¢*1¢*2 qui sont encore vérifiées sur C : elles sont donc
valables sur C. Méme chose pour la trigonométrie hyperbolique.

6.6 Définition et proposition

On peut définir la tangente et la tangente hyperbolique d’un nombre complexe en posant

sin z

tgz = quand cos z # 0

COS 2
et
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h
thy = 22 quand chz # 0
chz
La fonction tg est définie sur C — {n/2 + kn / k € Z} et la fonction th est définie sur
C—A{i(r/2+km) | keZ}.

De plus, pour tout z € C — {i(n/2 + kr)/ k € Z},on a tg(iz) = ithz et pour tout
2€C—{n/2+4+kn | k € Z},on a th(iz) = itgz.

Enfin les formules de trigonométrie restent valables.

Preuve :

z —Zz

La fonction th est définie en z si chz # 0; or chz = % donc

1
chz=0<=e"=—"=—— = () =1l =4i
ez
orsiz=x+iyouxety€R, e =e"(cosy+isiny), donc
e =+di<=e"cosy=0et esiny ==£1

or € # 0 donc nécessairement cosy = 01i.e y = 7/2+ kr ou k € Z, alors siny = +1 mais
e’ > 0 donc e* = 11i.e x =0 : en conclusion

chz =0<= z=1i(r/2+ kr) ou k € Z.
Donc la fonction th est définie sur C — {i(7/2 + kx) / k € Z}.

D’autre part cos z =ch(iz) donc
cosz=0<=z=n/2+kroukeZ

par conséquent la fonction tg est définie sur C — {n/2 + k7 / k € Z}.

7 Résolution d’équations différentielles

On peut utiliser la théorie des séries entiéres pour résoudre des équations différentielles
linéaires du type

(B) + um(@)y™ + -+ (2)y +uo(x)y = f(x)

ou ug, U, , Uy sont des fonctions polynomiales et ot f est une fonction développable
en série entiére a l'origine.

On cherche une solution y sous la forme d’une somme de série entiére

+oo
Yy = E anpx"
n=0
ol les coefficients a,, sont a déterminer : on suppose que le rayon de convergence R de la
série Y a,x" est non nul et on calcule les dérivées successives de y en dérivant terme a

terme sur I'intervalle de convergence | — R, R|, puis on remplace y, /,...5™ par ces sommes
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de séries dans ’équation (£ ainsi que f. On obtient alors deux sommes de séries entiéres

égales sur un voisinage de 0 : alors d’apreés 4.4 les coefficients des deux séries entiéres sont
+o00o

égaux, ce qui permet de calculer les coefficients a,, puis la somme y = E a,r".
n=0

On va expliciter davantage la méthode sur I’exemple suivant :
Exemple

Considérons I'équation différentielle
(E) : zy'(x)+ 2y (z) +y(x) =1

On cherche une solution y sous la forme

+oo
y(x) = Z apx"
n=0
alors
+o0o
y'(x) = Z na,a" !
n=1
puis
400
y'(x) = Zn(n —1)a,z" 2
n=2

alors, en remplacant y, ¥’ et y” par ces sommes dans I’équation (£), on obtient

+o0 +oo +o0
Z n(n — Da,z" ™ + Z na,r" + Z apx” =1
n=2 n=1 n=0
or n(n — 1)a,, = 0 pour n = 1, donc
+oo +oo +o0
Zn(n — a2 ! = Z n(n — Da,a" ' = Z(n + Dna, 2"
n=2 n=1 n=0

en effectuant un glissement d’indice. De méme

+0o0 “+oo
Z na,xr" = Z na,x"
n=1 n=0
on en déduit
+oo +o0 +o0o
Z(n + Dnay 2" + Z na,z" + Z a,x" = 1.
n=0 n=0 n=0

Or si on note R le rayon de convergence de la série ) a,z" (supposé non nul), les deux
séries Y (n 4 1)na,12™ et Y na,x™ ont également R pour rayon de convergence : alors,
d’aprés 2.2, on a pour tout = €] — R, R[

+0oo +oo +oo +oo
Z(n + Dna, 2" + Z na,x" + Z apx" = Z[n(n + 1)ant1 + na, + a, )"
n=0 n=0 n=0 n=0
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donc pour tout = €] — R, R[, on a

Z[n(n + Dayi1 + (n+ 1Day)z™ =1

n=0
on en déduit alors
ap=1etVn>1 n(n+1a,1+(n+1)a,=0

donc a
Vn > 1, ap = —— (%)
n

On peut d’ores et déja calculer le rayon de convergence R, en effet

‘an+1‘ _ 1

Vn > 1, =
|an] n

donc R = 400 d’aprés la régle de d’Alembert. D’autre part, une récurrence immédiate

permet de calculer a,, grace a (x) :

ai

], N

Vr € R, y(x —1+Z n_l)x"

mais en mettant a,x en facteur puis en effectuant un glissement d’indice, on obtient

(=2)"

n!

+oo
Ve € R, y(x) —1+a1xz n|—1—|—a1xz
n=0

mais on reconnait en cette derniére série le développement en série entiére de e™* d’ou

Ve e R, y(z) =1+ ajxe™ .
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IV SERIES DE FOURIER

1. Fonctions périodiques
1.1 Proposition et définitions

Soit f une fonction de R dans C : on définit Py par :

Pr={TeR /VzxeR, f(x+T)=f(x)}
Alors Py est un sous-groupe additif de R appelé groupe des périodes de f.

Si Py # {0}, on dit que f est périodique : tout élément non nul 7" de Py est appelé période
de f et on dit alors que f est T-périodique. Si Py est de la forme aZ ot a > 0, a est appelée
plus petite période de f.

Si f est une fonction T-périodique continue sur un segment de longueur T, alors f est
continue sur R.

Preuve :

Soient T et T, € Py, alors

donc T + 15 € Py. De plus

Ve eR, f(z—T) = f((z —Th)+T1) = f(x)
donc —7T7 € Py. on en déduit que Py est un sous-groupe additif de R.

Si f est T-périodique et continue sur un segment [a,a + T] ot a € R, alors pour tout
To— a

ro € R, si on note n = E onaxy € [a+nT,a+ (n+ 1)T]; or f(x) sur

[a+nT,a+ (n+1)T] coincide avec f(x —nT) sur [a,a + T| donc f est continue en .

g

Exemples

a) Le groupe des périodes de cos (resp. sin) est 277 : 27 est donc la plus petite période
de cos (resp. sin).

b) Le groupe des périodes de cos? est 7Z : 7 est donc la plus petite période de cos®.

c¢) La fonction f définie sur R par
VkeZ, Veelk—1,k+1], f() =1+ |k —z

est 2-périodique.
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1.2 Proposition

Soit f une fonction de R dans C, T-périodique et intégrable sur un segment [a, a + T ol
a € R; alors f est localement intégrable sur R (i.e f est intégrable sur tout segment de
R) et on a :

zo+T T
oneR,/ " dt—/o F£(t) dt.

Preuve :

Comme f est intégrable sur [a,a + T, par le changement de variable t — ¢ — a, f est

intégrable sur [0,77] et on a
a+T T
/ f(t) dt —/ f(t) dt.
a 0

Soit zg € R, alors par le changement de variable t — ¢+, f est intégrable sur [xg, zo+7]
et on a
T xzo+T
/ f(t) dt :/ f(t) dt.
0 o

Considérons un segment [a, 3] de R et montrons que f est intégrable sur [«, 3] :

T

Considérons n = ; alors on a

[, 0] = [a,a+T|UJa+T,a+2T|U---Ula+ (n— 1)T,a+nT|U[a+ nT, 3.

Or f est intégrable sur chaque segment [a+ (k — 1)T, o + kT] pour tout entier k, de plus
[a+nT, B3] Cla+nT,a+ (n+1)T], donc f est intégrable sur [a +nT, (] : on en déduit
que f est intégrable sur [«, [3].

g

1.3 Définitions et proposition

a) On notera Z,, l’ensemble des fonctions de R dans C, 27-périodiques et localement
intégrables sur R.

b) On dit qu'une fonction f de R dans C est continue par morceaux sur un intervalle [
il existe une subdivision (ag,aq,- - ,a,) de I telle que pour tout entier k£ € [1,n], la
restriction de f a |ag_1, | est continue, f posséde une limite & droite finie en ay_1 notée
f(a; ) et f posséde une limite & gauche finie en ay notée f(ay ).

¢) On dit qu'une fonction f de R dans C est dérivable par morceaux sur un intervalle
I si elle est continue par morceaux sur I pour une subdivision (g, oy, -, ;) et si de
surcroit, pour tout entier k € [1,n|, la restriction de f & Jay_1, ax[ est dérivable et si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :
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flag—1 +h) — f(ali_—l)

(i) - admet une limite finie quand h — 0 notée f)(a; ;).

flar +h) — flay)

ii admet une limite finie quand h — 0~ notée f/(«a; ).
h g\—k

d) On dit qu’une fonction f de R dans C est de classe C! par morceaux sur un intervalle
I si elle est continue par morceaux sur I pour une subdivision (g, oy, -, ;) et si de
surcroit, pour tout entier k € [1,n], la restriction de f a Jag_1, x| est de classe C*, f’
admet une limite finie & droite en a;_1 et f’ admet une limite finie & gauche en «y.

Toute fonction de classe C! par morceaux sur un intervalle I est dérivable par morceaux
sur [ ; de plus toute fonction 27-périodique et dérivable par morceaux sur [0, 27| appartient
a Iy, et toute fonction 27-périodique et continue par morceaux sur [0, 27| appartient &
Toy.

2. Séries trigonométriques

2.1 Notations

a) Soit (¢p)nez une famille de nombres complexes : la notation ch désigne la série

nez
complexe ¢y + E (cn + c_p). En cas de convergence de la série, on notera
neN*
“+oo “+oo
E Cy = Co+ E (cn+cp).
n=—oo n=1

b) Soit (¢n)nez une famille de fonctions de R dans C : la notation Z ©n désigne la série
nez
de fonctions ¢ + Z (pn + ¢_rn). En cas de convergence de la série, on notera
neN*

+o00 +00
> on=wo+ > (on+ o).

n=-—00 n=1

Pour que la série Z n converge simplement (resp. uniformément) sur une partie I de R, il

nez
est suffisant (mais non nécessaire) que les deux séries > ¢, et ¢_, convergent simplement

(resp. uniformément) sur I.

2.2 Définition

On dit qu’une série ) f,, de fonctions de R dans C est une série trigonométrique si et
seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes :

a
a) fo est une appplication constante que ’on notera fo(x) = 30 pour un certain ag € C;
b) pour tout n € N*, il existe a,, et b, € C tels que f, s’écrit sous la forme
Ve e R, f.(x) = a,cosnz+ b,sinnz.

Une série trigonométrique s’écrit donc sous la forme

% + T;N*(an cosnx + by, sinnx).
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En convenant que by = 0, et en posant

a, — iby, a, + b,
VvneN, ¢, =—cetc,=———
n c 5 et ¢ 5

elle s’écrit aussi sous la forme

E Cneznx.

nez
Réciproquement une série de fonctions de la forme Z ¢, e™® peut s’écrire sous la forme
nez
% 4 Z (a, cosnx + b, sin nx)
2 neN*
si on pose
VneN, a, =c¢, +c_, et by =i(c, —c_y).

Ainsi une série trigonométrique peut étre considérée comme une série de fonctions de R

dans C de la forme Z e,

neEL

2.3 Proposition

Soit (¢, )nez une famille de nombres complexes et notons

VneN, a, =c,+c_p, et b, =i(c, —c_p).

a) Si les séries a termes positifs Y |c,| et > |c_,| sont convergentes, alors la série trigo-
nométrique E cne™ est normalement (donc uniformément) convergente.

neZ
b) Si les séries & termes positifs > |a,| et > |b,| sont convergentes, alors la série trigonomé-

. Qg . . ,
trique 5 + E (a,, cos nz + b, sin nx) est normalement (donc uniformément) convergente.
neN*

c) Les séries a termes positifs > |c,| et > |c_,| sont convergentes si et seulement si les
séries a termes positifs > |a,| et > |b,| sont convergentes.

Preuve :

C’est une conséquence immédiate des propositions 1.1.9 et 1.3.2.

2.4 Proposition

a) S'il existe un entier ny € N tel que les suites (¢;)n>n, €t (C—p)n>n, sont réelles, décrois-

santes et tendent vers 0, alors la série trigonométrique E cpe™® converge simplement

nez
sur R — 277 et uniformément sur tout intervalle de la forme [ + 2k7, 2m — o + 2k7] ol

O<a<metkel.
b) S’il existe un entier ny € N tel que les suites (a,)n>n, €t (by)n>n, sont réelles, décrois-

a
santes et tendent vers 0, alors la série trigonométrique 70 + Z (an, cosnx + by, sinnw)

neN*
converge simplement sur R — 277 et uniformément sur tout intervalle de la forme
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[+ 2km,2mr —a+2knjou 0 < a <metk €Z.
Preuve :
C’est une conséquence immédiate du critére d’Abel 1.4.4 et du critére d’Abel uniforme

I1.4.6.

g

2.5 Proposition

a) L’ensemble E des points de R en lesquels une série trigonométrique converge est stable
par toute translation x +— x 4+ 2k7 ou k € Z et la fonction somme de cette série définie
sur F est 2w-périodique.

b) La fonction somme d’une série trigonométrique est continue sur tout intervalle de R
sur lequel la série converge uniformément.

Preuve :

Cette proposition résulte du fait que les fonctions x +— €™ sont 2w-périodiques et conti-
nues sur R.

g

2.6 Théoréme

Soit g cpe™® une série trigonométrique convergeant uniformément sur un intervalle de

nez
la forme [, o + 27] ot @ € R (donc sur R) et f sa somme, alors on a

1

2m
Vn €Z, ¢, = %/o f(x)e ™ dx

et si on écrit a
, 0 _
g cpe™t = 5 + E (an cosnx + b, sinnx)

nez neN*

alors
1 2w 1 2w
Vn €N, an:—/ f(z) cosnz dz et bn:—/ f(z)sinnzx dz.
T Jo T Jo

Preuve :

Comme la série chem”’ converge uniformément sur R, il en est donc de méme de la
neL
série Z cnei("_p)‘E — e 7 Z c,e™ : or la somme de cette série n’est autre que la fonction
nez neL
x+— e "P* f(x), on déduit alors du théoréme I11.5.2 que

2 . 2r £ ) ) +o00 2r
/ f(:)j)e_zm: dm = / Z Cnezn:ce—sz dl’ — Z Cn/ 6z(n—p)a[: d:L‘
0 0 0

n=—oo n=—oo

Or, pour tout entier n # p, on a
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et
On en déduit donc que

D’autre part, si on écrit

Z cpe™ = % + Z (ay cosnx + b, sinnx)

nez neN*

alors, comme pour tout € N, a,, = ¢,, + ¢_,, et b, = i(¢,, — ¢_,), on obtient les formules
énoncées pour a,, et b,.

g

3. Séries de Fourier

On vient de voir que pour toute série trigonométrique E cpe™” convergeant uniformément

nez
sur R, on peut exprimer les coefficients de la série en fonction de la fonction somme f de

la série par la formule
1 2 )
Vn €Z, ¢, = —/ f(x)e ™™ dz.
2w Jo

Alors, tout comme on s’est posé la question dans le chapitre III de savoir si la série
de Taylor & l'origine d’une fonction de classe C* converge vers cette fonction, on peut
examiner le probléme suivant : si f est une fonction 27-périodique telle que pour tout
n € Z la fonction x — f(x)e "™ est intégrable sur [0, 27|, et si on pose

1 2m )
Yn ez, c,= %/0 flz)e ™™ dx

la série trigonométrique E cpe™® converge-t-elle simplement ou uniformément et si oui,
nez
sa somme est-elle égale a f 7 On va voir que c’est le cas sous certaines conditions.

3.1 Proposition et définitions

Soit f € Zyy, alors pour tout n € Z la fonction x — f(x)e” " est intégrable sur [0, 27] et
on peut alors poser

2m
Vn eZ, co(f) = %/ﬂ f(z)e ™ dx.

Ces coefficients ¢, (f) sont appelés coefficients de Fourier exponentiels de f.
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De méme, pour tout n € N les fonctions = — f(x)cosnz et x +— f(z)sinnx sont inté-
grables sur [0, 27] et on peut alors poser

Vn eN, a,(f) = %/o% f(z)cosnx dz et b,(f) = %/0% f(x)sinnx dz.

Ces coeflicients a,,(f) et b,(f) sont appelés coefficients de Fourier trigonométriques de f.

La série trigonométrique

ch(f)emm = @ + Z (an(f) cosnx + b,(f) sinnx)

neL neN*

est appelée série de Fourier de f.

Preuve :

Soit f € Zyy,, alors f est intégrable sur [0, 27], de plus la fonction x +— e~ est continue
donc intégrable sur [0, 27], par conséquent la fonction produit = — f(x)e™"® est intégrable
sur [0,27]. De méme, pour tout n € N, les fonctions x — f(z)cosnx et x — f(z)sinnz

sont intégrables sur [0, 27].

i

3.2 Proposition
Soit f € Zy,. Alors on a :

a) Soit f € Ty, a valeurs réelles, alors ses coefficients de Fourier trigonométriques sont
réels; de plus ¢o(f) est réel et pour tout n € Z — {0}, c_.(f) = cn(f).

b) Les applications de Z, dans C

frclf) 5 frealf) 5 fba(f)
sont C-linéaires.

¢) Pour calculer les coefficients de Fourier, on peut calculer les intégrales sur tout intervalle
du type [, a + 27] au lieu de [0, 27].

d) Soit f € Ty, paire, alors Vn € N, b,(f) = 0.

e) Soit f € Ty, impaire, alors Vn € N, a,(f) = 0.

Preuve :

a) découle de la définition des coefficients de Fourier.

b) découle des propriétés de linéarité des intégrales de Riemann.
¢) découle de la proposition 1.2.

d) d’aprés ¢) on a pour tout n € N :

1
o

bn(f)

f(z)sinnz dz
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or, si on fait le changement de variable x+ — —x dans l'intégrale, comme f est paire, on
obtient

/ F(—2) sin(—nz) (—x):—%/:f(x)sinnx dz = —b,(f) = 0.

On démontre e) de la méme maniére.

3.3 Identité de Parseval
Soit f € Ty, ; alors on a :

ZwMWﬂ%r+Zm1FHmumzilﬂme

n=—oo

el DE +§j|n F+w<>m:viéﬂvdem

Preuve : admise.

3.4 Corollaire

Soit f une fonction de R dans C, 2m-périodique et continue sur R ; si tous les coefficients
de Fourier exponentiels (resp. trigonométriques) de f sont nuls, alors f est la fonction
nulle.

Preuve :

En effet, on a alors d’aprés I'identité de Parseval,

| s@p dr=o
0

mais |f|? est continue positive sur [0, 27], on en déduit donc que
Vo € (0,27, [f(z)]* =0

le
Vr € [0,2x], f(z)=0.

Or f est 2m-périodique, donc f est la fonction nulle.

Exemple

Considérons la fonction f 2w-périodique définie par

Vo €]l —m, x|, f(x)=zet f(m)=

alors f € Zy, et est impaire, donc pour tout n € N, a,(f) = 0; de plus, pour tout n € N,
on a

- n

™ - - 2
an(f)—/ zsin(nz) de — [_xcosnx] +/ COS NI dx:(—l)”*l_ﬂ.
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L’identité de Parseval nous donne alors
+oo T 2
1 1 9 T
— = z° dr = —.
n?  Ar J_. 6

n=1

3.5 Lemme de Riemann-Lebesgue

Soit f intégrable sur un segment [a, b] ; alors

t—-+o00 t—-+o00

b b
lim / f(x)e™ dor =0 et lim / f(z)e ™ dx = 0.
On en déduit

b b
lim / f(z)costr dr =0 et  lim / f(z)sintx de = 0.

t——+00 t—+00

Preuve :

ler cas : on suppose que f est une fonction en escalier sur [a,b]; alors, il existe une
subdivision (ag, ay,--- ,a,) de [a,b] et une famille de nombres complexes (A, A1, , \,)
telles que

Vi€ 0,n—1],Vx €la;, aj1], flx)=M\;.

Alors, on a
b ‘ n—1 ajt1 A
vt > 0, / f(x)e™ do = Z/ e dx
a jZO [lj

n—1 eita: aj+1
- Z)‘j it
0

aj

On en déduit

1 n—1 2 n—1
<5 S Iyl — e < 237
j=0 =0

/abf(x)em dx

donc

b
lim / f(z)e™ dx = 0.

t—+o00

Cas général : comme f est intégrable sur [a,b], pour € > 0 donné, il existe une fonction
en escalier ¢ telle que

/ﬁﬂ@—wuﬂms

DO ™

Or, d’apres le ler cas,
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b
lim o(x)e™ dx =0

t——+00 a

donc il existe A > 0 tel que pour tout £ > A on a

b
/ o(z)e™ da

<<
2

D’ou, pour tout t > A

b b
x)e™ dr| = /(f(.r)—go(a:))em d.CE+/ o(r)e™ dx
b b
< / 1) ol dof + | [ otwre aa
b
< / 1) = @] do+| [ o) do
b
< / #0) ~ @) dot | [ pla)e™ ds
g 19 o
< 5"‘5—8

donc

b
lim / f(z)e™ dr = 0.

t——+oo a

On en déduit alors que

b b
/ f(z)e ™ dx = / f(z)e'® dr — 0 quand t — +o0

puisque f est intégrable sur [a, b]. Or

b b itx —itx 1 b ) 1 b '
/ f(.r) costx d[L‘ = / f(x)% de — 5/ f(x)elt$ dl,_’_ 5/' f(x)e—zt;v dﬂ?

donc

b
lim / f(z)costx dx = 0.

t—4o0 a
De méme

b
lim / f(z)sintx dx = 0.

t—-+00 a
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3.6 Corollaire
Soit f € Ty, ; alors les suites des coefficients de Fourier (¢, (f))nen, (¢C—n(f))nen, (@n(f))nen
et (bn(f))nen convergent vers 0.

3.7 Définition et proposition

On appelle noyau de Dirichlet la fonction D,, définie par

sin (n + %) T

D, =
(z) 2sin %

six & 217

et
1
D, (2km) =n+ 5 pour tout k € Z.

La fonction D,, est paire, 2m-périodique et continue sur R ; de plus, on a

1 n
Ve e R, D,(z) = 3 + E cos kx
k=1
et | .
—/ D,(t) dt = =.
T Jo 2
Preuve :

Pour tout « € 277, on a

_sin[(n+3)z+(2n+r]  —sin(n+3)x
Dn(a +2m) = 2sin(5 + )  —2sin% Duf@)

donc D,, est 2m-périodique.

De plus, au voisinage de 0, on a

+3 1
2

donc D,, est continue en 0; on en déduit alors que D,, est continue en tout point de 277
par périodicité. Donc D,, est continue sur R.

D’autre part, on a pour tout x ¢ 277,

1 . 1 . ikx 1 ix 1- einz
§+Zcosk:x = §R<§+Ze >:§R(§+e 1_6”)
k=1 k=1
_ 5 1 L e“jz/Q sin % _ 1 e (n+ 1)z 81.n e
2 €i®/2 sin 5 2 2 sin §
- (2n+)z B
1 1 sin — sin
= -+3 = 2 — n(x)
2 2 sin £

et pour tout p € Z, on a
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3.8 Formule de Dirichlet

Soit f € I, et considérons pour tout n € N la somme partielle de la série de Fourier

Qo

Sn(f)(x) =

éf) + Z(ak(f) cos kx + by (f) sin k)
k=1

alors

WneN, Su(f)z) = = /Oﬂ[f(x SO+ flx — 1] Dy(t) dt.

Preuve : Pour tout n € N, on a :

S0 = 5 [ i

Z {(l 7 f(t)coskt dt) cos kx + <l ” f(t)sinkt dt> sin /{:x}

m m
k=1 0 0

n

1 2m 1 27
= 5= / f(t) dt + — / f(t) Z(COS kt cos kx + sin kt sin kx) dt

k=1

1 21 1 2 n
= — ftdt—i——/ f(t cosk(t —x) dt
o ARG AR ICD SERE
1 27
= = f&)D,(t —x) dt  d’aprés 3.7.
™ Jo

Par le changement de variable u =t — z, on obtient alors

Sulf) () = - / " f(ut o)D) du= 1 / " f(u+ 2)Dy(u) du

e s

d’apreés 1.2 puisque les fonctions considérées sont 2m-périodiques. D’ot1, par la relation de

Chasles
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2w

Su()@) = = / St ) D) dut— [t 2)Da(u) du

™

mais par le changement de variable u — —u dans la 2éme intégrale, on a

2w

flu+x)Dy(u) du = —/_ 7rf(:z: —u)Dy(—u) du = /_:T f(z —u)Dy(u) du

- /OW F(x — w)Dy(u) du

car le noyau de Dirichlet est une fonction paire et 27w-périodique. On en déduit

Su(f)(a) = & / e+ u) + Fr — )] Dafu) du.

™

3.9 Théoréme de Dirichlet

Soit f une fonction 2m-périodique, dérivable par morceaux sur [0,27]; alors la série de

Jr —
. . . To)+ JlT
Fourier de f converge simplement en tout point zy de R vers f(xg) 5 f(zg )

Donc la série de Fourier de f converge simplement vers f en tout point o f est continue.

Preuve :
Soit x5 € R : montrons que

Flag) + fag)
2

Sn(f)(zo) converge vers [(xg) =

D’aprés la formule de Dirichlet, on a pour tout n € N

Su(f) (o) = - / "o +1) + flxo — )] Dalt) dt.

T

Or, d’aprés 3.7, on a pour tout n € N

1 [ 1
— D,(t) dt = =
7T/0 ®) 2

d’on

Sulf) (o) — (zo) = ~ / "o+ + Flao— 1) — 2Aao)Dalt) dt

™

1 [" 1
= %/0 g(t)sin(n+§)tdt

ol g est la fonction définie sur |0, 7| par
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flwo+1)+ flzo —t) — (f(af) + f(x5)

1
281112

flxg+1) = flag)

t si

+f(370—t)—f(955>

t si

=IAISIES

DN |+
=INICTEN

DO |

La fonction f est dérivable par morceaux sur [0, 27| donc est bornée sur [0, 27| et continue
sur [0, 27] sauf en un nombre fini de points : on en déduit que g est continue sur |0, 27|
sauf en un nombre fini de points. De plus les fonctions

flwo+1t) — flag) flzo—1) — f(xg)

t— et tr——
t t
3
possédent une limite finie quand t — 0%, et —2 + tend vers 1 quand ¢ — 0 : on en
sin =
2

déduit alors que g posséde une limite finie a droite en 0 et on peut donc prolonger g par
continuité en 07 . Par conséquent ¢ est bornée sur [0, 7] et continue sur [0, 7] sauf en un
nombre fini de points donc est intégrable sur [0, 7].

Alors on a

S, (f)(z0) — l(wo) = ~ /Oﬂg(t) sin <n + %) ¢ dt

T

avec g intégrable sur [0, 7], donc le lemme de Riemann-Lebesgue s’applique et ainsi

lim (S,(f)(xo) — (o)) = 0.

n—-+4oo

ce qui achéve la démonstration.

Exemple

Considérons les deux fonctions 2m-périodiques f et g définies par
flz)=1si0<z<met flz)=—1sin<z <27

et
gx)=1si0<z<met f(x)=—-1sim <z <27

Alors, pour tout n € Z,

(.f) ( ) 1 /7r —inx d 1 o —inx d
cn(f) =cnlg) = — e T — — e x
J 2m Jo 2m ),
donc pour tout n € Z
_ _ 1=
() = enlg) = =

Ainsi f et g ont méme série de Fourier

2n + 1 2n +1

9 +o00 6i(2n+1)a: efi(2n+1)x B 4 f sin(2n + 1)37
T

1 T 2n+1
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Comme f et g sont 27-périodiques et dérivables par morceaux sur [0, 27], le théoréme de
Dirichlet s’applique :

Cette série converge vers f(z) = g(x) pour tout x ¢ 7Z et vers 0 pour tout = € 7Z, i.e
vers la fonction 2m-périodique h définie par

hz)=1si0<z<m, h(z)=—1sim <z <2met h(0) =h(m) =0.

Ainsi les deux fonctions distinctes f et g ont la méme série de Fourier dont la somme est
une fonction A elle-méme distincte de f et g.

T
Application : en x = 3 on obtient

3.10 Théoréme

Soit f une fonction 27-périodique de classe C'' par morceaux sur [0, 27| ; alors la série de
Fourier de f converge normalement (et donc uniformément) sur R et sa somme est f.

Preuve : admise.
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V INTEGRALES GENERALISEES

Il s’agit dans ce chapitre de généraliser la notion d’intégrale de Riemann & des fonctions
non bornées définies sur des intervalles non nécessairement bornés :

1
Considérons par exemple la fonction f(x) = T définie sur |0,1] : f n’est pas bornée sur
x

10, 1] donc n’est pas intégrable sur [0, 1], cependant si on considére € €]0, 1], alors f est
continue donc intégrable sur [¢,1] et on a

1 1 1_
/g ﬁdaz:[2\/§]€—2(1—\/§)

1
1
on constate que / —— dz posséde une limite finie quand € — 0. On note alors
13

NZ%

| |

1

D’autre part, la fonction g(x) = —; est définie et continue sur tout segment [1, A] ot
x

A>1letona

A
on constate que / — dx possede une limite finie quand A — +o00. On note alors
. T

400 1 A 1
/ — dx = lim — dx = 1.
1

2 A—too [1 X2

1. Rappels sur les intégrales de Riemann
1.1 Théoréme
a) Toute fonction continue sur un segment [a, b] de R est Riemann-intégrable sur [a, b].

)
b) Si f est Riemann-intégrable sur [a, b] (avec a < b), alors | f| est Riemann-intégrable sur

[a,b] et on a i .
[ s dt\ < [1ste)

¢) Soit f intégrable sur [a,b] et soit ¢ € [a, b]; alors la fonction F' définie sur [a, b] par

Fla) = / F(t) dt

est continue sur [a,b]. Si de plus f est continue sur [a,b], alors F est dérivable sur [a, b]
et F' = f.

75



d) Intégration par parties.

Soient u et v deux fonctions de classe C' sur [a, b] ; alors on a
b b
/w@mwﬁzwmﬁm—/u@wwﬁ

e¢) Changement de variables.

Soit ¢ une fonction de classe C'! sur un segment [a, 3] de R et soit f une fonction continue
sur [a, b] = ¢([«, f]). alors on a

»(B) B
/ f(z) de = / f o p(t)d(t) di
o(a) a

2. Intégrales convergentes

Dans le reste du chapitre, sauf indication contraire, on considére a € Ret b € RU {400}
tels que a < b.

2.1 Définition

Soit f une fonction définie sur [a, b] & valeurs dans R ou C, localement intégrable sur [a, b]
(i.e intégrable sur tout segment contenu dans [a,b]) : on lui associe la fonction F' définie
sur [a, b[ et a valeurs dans R ou C définie par

YV € [a,b], /f

On dit que l'intégrale généralisée / f(t) dt a un sens ou est convergente si et seulement si

F(zx) posséde une limite finie quand x — b~. Dans le cas contraire on dit que l'intégrale
généralisée / f(t) dt n’a pas de sens ou est divergente.

2.2 Remarques

a) Soit ¢ € [a,b] et soit f localement intégrable sur [a,b[. Par la formule de Chasles, on a

pour tout z € [a, b i ) i
/f@ﬁ:/f@ﬁ+/f@ﬁ

Les intégrales généralisées / f(t) dt et / f(t) dt sont donc de méme nature, i.e sont

toutes les deux convergentes ou toutes les deux divergentes.

b) Si b € R et si f localement intégrable sur [a,b[ est la restriction d’une application

A

f intégrable sur [a,b], alors l'application F' est la restriction a [a,b] de I'application

F(z) = / f(t) dt continue sur [a,b] donc Pintégrale / f(t) dt est convergente et égale

a / f (t) dt. Cette circonstance se produit dans le cas ou f est localement intégrable et

bornée sur [a, b].
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c¢) Si on considére a’ € Ret V¥ € RU {—o0} tels que O/ < d/, et f une fonction définie
sur |0, a] & valeurs dans R ou C, localement intégrable sur |b',a'], on dit que l’intégrale

a/

généralisée f(t) dt a un sens ou est convergente si la fonction z +—— / f(t) at
b/
posséde une limite finie quand z — ¥'*. Dans le cas contraire on dit que l'intégrale

/

généralisée f(t) dt n’a pas de sens ou est divergente.
bl

Par le changement de variables t — —t on a

[ rwa= [

donc les intégrales généralisées

"t aen [ fp) a

b’ —a’

sont de méme nature et égales en cas de convergence. On peut donc toujours se ramener
aucas a € Ret b € RU{+o00} avec a < b : dans la suite du chapitre, on énoncera tous
les théorémes dans ce cas de figure et le lecteur transcrira les énoncés dans le cas |V, /]

d) Soit f une fonction localement intégrable sur [a, §] — {7} (o0 a, 3 et v € R); si les

8!
intégrales généralisées / f(t) dt et / f(t) dt sont convergentes, on dit que I'intégrale
a gl

généralisée / f(t) dt est convergente. Dans le cas contraire on dit que 'intégrale géné-

B
ralisée / f(t) dt est divergente.

e) Soit f une fonction localement intégrable sur |o, 5] ot @« € RU{—0o0}, f € RU{+0o0} et
¥ B
a < [ :s'il existe v €]a, O] tel que les deux intégrales généralisées / f(t) dt et / f(t) dt
a v

sont convergentes, on dit que l'intégrale généralisée / f(t) dt est convergente. Dans le

cas contraire on dit que l'intégrale généralisée / f(t) dt est divergente.
. : 1 . L
Exemple Considérons la fonction ¢ —— ol elle est continue donc localement intégrable

sur R*. Pour étudier la nature de 'intégrale généralisée

oo dt
2

il faut donc “couper” I'intégrale en quatre termes

/1 dt /0 dt L dt . /*00 dt
o ) 5 ) o € 5
o 12 2 0 12 L2

et étudier séparément la nature de ces quatre intégrales généralisées. Or une primitive de

1
t— 2 sur tout segment de R* est donnée par t —— 7 d’ou

7



-1
dt 1

/ —=14——1quand z — —©

- x

t2
et
T dt 1
—=1——-—1quand r — 4+
L t? x

—1 +o00
- PR t dt _
donc les deux intégrales généralisées — et — convergent, mais
00 t2 1 t2

T dt 1
/ - =—1——— 400 quand x — 0~
1 t T

0 +oo dt

t
donc l'intégrale généralisée / 2 diverge. On en déduit que l'intégrale généralisée / 2

. -1 —00
diverge.

2.3 Proposition Soient f et g deux fonctions définies sur [a,b] & valeurs dans R ou
b b
C, localement intégrables sur [a, b|; si les intégrales généralisées / f(t) dt et / g(t) dt

b
convergent, alors U'intégrale généralisée / (f(t) +g(t)) dt converge et on a

[ oo a= [ swyas [ oo a

b b
Si 'une des deux intégrales généralisées / f(t) dt et / g(t) dt diverge, alors I'intégrale
b a a
généralisée / (f(t)+ g(t)) dt diverge.
b
Soit A € R*; alors l'intégrale généralisée / f(t) dt converge si et seulement si 'intégrale

b
généralisée / (Af)(t) dt converge, et on a alors

/ab()\f)(t) dt — )\/abf(t) dt.

Preuve : elle repose sur la linéarité des intégrales de Riemann et sur les théorémes sur les
sommes et produits de limites.

i

2.4 Intégration par parties
Adoptons la notation suivante pour une fonction g définie sur [a, b et possédant une limite

finie en b~ :

[9(t)]% = lim g(t) — g(a).

t—b—
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b
Soient u et v deux fonctions de classe C! sur [a, b[; si I'intégrale / u(t)v'(t) dt converge
a

b
et si la fonction uv posséde une limite finie en b, alors l'intégrale / o' (t)v(t) dt converge
a

et on a

b b
/ o' (t)o(t) dt = [u(t)v(t)]’ —/ u(t)v'(t) dt.

Preuve :

Pour tout x € [a,b], on a par la formule d’intégration par parties sur le segment [a, x|

/x ' (H)v(t) dt = u(z)v(z) — u(a)v(a) — /r u(t)v'(t) dt.

b x
Or l'intégrale / u(t)v't) dt converge et uv posséde une limite finie en ™, donc / o' ()v(t) dt

b
posséde une limite finie en b, i.e I'intégrale / u'(t)vt) dt converge et on a alors I'égalité

voulue.

g

Remarque

b
Il se peut que l'intégrale / u(t)v't) dt converge mais que uv ne posséde pas de limite finie

b
en b~ (ou vice-versa), auquel cas U'intégrale | u'(t)vt) dt diverge : il ne faut donc utiliser

a
ce résultat qu’a bon escient. Il est préférable en général d’écrire la formule d’intégration
par parties sur un segment puis de passer a la limite.

2.5 Changement de variables

Soit ¢ une fonction strictement monotone de classe C* sur [, 3] : on pose a = ¢(a) et
b= lim ¢(x). Soit f une fonction continue sur [a, b|.
r—0~

b B
Alors les intégrales / f(z) dx et / fop(t)(t) dt sont de méme nature, et si elles

convergent, on a

/a ) do = / " Foplt)el(t) dt

Preuve :

D’aprés la formule de changement de variables sur un segment, on a pour tout v € [«, [

»(v) v
/ f(x) dz = / f o p(t)g!(t) dt.
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Posons pour tout u € [a, b]

g(w) = [ f(z) dx

a

— [ foetne) a

gow(v) = h(v).

et pour tout v € [a, 3]

Alors pour tout v € [, B[, on a

Si I'intégrale / f(z) dz converge, alors g posséde une limite finie [ en b~, par conséquent

B
h admet [ comme limite en 87, i.e / fop(t)y'(t) dt converge et on a I'égalité.

B
Réciproquement, supposons que l'intégrale / f o)y (t) dt converge. Comme ¢ est

(0%
strictement monotone et continue sur [a, 3], ¢ réalise une bijection de [a, 8] sur [a, b] et
on a alors pour tout u € [a, b],

g(u) =hop " (u).

Or lir[rgli ¢(v) = b, donc hr?, ¢ H(u) = B, on en déduit alors que g posséde une limite finie

B b
quand u — b™, & savoir / fop(t)Y(t) dt, donc l'intégrale / f(z) dx converge.

Remarque
Un changement de variable dans une intégrale généralisée peut conduire a une intégrale

de Riemann, auquel cas 'intégrale généralisée converge.

3. Intégrale généralisée d’une fonction positive
3.1 Théoréme
Soit f une fonction définie sur [a, b[ & valeurs dans RT et localement intégrable sur [a, b].

T

Alors la fonction F(z) = / f(t) dt définie sur [a, b[ est croissante et I'intégrale / f(t) at

converge si et seulement si la fonction I’ est majorée. De plus, on a

Va € a,b], /f

Preuve :

La fonction f étant positive sur [a, b, on a pour tous a < u < v < b

F(v)—F(u):/vf(t) dt > 0.



Donc la fonction F est croissante sur [a, b[; par conséquent elle admet une limite en b~ et

b
cette limite est finie si et seulement si F' est majorée. Donc 'intégrale / f(t) dt converge
a

si et seulement si la fonction F' est majorée. De plus

/bf(t) dt = lim F(z)=supF

r—b— [a,b[
d’ou

vz € [ab], F(z) < /bf(t) dt.

3.2 Théoréme

Soient f et g deux fonctions définies sur [a, b] & valeurs réelles et localement intégrables
sur [a, b[.

a) On suppose qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

Vt € [e,b], 0 < f(t) < g(t).
b b
Si I'intégrale / g(t) dt converge, alors I'intégrale / f(t) dt converge.

b b
Si l'intégrale / f(t) dt diverge, alors I'intégrale / g(t) dt diverge.
b) On suppose qu'il existe ¢ € [a, b] tel que g est de signe constant sur [c, b] et

f(t) ~ g(t) au voisinage de b~

b b
alors les intégrales / f(t) dt et / g(t) dt sont de méme nature.

Preuve :

Pour tout z € [c, b[, notons
F(z) = /Jf f(t) dt et G(z) = /xg(t) dt.

a) Comme pour tout t € [¢,b[, 0 < f(t) < g(t), F et G sont croissantes sur [c, b et on a

Vo € [c,b], F(z) < G(x).

Dongc, si GG est majorée, F' 'est également et si [’ n’est pas majorée, G' ne 'est pas non
plus, d’ott le résultat.

b) On peut supposer que g est positive sur [, b] (sinon on raisonne sur —f et —g). Comme
f(t) ~ g(t) au voisinage de b~
il existe une fonction ¢ définie sur un voisinage [, b[ de b~ vérifiant

Vit € [a,b], f(t)=e(t)g(t) et lim e(t) =1

t—b—
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Donc il existe § € [a, b] tel que

Vte [B,b], = <e(t) <2

[\DI)—\

d’ou
Vi € [5,0], 5o(t) < <(t)g(t) = £(1) < 29(0).

b b

g(t) dt converge donc / 2¢(t) dt

b
Alors, si I'intégrale / g(t) dt converge, l'intégrale /
a B8 B

b b
converge, d’oll / f(t) dt converge d’aprés a) et ainsi / f(t) dt converge; de méme, si
b P b ¢ by
Iintégrale / g(t) dt diverge, l'intégrale / g(t) dt diverge donc l'intégrale / ég(t) dt
a B B
diverge, d’ou / f(t) dt diverge et ainsi / f(t) dt diverge . Par conséquent les intégrales

/ f(t) dt et / g(t) dt sont de méme nature.

O
3.3 Fonctions de comparaison
oo dt
a) Soit a > 0 et o un réel ; I'intégrale / 7o COLVerge si et seulement si o > 1.
a
: _ bodt
b) Soient a et b deux réels tels que a < b et o un réel; alors les intégrales / W et
—a
b " ¢
/ convergent si et seulement si a < 1.
a (b - t)a

+oo
¢) Soit a et o deux réels; alors l'intégrale / e~ dt converge si et seulement si a > 0.
a

Preuve :
1
a) Une primitive f de t — J Sut [a, +00[ est donnée par
tl—oc

fH=4 t-e

Int sia=1

sia#1

oo dt
Or l'intégrale / o converge si et seulement si f admet une limite finie en 400, ce qui

a
s’avére étre le cas si et seulement si a > 1.

1
b) De méme, une primitive g de t — ﬁ sur ]a, b] est donnée par
—aQa (e
+— -«
(1# sio £ 1
g(t) = “

In(t—a) sia=1
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b
Donc g admet une limite finie en a™ si et seulement si o < 1 et ainsi I'intégrale / i =
—a
a
converge si et seulement si a < 1.

La démonstration est analogue pour 'autre intégrale.

67

c¢) Une primitive h de t — e~ sur [a, +oo[ est donnée par

sia#£ 0

t sia=0

Donc h admet une limite finie en +o0o si et seulement si « > 0, et ainsi l'intégrale

“+oo
/ e~ dt converge si et seulement si a > 0.
a

O
4. Critére de Cauchy
Rappelons le critére de Cauchy pour une fonction d’une variable réelle :
4.1 Théoréme
Soit F' une fonction définie sur [a, b] et & valeurs dans R ou C.
a) si b € R : la fonction F' admet une limite finie en b~ si et seulement si
Ve >0, 3a>0, Vo, 2’ €a,b], b—a<i' <z <b=|F(2') — F(z)| <e.
b) si b = +oo : la fonction F' admet une limite finie en +o0o si et seulement si
Ve >0, 3A>0, Vo,2’' € [a,+0], 2 > 2" > A= |F(2') — F(z)| < e.
Preuve : cf. cours de lére année.
O

4.2 Critére de Cauchy pour une intégrale généralisée

Soit f une fonction définie sur [a,b], & valeurs dans R ou C et localement intégrable sur

[a, b

b
a) si b € R : I'intégrale généralisée / f(t) dt converge si et seulement si
a

Ve>0,da>0, Vo, 2’ €[a,b], b—a<2' <z <b=

/; (@) dt' < e.

+o00
b) si b = +oo : 'intégrale généralisée f(t) dt converge si et seulement si

/x () dt

Ve>0, 3A>0, Vo, 2’ € [a, 40, 2 >12 > A= <e.
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Preuve :

Il suffit d’appliquer le critére de Cauchy 4.1 a la fonction

Flz) = / () dt

en effet, on a

F(2') - F(z) = / £(#) dt.

5. Intégrales absolument convergentes
5.1 Définition
Soit f une fonction définie sur [a,b], & valeurs dans R ou C et localement intégrable sur

b
[a, b[. On dit que 'intégrale généralisée / f(t) dt converge absolument, ou est absolument

b
convergente, si et seulement si l'intégrale généralisée / |f(t)| dt converge.
a

5.2 Théoréme

Soit f une fonction définie sur [a,b], & valeurs dans R ou C et localement intégrable sur

b b
[a, b[. Si I'intégrale généralisée / f(t) dt converge absolument, alors / f(t) dt converge.
a a

l?@ﬂlemwt

Faisons la démonstration dans le cas b € R (celle dans le cas b = +00 est analogue) ; on
va utiliser le critére de Cauchy pour une intégrale généralisée :

De plus on a :

Preuve :

b
L’intégrale / f(t) dt converge absolument donc

Ve>0, 3a>0, Vo,2’ €a,b, b—a<1' <z <b= <e.

[ isona
[ iroral = [Cisola

[ s < [Cirwra <

x’<x:>/ lf()] dt > 0=

donc

b—a<ir<zr<b=—

b
Le critére de Cauchy nous permet alors de conclure que / f(t) dt converge.
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De plus on a pour tout = € [a, b]

[ 5 dt] < [ a

donc, quand x — b, on obtient

[ 1w il < [ )]

O
Exemple
Soit a € R. Considérons la fonction f, définie sur [1, +oo[ par
sin at
fa(t) = o
On a pour tout t > 1
|sinat| 1
fal)] = S <
o0 dt +o0
Comme l'intégrale / = converge d’aprés 3.3, on déduit de 3.2 que fa(t) dt
1

converge absolument, donc converge.

5.3 Théoréme
Soit f une fonction définie sur [a,+oo[, & valeurs dans R et localement intégrable sur

[a, +o0].

a) S’il existe un réel o et un réel non nul £ tel que f(t) ~ ol voisinage de 400, alors

+oo
f est de signe constant pour ¢ assez grand, l'intégrale généralisée f(t) dt converge

si a > 1 et diverge si a < 1.

+oo
b) S’il existe un réel a > 1 tel que tliin t*f(t) = 0, alors I'intégrale généralisée f(t)dt
converge absolument. ‘
c) S'il existe un réel @ < 1 tel que tli+m t*f(t) = +oo, alors l'intégrale généralisée

“+o0o
f(t) dt diverge.

a

Preuve :

k
a) Comme f(t) ~ -~ au voisinage de +o00, f est du signe de k pour ¢ assez grand. On

applique alors 3.2 et 3.3 pour obtenir le résultat.

b) S’il existe un réel a > 1 tel que tliin t*f(t) = 0, alors

1
3 A>0,Vt € a,+o0], t>A:>|f(t)|§t—a
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+oo
on déduit alors de 3.2 et 3.3 que / f(t) dt converge absolument.

c) S’il existe un réel a <1 tel que lim t*f(¢t) = +o0, alors

t—+o00

1
3 A>0,Vt € [a,+o0], t>A:>f(t)2t—a>0

+oo
on déduit alors de 3.2 et 3.3 que f(t) dt diverge.
S’il existe un réel a < 1 tel que lim t*f(t) = —oo, alors lim t*(—f(t)) = +oo donc
t——+oo t—+o00
+oo +o00
/ (—f(t)) dt diverge. Il en est donc de méme de f(t) dt.
O
Remarques
1
a) Si tligl t*f(t) = 0 avec < 1 on ne peut pas conclure : avec av = jona tli+m to‘g =0
400 1 +oo
et 'intégrale / — diverge, alors que lim t*— = 0 et I'intégrale / — converge.
1 t l—=+o0 {32 1 t2
- 7
b) Si thin t*f(t) = +oo avec a@ > 1, on ne peut pas conclure : avec a = gona

. el e e : | s
lim t“— = 400 et I'intégrale — diverge, alors que lim t*— = +o00 et l'intégrale
t——4o00 t 1 t t—+oo {3
— converge.
1 t2

5.4 Théoréme

Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction définie sur [a, b[, & valeurs
dans R et localement intégrable sur [a, b|.

a) S’il existe un réel a et un réel non nul & tel que f(t) ~ au voisinage de b~

(b—1)
b
alors f est de signe constant au voisinage de b, I'intégrale généralisée / f(t) dt converge

si a < 1 et diverge si a > 1.

b) S’il existe un réel a < 1 tel que lim (b — t)*f(¢) = 0, alors l'intégrale généralisée

t—b—

b
/ f(t) dt converge absolument.

c) Sl existe un réel v > 1 tel que lim (b — )*f(t) = oo, alors U'intégrale généralisée

t—b—

b
/ f(t) dt diverge.

Preuve : analogue a celle de 5.3.
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6. Intégrales semi-convergentes
6.1 Définition

On dit qu'une intégrale généralisée est semi-convergente si elle est convergente sans étre
absolument convergente.

Exemple

Soit a € R*. Considérons la fonction g, définie sur [1, +oo[ par

cos at
Ya (t) = P
Effectuons une intégration par parties :
1 dt
U= — du = ——
t 12
sin at

dv = cosat dt v =

a

alors, pour tout x > 1 on obtient

“; sinat]” T sin at
(1) dit = n
/1 9a(t) { at L /1 at?

r sinaxr sina T sinat
ga(t) dt = - + o
1 axr a 1 at

_ T sin at _
L’intégrale n dt converge d’aprés 'exemple traité au §5. D’autre part, on a
1

l.e

at?
Ve > 1 sin ax 1
T
| oar |7 a|x
d’ou )
. sinazx
lim =
N

T

“+o0o
donc / ga(t) dt posséde une limite finie quand = — 400, i.e l'intégrale / ga(t) dt
1

1
converge.
Montrons que cette intégrale généralisée ne converge pas absolument :

on a pour tout réel t > 1, |cosat| < 1 d’ou

1 2at
| cos at| 2cos2at:$
et ainsi m out
cos 2a
alt)] 2 ——F—
19a(t)] =2 ——
donc

Vo> 1, / lga(t)] dt > / @, / gou(t) dt.
1 1 Qt 1
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+00 +oo
t
Or l'intégrale 924(t) dt converge d’aprés le calcul précédent et / % diverge vers
1

1
400 d’apres 3.3, donc

lim / 1ga(1)] di = 400
1

T—+00

400
et ainsi l'intégrale / |94(t)| dt diverge.
1

6.2 Critére d’Abel
Soit f une fonction de classe C'' décroissante sur [a, +o0o[ & valeurs dans R et telle que
lir+n f(z)=0.

Soit g une fonction continue sur [a, +oo[ vérifiant la propriété suivante :

/

/j g(t) dt

+00
Alors 'intégrale / f(t)g(t) dt converge et, pour tout = € [a, +oo[ on a

I M >0,Ve, 2" € la,+o0], <M.

“+o00

F(t)9() dt\ < Mf(a)

T

Preuve :

!

Pour z fixé dans [a, +00[, posons G(z') = / g(t) dt. La fonction G est donc une primitive
de g sur [a,+oo[ qui s’annule en z.

Par une intégration par parties, on obtient alors

Voo’ € lavocl, [ FOgle) dt = F)GE) + [ (=060 dr
Donc pour tous ' > z > a, on a

/

/ " Fg() | < 1F 6@+ / LG ] < [F)GE)+ / M0G0 dr.

Or f est décroissante sur [a, +oo[ et lim f(z) =0 donc f est positive sur [a, +o0o[ ainsi
T——+00
que —f’, de plus |G| est majorée par M d’ou

/

| 1000 &t < M) + [ POM de = Mf) + MEFOE =M Fw) ()

Traduisons maintenant lim f(z)=0:
T—+00

Ve > 0, E|A>0,x>A:0§f(x)<%.
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On en déduit alors

¥d>r>A—= <e.

/ " F(0g(t) de

+oo
Le critére de Cauchy nous permet alors d’affirmer que I'intégrale / f(t)g(t) dt converge.
De plus, en faisant tendre z’ vers +oo dans 'inégalité (%), on obtient

“+o00

F(0)9() dt\ < Mf().

T

7. Comparaison série-intégrale

On a pu constater dans les paragraphes précédents les nombreuses analogiis entre les
o

théorémes sur les séries et ceux sur les intégrales généralisées de la forme ft) dt -

on va donner quelques résultats précisant ce lien entre séries et intégrales géanéralisées.

On va d’abord énoncer a nouveau la proposition 1.3.4 avec le langage des intégrales géné-
ralisées maintenant a notre disposition :

7.1 Proposition

Soit f une fonction continue, décroissante, positive sur un intervalle [N, +oo[ (N € N);
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) la série Z f(n) converge;

n>N
n+1
b) la série Z / f(t) dt converge;
n>N "
+00
c) l'intégrale généralisée f(t) dt converge.
N

7.2 Proposition

Soit f une fonction définie sur [a, +oo] & valeurs dans R ou C et localement intégrable
400

sur [a, +oo[. Alors 'intégrale f(t) dt converge si et seulement si, pour toute suite

Tn+1
(n)nen d’éléments de [a, +-00| de limite 400, la série de terme général u,, = / f(t) dt
converge. o

Preuve :
x —+o0

Posons F(x) = / f(t) dt pour tout x € [a, +oo[. Alors I'intégrale / f(t) dt converge

a a
si et seulement si ' admet une limite finie en +o00, autrement dit si et seulement si, pour
toute suite (z,)neny d’éléments de [a, +oo[ de limite 400, la suite (F(x,,))nen converge.

Or, pour tout n € N,

Fla) = / ") dt = / 0 dt+:Z:1 / + f(t) dt.
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Par conséquent la suite (F(x,,))nen converge si et seulement si la série de terme général

Tn+1
Uy = / f(t) dt converge.

7.3 Proposition

Soit f une fonction définie sur [a, +oo| & valeurs dans R ou C et localement intégrable
sur [a, +o0o[. On suppose qu'il existe une suite (z,)nen d’éléments de [a, +oo[ croissante et

Tn+1
de limite +oo telle que la série de terme général u,, = f(t) dt converge et la suite

In

Tn+1 +oo
Uy = / |f(t)| dt converge vers 0. Alors I'intégrale f(t) dt converge.

Preuve :
Pour tout u > z(, considérons le sous-ensemble de N suivant

E,={meN /x, <u}.

Cet ensemble est majoré, en effet comme lim =z, = 400, il existe N € N tel que
n—-+o0o

n>N=x,>|u/>0
donc, quelque soit le signe de u, on a
E, C [0, N].

On peut donc associer a tout réel u > x, Uentier p(u) défini par p(u) = max E, : par
définition méme de p(u), on constate alors que la fonction p est croissante sur [zg, +00[
(puisque u < v = E, C E,) et que

Vu 2 xo, Tpwy < u < Ty (%)

Montrons que hﬁl p(u) =400 :

si lir_{l p(u) # +o00, cela signifie que la fonction p est majorée sur [xg, +00]
U—1+00

I M e N, Yu>zg, plu) <M

d’ou
Vu > xo, p(u) +1 <M +1

mais la suite (x,),en est croissante donc
YVu > 20, Tpwy+1 < Tyt
et ainsi la suite (2p(,)11) est majorée. Or, on a d’aprés (x)
Vu > 2o, Tpw)+1 > U
d’ou

lim 2,()41 = +00

Uu——+00
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ce qui est absurde. Donc lir+n p(u) = +oo.

D’autre part, on a pour tout u > x,

u ) p(u)—1 Tht1 u
/f(t) dt:/ F(t) dt + Z/ F(t) dt + F) dt - (%),

Tp(u)

Or

< [ urwiar< [T 1) = v

Tp(w) Zp(u)

/z gty a

mais la suite (v,)nen converge vers 0 et lim p(u) = 400 donc lim vy = 0 : on en

Uu——+00 Uu——+00

déduit que

Tn41 p Tht1
de plus la série de terme général u,, = / f(t) dt converge, donc Z / f(t) dt pos-
x

n k=0 %k
+o0
séde une limite finie quand u — +o00. On déduit alors de (xx) que I'intégrale f(t) dt
converge. “
Il
Exemple
o - . [T sint
Considérons l'intégrale généralisée — dt.
o Vi

sint
La fonction f(t) = 7 est continue sur |0, +o00[ et prolongeable par continuité a droite

en 0 en posant f(0) =0, donc f est localement intégrable sur [0, +o00].

Tn+1
Posons z,, = nm et u, = / f(t) dt pour tout n € N : la suite (x,),en est croissante
Tn
et de limite +oo.

Or avec le changement de variable u =t — nm, on obtient

(’I’L-‘rl)ﬂ' : t T .
n :/ Pt = (- [ 2 du

- \/E 0o Vu-+nm

De plus, pour tout n € N*,
T sinu

—— du
0 VU +nm

on constate alors facilement que la suite (|u,|),en est décroissante; en outre, pour tout
n € N* on a

|un| =

1
sinu du = 2——

d’on lim |u,| =0, et par conséquent la série alternée »  u,, converge.

n—-+o00

|un| <
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D’autre part, considérons pour tout n € N*

v = / )

avec le changement de variable u =t — nm, on obtient

T sinu

- o Vu-+nm

Un, du = |uy|

donc lim v, = 0.
n—-+o0o

T sint
On déduit alors de 7.3 que l'intégrale / —— dt converge.
0

Vit

7.4 Corollaire
Soit f une fonction définie sur [a,+oo| & valeurs positives et localement intégrable sur
[a,+00[. Alors l'intégrale - f(t) dt converge si et seulement si il existe une suite
(Zn)nen d’éléments de [a, +go[, croissante et de limite +oo, telle que la série de terme
général u,, = / o f(t) dt converge.
Preuve :

+o0

Si I'intégrale f(t) dt converge alors d’aprés 7.2, pour toute suite (,)nen d’éléments
a

Tn+1
de [a, +o00] de limite +o0o, la série de terme général u,, = / f(t) dt converge.

Réciproquement, s’il existe une suite (z,)nen d’éléments de [a, +00| croissante et de limite
Tn+1
+o0 telle que la série de terme général u,, = / f(t) dt converge, alors avec les notations
Tn

de 7.3, pour tout n € N, u,, = v,, puisque f est a valeurs positives et ainsi la suite (v, )nen

converge vers 0 puisque la série > v,, converge : il suffit alors d’appliquer 7.3 pour conclure
+oo

que l'intégrale f(t) dt converge.

8. Suites d’intégrales généralisées
8.1 Théoréme de convergence dominée

Soit (fy)nen une suite de fonctions définies sur [a, b[ a valeurs dans R ou C et localement
intégrables sur [a, b[, qui converge uniformément localement sur [a, b[ vers une fonction f.

On suppose qu'il existe une fonction g définie sur [a,b[ & valeurs positives, localement
intégrable sur [a, b vérifiant

b
a) l'intégrale généralisée / g(t) dt converge;
b) Vi € N, Vi € [o,B], [£a(t)] < o(t).
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b b
Alors pour tout n € N, I'intégrale / fu(t) dt converge absolument, l'intégrale / f(t) dt

converge absolument, et on a

lim /ab Fa(b) dt = /abf(t) dt.

n——+o0o

Preuve :

On a
v e N, Wt € [ab, [fa0] < g(t) ()

b
on en déduit aussitot que / fn(t) dt converge absolument. D’autre part, en faisant tendre
a

n vers +oo dans (x), on obtient

vVt € [a, 0], |f(t)] < g(t)

b
d’onl également la convergence absolue de / f(t) dt.

Notons pour tout n € N,

An:/abfn(t) dt—/abf(t) dt

et montrons que lim A, =0:
n—-+0o

b
la convergence de l'intégrale / g(t) dt s'écrit
u u b
linbl g(t) dt = sup / g(t) :/ g(t)dt e R
u—=0" Jgq u€la,b] Ja a

c’est-a-dire

b u b
Ve>0,3a >0, b—a<u<b:>0§/g(t)dt—/ g(t)dt:/g(t)dt<§.

Fixons u €]b — «, b] : par hypothése la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur
[a,ul, i.e

ANeN, VneN, n>N=Vtelau] |f.(t) — f(t)] <m (#%).

A, = </aufn(t) dt—/auf(t) dt>+/ubfn(t) dt—/ubf(t) dt
/aufn(t) dt—/auf(t) dt’+ /ubf(t) dt’
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b
1A, < / Falt) dt‘ +




mais

b b b -
[ hwd < [inolas o<
b 5
t) dt‘ g/ g(t) dt < .
D’autre part, d’aprés (xx) on a

dt—/f dt' /yfn - \dt</aumdt—§

€
>N:>An<— — 4+ - =
n > |A 3+3+3 €

et de méme

d’ot

et ainsi lim A, =0.
n—-+o0o

8.2 Corollaire

Soit (fy)nen une suite de fonctions définies sur [a, b[ a valeurs dans R ou C et localement
intégrables sur [a, b[ telle que la série de fonctions ) f,, converge uniformément localement
sur [a, b.

On suppose qu'il existe une fonction g définie sur [a,b[ & valeurs positives, localement
intégrable sur [a, b] vérifiant

b
a) l'intégrale généralisée / g(t) dt converge;

b) Vn € N, Vt € [a,b],

p o0
Alors pour tout n € N, I'intégrale / fn(t) dt converge absolument, l'intégrale / Z fa(t)dt

converge absolument, et on a

i::/abfn(t) dt:/abi::fn(t) dt
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VI INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

b
Il s’agit d’étudier des fonctions du type F(x) = / f(t,x) dt : en particulier, on se pose la

question de savoir a quelles conditions sur f on a la continuité et la dérivabilité de F. On
distinguera les cas des intégrales de Riemann “classiques” sur un intervalle fermé borné
de R et des intégrales généralisées.

1. Intégrales de Riemann dépendant d’un paramétre

On considére dans ce paragraphe a et b € R tels que a < b.

1.1 Théoréme

Soit I un intervalle de R; on considére une fonction f définie sur [a,b] x I et a valeurs

dans R ou C. Si f est continue sur [a,b] x I, alors la fonction F(z / f(t,x) dt est
continue sur /.
Preuve :

Soit xg € I et soit V un intervalle fermé borné inclus dans I et contenant xq : alors
[a,b] x V est un compact de R? et f étant continue sur [a,b] x V, y est uniformément
continue : pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que pour tous (t1,x1) et (t2, x2) € [a,b] x V

£

I(t20) = (o)l < @ = |f (0 00) = f(t2s22)| < 35

en particulier, pour tout ¢ € [a,b] et quitte a restreindre a pour que |zg — o, kg + a[C V
on a

€

Bl < a = |f{tzo+h) = ftao)l < 35—

d’ot, pour tout h €] — a, af, on a

|F(ao+h)—F(a0)] = / (F(t. 70 + ) — f(t,70)) dt‘g / £ (6w +h)—f (b, z0) dE < = <

et ainsi F' est continue en xg.

Exemple

Considérons la fonction f définie sur R? par

_ SInt

Ve e R, f(t,z) = sit#0et f(0,2) = 1.

1
sint
alors f est continue sur [0,1] x R donc la fonction F(z) = / S — : dt est continue
0

sur R.
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1.2 Théoréme
Soit I un intervalle de R; on considére une fonction f définie sur [a,b] x I et a valeurs

0
dans R ou C. On suppose que la dérivée partielle a—f existe et est continue sur [a, b] x I.
x

b
Alors la fonction F(z) = / f(t,x) dt est de classe C! sur I et on a

b
Veel, Fl(z) = %(t,x) dt.

Preuve :

Soit zyg € I et soit V un intervalle fermé borné inclus dans I et contenant zy : posons
pour tout h € R*

A(h):F(:Eo-f-h]i—F(fL‘o)_ g—i(t,xo) gt

Alors

A(h) :/ab <f(t’$0+h2_f(t’x°) - g—i(t,xo)) dt.

Or, quitte a séparer partie réelle et partie imaginaire de f, on peut supposer que f est a
valeurs réelles et alors le théoréme des accroissements finis s’applique : pour tout ¢ € |a, b
il existe 6; €]0, 1] tel que

f(tv Zo + h) — f(ta $0) af

A = %(t7 To + ch)
d’ou
b b
mmngl / %@%)m_l (1w + 0) — 9L (1,0)| e

0 : :
Or [a,b] x V est un compact de R? et 9f est continue sur [a, b] x I donc y est uniformément
continue : pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que pour tous (t1,z1) et (t2,x2) € [a,b] X V
of

[(t1,21) = (t2, 72)|| < = 'g_i(th:ﬁ) - (%(@7%2)

3

30 —a)

en particulier, pour tout ¢ € [a,b] et quitte a restreindre o pour que |zg — a, kg + a[C V
on a

of

%(t’ xU)

|h| < a0 = ‘%(t,xo—kﬁh) -

2(b—a)
d’ou .
|h|<a:|A(h)|§§<s
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et ainsi

lim A(h) =0

h—0

. : / bof .

i.e F est dérivable en xq et F'(zq) = / 8_(t’ xg) dt. Enfin, F’ est continue sur I d’aprés
o Ox

0
1.1 puisque or est continue sur [a, b] x 1.

ox

Exemples

a) Considérons a nouveau la fonction f définie sur R? par

_ SInt

Ve eR, f(t,z)=ce¢ Tsit;«é()etf(o,x):l.

0
Alors la dérivée partielle —f existe et est continue sur R? et

ox
af _ —xt

— = —¢ sint
ox

1 .
sint
donc la fonction F(x) = / e % dt est de classe C'! sur R et on a
0

1
Ve eR, F'(x) :—/ e sint dt.
0

1
1
b) Calcul de /(; m dt.

1
ol [ est définie sur R* — {(0,0)} et, pour tout a > 0, la

o)
dérivée partielle 8_f existe et est continue sur [0, 1] X [a, +00] :
x

Considérons f(t,z) =

%_ 2x

or (124 22)%
1
Alors la fonction F(z) = / f(t,z) dt est de classe C* sur [a, +0oo] et on a
0

1
1

Or un calcul simple de primitive nous donne

1 1
Vz € [a, 00|, F(z) = —Arctg—
T x
d’ou
Va € [a,+oo|, F'(z) = —lArct ot
’ ’ a2 " r(x?+1)
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on en déduit alors que

1
1 1 1 1

Vz € [a, : ———— dt = —Arctg— + —————

v € a, ool /0 (12 + 22)? 2r3 OBy * 202(22 + 1)

d’ou, pour z =1
/1 L 7. L
o (2+1)2 7 8 4

2. Intégrales généralisées dépendant d’un paramétre
On considére dans ce paragraphe a € R et b € RU {400} tels que a < b.

2.1 Théoréme

Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur [a,b[x I & valeurs dans R ou C.
On suppose qu'il existe une fonction g localement intégrable sur [a, b] et & valeurs dans
R* (appelée fonction majorante) vérifiant :

b
a) l'intégrale généralisée / g(t) dt converge;
b) ¥(t,z) € [a,b[x1, |f(t,2)] < g().
b
Alors pour tout x € I, l'intégrale généralisée / f(t,x) dt converge absolument et la

b
fonction F(z) = / f(t,x) dt ainsi définie est continue sur I.
Preuve :

b
La convergence absolue de I'intégrale / f(t, x) dt pour tout = € I découle immédiatement
de la condition b). ’

Rappelons qu’'une fonction h d’une variable réelle définie sur [a,b[ posséde une limite
finie [ en b~ si et seulement si pour toute suite de réels (u,),en tendant vers b~ la suite
(h(up))nen tend vers .

En particulier, si on pose ug = a et pour tout n > 1, u,, = n dans le cas b = 400, et

u, =b— — dans le cas b € R, on a pour tout x € I

n—-+00 n—-+o00
Un—1

n
b Un n U +00 Un
Flz) = / F(t2)dt = Tim / f(t2)dt = lim Z/ fryde =S [ ) dr
a a k=0 Y Yk—1 n=0
Posons alors pour tout n € N et tout x € 1
fule) = [ it de
Un—1

et considérons la série de fonctions Y f,. D’aprés 1.1, pour tout n € N, f, est continue
Un

sur [ puisque f est continue sur [u,_1,u,] X I ; d’autre part, si on note A, = / g(t) dt,
Un—1

on déduit de la condition b) que

Vn €N, Vo €1, |fo(x)] < M.
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Or la série numeérique ) A, converge puisque

400 b
> A= / g(t) dt
n=0 a

par conséquent la série > f,, converge normalement donc uniformément sur I : on déduit
alors du théoréme I1.5.1 que la somme de la série Y f,,, a savoir F, est continue sur /.

g

Exemple

Considérons la fonction f définie sur R? par

_ SIint

Ve e R, f(t,z)=e Tsit%Oetf(O,x)zl

+00 int
F(z) = / emot 0 g
0 t

et soit

On va montrer que F est définie et continue sur ]0,4o00| en utilisant le théoréme 2.1 :
considérons a > 0, alors f est continue sur [0, +o00[X[a, +00[, de plus, comme pour tout
t >0, ona |sint|] <t (étudier la fonction ¢t — |sint| — ¢ sur RY), on a la majoration
suivante

Vt € R*,Vz € [a, 400, |f(t,z)] <e ™

+00
or 'intégrale généralisée e~ dt converge puisque a > 0 donc F est définie et continue

a
sur [a, +oo[ pour tout @ > 0. On en déduit que F' est définie et continue sur |0, 4o00].

2.2 Théoréme

Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur [a,b[x [ & valeurs dans R ou C.
On suppose que

b
a) pour tout x € I, 'intégrale généralisée / f(t,x) dt converge ;
a

: c o Of .
b) la dérivée partielle 8_f existe et est continue sur [a, b[x [ ;
x
¢) il existe une fonction g localement intégrable sur [a,b| et & valeurs dans R™ telle

b
que l'intégrale généralisée / g(t) dt converge, et vérifiant

O (¢ )

o < g(t)

V(t,z) € [a,b[xI,

b
Alors la fonction F'(z) = / f(t,x) dt est de classe C! sur I et on a

baf

Veel, Fl(z) = %(t,x) dt.
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Preuve :

On procéde comme dans la preuve du théoréme 2.1 : on pose pour tout n € N et tout

rzel .
:/ f(t,x) dt

ol (un)neN est une suite croissante dont le premier terme est a et qui a pour limite b~, et

alors F'(z Z fn(z). D’apres le theoréme 1.2, pour tout n € N f,, est de classe C! sur
I etona
vrel, fi(x) :/un O (4 ) at
non w,_, 0% '

De plus, si on note \,, = / g(t) dt, on a d’apres la condition c)
Un—1

VneN, Ve el, |fl(z) < M.

Or la série numeérique Y A, converge puisque

o0 b
> A= / g(t) dt
n=0 a

on en déduit alors que la série > f/ converge normalement, donc uniformément sur [ ;
par conséquent on peut appliquer le théoréme I11.5.3 : I est de classe C! sur I et on peut
dériver terme a terme la série

Veel, F'(z <an >_ Z/ a_f t:/+m%(t,x)dt.

0

Exemple

Considérons a nouveau la fonction f définie sur R? par

oat sint

Ve e R, f(t,xz) =

+00 int
F(x) = / emot 00 g
0 t

——sit#0et f(0,2) =1

et soit

On a vu précédemment que F' est définie sur |0, +00[; considérons a > 0, alors la dérivée

0
partielle 9f existe et est continue sur [0, +-o00[x[a, +00] :

Ox
of —
V(t,x) € [0, +oo[x[a, +oo], %(t,az) = —e "sint
et on a alors 5
V(t,x) € [0, +oo[x[a, +oo], ‘a—i(t,x)‘ <e @
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+00
or I'intégrale généralisée / e~ dt converge puisque a > 0 donc F est est de classe C*

a
sur [a, +oo[ pour tout a > 0, on en déduit aussitot que F est de classe C* sur ]0, +o00] et
on a pour tout z € |0, +o00|

, +oo . +o00 (i)t 1 1
Pay=-[ e smtdtz-lm(/ dt)t:—1m< ,):_2 |
0 0 Tr—1 2+ 1

Il existe donc un réel c tel que

Va €10, +o0], F(x)=c— Arctgx

or on a de maniére évidente la majoration

+oo 1
vz €10, +oo], |F(z) g/ it = 1
0

d’ou

lim F(z) =0

T——+00

L 1 ™ .
on en déduit alors que ¢ = 5 et ainsi

1
Vo € ]0,400], F(z) = g — Arctgr = Arctg;.
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