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I SÉRIES NUMÉRIQUES

1. Séries - Somme d’une série

1.1 Définitions et proposition

On considère n éléments u1, u2, · · · , un d’un K-espace vectoriel E ; on notera

u1 + u2 + · · ·+ un =
n∑
k=1

uk.

L’indice k est appelé indice de sommation et peut être remplacé par une autre lettre
(autre que u et n) : il s’agit d’un indice dit “muet”.

On a la propriété de linéarité suivante : si u1, u2, · · · , un, v1, v2, · · · , vn sont des éléments
de E et λ et µ des scalaires, on a

n∑
k=1

(λuk + µvk) = λ
n∑
k=1

uk + µ
n∑
k=1

vk.

D’autre part, on peut faire une “translation d’indices” dans une somme, i.e, si a est un
entier, en posant p = k + a, on a :

n∑
p=1

up =
n−a∑
k=1−a

uk+a.

1.2 Définitions

Soit (un)n∈N une suite de nombres réels ou complexes. On peut alors définir une autre
suite à partir de la suite (un)n∈N en posant pour tout entier n ∈ N

Sn =
n∑
k=0

uk.

On appelle série numérique de terme général un et on note
∑
un le couple ((un)n∈N, (Sn)n∈N).

Le nombre Sn est appelé somme partielle d’ordre n de la série
∑
un et la suite (Sn)n∈N

est appelée suite des sommes partielles de la série
∑
un.

1.3 Définition

Si une suite (un) de nombres réels ou complexes n’est définie qu’à partir du rang n0, on

peut considérer pour tout n ≥ n0 la somme partielle Sn =
n∑

k=n0

uk et définir ainsi la série

((un)n≥n0 , (Sn)n≥n0) que l’on notera
∑
n≥n0

un.

Réciproquement, à la série
∑
un et à l’entier n0, on peut associer la série

∑
n≥n0

un, dite

série déduite de
∑
un par troncature au rang n0.
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1.4 Définitions

Soit
∑
un une série à termes réels ou complexes. On dit que la série

∑
un converge si la

suite des sommes partielles Sn =
n∑
k=0

uk converge, et qu’elle diverge si la suite des sommes

partielles diverge.

Lorsque la série
∑
un converge, on appelle somme de la série la limite de la suite des

sommes partielles et on note

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

n∑
k=0

uk =
+∞∑
k=0

uk.

Lorsque la série
∑
un converge, on appelle reste d’ordre n de la série le nombre

Rn =
+∞∑
k=0

uk −
n∑
k=0

uk =
+∞∑

k=n+1

uk

qui converge alors vers 0.

On dit que deux séries sont de même nature lorsqu’elles convergent toutes les deux ou
lorsqu’elles divergent toutes les deux. Une série et sa série déduite par troncature sont
ainsi de même nature ; toutefois elles n’ont pas la même somme.

1.5 Exemples

a) Soit a ∈ C ; la série
∑
an, appelée série géométrique de raison a, converge si et seulement

si |a| < 1 et dans ce cas
+∞∑
n=0

an =
1

1− a
.

En effet Sn =
n∑
k=0

ak =
1− an+1

1− a
si a 6= 1 et Sn = n+ 1 si a = 1, d’où le résultat.

b) La série
∑
n≥1

1

n
, appelée série harmonique, diverge ; en effet :

si k ≥ 1, pour tout x ∈ [k, k + 1] on a
1

x
≤ 1

k
, d’où

∫ k+1

k

1

x
dx ≤ 1

k
. En sommant ces

inégalités on obtient alors

n∑
k=1

∫ k+1

k

1

x
dx ≤

n∑
k=1

1

k

or
n∑
k=1

∫ k+1

k

1

x
dx =

∫ n+1

1

1

x
dx = ln(n+ 1)

d’où

ln(n+ 1) ≤
n∑
k=1

1

k
.
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On en déduit que la suite des sommes partielles
n∑
k=1

1

k
tend vers +∞ et ainsi la série

harmonique diverge.

c) La série
∑
n≥1

(−1)n√
n

converge, en effet si Sn =
n∑
k=1

(−1)k√
k

, on a

S2n+2 − S2n =
1√

2n+ 2
− 1√

2n+ 1
< 0 et S2n+1 − S2n−1 = − 1√

2n+ 1
+

1√
2n

> 0.

De plus

S2n+1 − S2n = − 1√
2n+ 1

on en déduit que la suite (S2n)n≥1 est décroissante, la suite (S2n+1)n≥1 est croissante et
la suite (S2n+1 − S2n)n≥1 converge vers 0 : les suites (S2n)n≥1 et (S2n+1)n≥1 sont donc
adjacentes et par conséquent convergent vers la même limite l , donc la suite (Sn)n≥1

converge aussi vers l , i.e la série
∑
n≥1

(−1)n√
n

converge.

1.6 Procédé télescopique

Soit (vn)n∈N une suite à termes réels ou complexes et considérons un = vn+1− vn. La série∑
un converge si et seulement si la suite (vn)n∈N converge et dans ce cas on a

+∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

vn − v0.

Preuve :

En effet, on a
n∑
k=0

uk =
n∑
k=0

(vk+1 − vk) = vn+1 − v0 d’où le résultat.

�

1.7 Exemples

a) La série
∑
n≥1

1

n(n+ 1)
converge ; en effet, on a pour tout n ≥ 1,

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
.

b) La série
∑
n≥1

ln

(
1 +

1

n

)
diverge ; en effet, on a pour tout n ≥ 1

ln

(
1 +

1

n

)
= ln

(
n+ 1

n

)
= ln(n+ 1)− ln(n).
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1.8 Proposition

Si la série
∑
un converge, alors son terme général un tend vers 0.

Preuve :

En effet, si la série
∑
un converge, la suite des sommes partielles Sn =

n∑
k=0

uk converge

vers une limite finie S ; alors on a

un = Sn − Sn−1 −→ S − S = 0.

�

Remarque Cette condition nécessaire de convergence d’une série n’est pas suffisante : en

effet, la série harmonique diverge alors que son terme général
1

n
tend vers 0.

1.9 Proposition

Considérons deux séries à termes réels ou complexes
∑
un et

∑
vn et λ ∈ R ou C non

nul.

a) Si les séries
∑
un et

∑
vn convergent, alors la série

∑
(un + vn) converge et on a

+∞∑
n=0

(un + vn) =
+∞∑
n=0

un +
+∞∑
n=0

vn.

Si l’une des deux séries converge et l’autre diverge, la série
∑

(un + vn) diverge.

b) Les deux séries
∑
un et

∑
(λun) sont de même nature et si

∑
un converge, alors on a

+∞∑
n=0

(λun) = λ
+∞∑
n=0

un.

Preuve : découle immédiatement des propriétés des limites de suites.

�

Remarque On ne peut rien dire de la série
∑

(un + vn) si les deux séries
∑
un et

∑
vn

divergent. En effet les deux séries
∑
n≥1

1

n
et
∑
n≥1

(
− 1

n

)
divergent alors que la série somme

est la série nulle donc converge ; par contre, la série
∑
n≥1

(
1

n
+

1

n

)
diverge.

1.10 Proposition

Soit
∑
un une série à termes réels ou complexes ; on suppose que les séries

∑
u2n et∑

u2n+1 convergent alors la série
∑
un converge et on a

+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

u2n +
+∞∑
n=0

u2n+1.
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Preuve :

Notons Sn =
n∑
k=0

uk, alors on a :

∀n ∈ N, S2n =
2n∑
k=0

uk =
n∑
p=0

u2p +
n−1∑
p=0

u2p+1

et

∀n ∈ N, S2n+1 =
2n+1∑
k=0

uk =
n∑
p=0

u2p +
n∑
p=0

u2p+1

or les séries
∑
u2n et

∑
u2n+1 convergent donc Tn =

n∑
p=0

u2p a une limite finie L et

Vn =
n∑
p=0

u2p+1 a une limite finie L′ ; on en déduit que

lim
n→+∞

S2n = lim
n→+∞

(Tn + Vn−1) = L+ L′

et
lim

n→+∞
S2n+1 = lim

n→+∞
(Tn + Vn) = L+ L′.

Comme l’ensemble des nombres pairs et l’ensemble des nombres impairs forment une
partition de N, on en déduit que

lim
n→+∞

Sn = L+ L′

donc la série
∑
un converge et on a

+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

u2n +
+∞∑
n=0

u2n+1.

�

2. Séries absolument convergentes

2.1 Critère de Cauchy

Soit
∑
un une série à termes réels ou complexes ; la série

∑
un converge si et seulement

si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m ∈ N, m > n ≥ N =⇒

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

uk

∣∣∣∣∣ < ε.

Preuve :

Il suffit d’appliquer le critère de Cauchy à la suite des sommes partielles Sn =
n∑
k=0

uk

puisque Sm − Sn−1 =
m∑
k=n

uk.
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2.2 Définition

On dit qu’une série
∑
un à termes réels ou complexes converge absolument, ou est abso-

lument convergente, si la série à termes positifs
∑
|un| converge.

2.3 Théorème

Soit
∑
un une série à termes réels ou complexes ; si la série

∑
un est absolument conver-

gente, alors elle est convergente, de plus on a∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

un

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=0

|un|.

Preuve :

La série
∑
|un| étant convergente, elle vérifie le critère de Cauchy 2.1 : pour tout ε > 0,

il existe N ∈ N tel que pour tous n et m ∈ N ,

m > n ≥ N =⇒
m∑
k=n

|uk| < ε.

Or l’inégalité triangulaire nous donne∣∣∣∣∣
m∑
k=n

uk

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=n

|uk|

d’où

m > n ≥ N =⇒

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

uk

∣∣∣∣∣ < ε

et ainsi la série
∑
un converge, toujours d’après le critère de Cauchy.

D’autre part, on a également pour tout m ∈ N∣∣∣∣∣
m∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=0

|uk|

on obtient alors, quand m −→ +∞∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
k=0

|uk|.

�

RemarqueUne série peut être convergente sans être absolument convergente ; par exemple

on a vu en 1.5 que la série
∑
n≥1

(−1)n√
n

converge mais la série
∑
n≥1

1√
n

diverge puisqu’on a

∀n ≥ 1,
n∑
k=1

1√
k
≥
∫ n+1

1

dx√
x

= 2(
√
n+ 1− 1) −→ +∞ quand n −→ +∞.
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3. Séries à termes positifs

3.1 Proposition

Soit
∑
un une série à termes réels positifs et considérons la suite des sommes partielles

Sn =
n∑
k=0

uk ; alors la suite (Sn)n∈N est croissante et la série
∑
un converge si et seulement

si la suite (Sn)n∈N est majorée. Dans ce cas, on a

∀n ∈ N, Sn ≤
+∞∑
k=0

uk.

Preuve :

Pour tout n ∈ N on a Sn+1 − Sn = un+1 ≥ 0 donc la suite (Sn)n∈N est croissante : elle
converge donc si et seulement si elle est majorée. De plus dans ce cas, la limite de la suite
(Sn)n∈N majore tous les termes de la suite.

�

3.2 Proposition

Soient
∑
un et

∑
vn deux séries à termes réels vérifiant :

∃N ∈ N tel que n ≥ N =⇒ 0 ≤ un ≤ vn

alors

a) Si la série
∑
vn converge, la série

∑
un converge.

b) Si la série
∑
un diverge, la série

∑
vn diverge.

Preuve : comme une série et sa série déduite par troncature au rang N sont de même
nature, on fera la démonstration dans le cas N = 0.

Posons, pour tout n ∈ N, Sn =
n∑
k=0

uk et Tn =
n∑
k=0

vk. En sommant les inégalités 0 ≤ un ≤

vn pour tout n ∈ N, on obtient alors

∀n ∈ N, 0 ≤ Sn ≤ Tn.

Si la série
∑
vn converge, la suite (Tn)n∈N est majorée donc la suite (Sn)n∈N également et

ainsi la série
∑
un converge d’après 3.1.

Si la série
∑
un diverge, alors la suite (Sn)n∈N n’est pas majorée et lim

n→+∞
Sn = +∞ donc

lim
n→+∞

Tn = +∞ également et ainsi la série
∑
vn diverge.

�
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3.3 Proposition

Soient
∑
un et

∑
vn deux séries à termes réels vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Il existe N ∈ N tel que n ≥ N =⇒ vn est de signe constant ;

b) un ∼ vn quand n −→ +∞.

Alors les séries
∑
un et

∑
vn sont de même nature.

Preuve :

On peut supposer que la suite (vn) est à termes positifs à partir du rang N (sinon on
raisonne sur −vn) ;

De plus un ∼ vn quand n −→ +∞, donc il existe une suite (αn)n∈N convergeant vers 1
telle que pour n assez grand, un = αnvn et vn ≥ 0. Comme lim

n→+∞
αn = 1, il existe donc

N0 ∈ N tel que

n ≥ N0 =⇒ 1

2
≤ αn ≤

3

2
et vn ≥ 0

d’où

n ≥ N0 =⇒ 1

2
vn ≤ un ≤

3

2
vn.

les propositions 1.9 et 3.2 nous permettent alors de conclure.

�

Exemple Reprenons un = ln

(
1 +

1

n

)
pour tout n ≥ 1 étudié dans 1.7 : on a un > 0 et

un ∼
1

n
or la série harmonique diverge, donc la série

∑
n≥1

ln

(
1 +

1

n

)
diverge.

Remarque

La proposition 3.3 n’est valable que pour les séries à termes de signe constant comme le
prouve le contre-exemple suivant :

considérons un =
(−1)n√

n
+

1

n
et vn =

(−1)n√
n

pour tout n ≥ 1 ; on a vu en 1.6 que la série∑
vn converge et que la série harmonique diverge, donc la série

∑
un diverge d’après 1.9.

Cependant, on a pour tout n ≥ 1

un
vn

= 1 +
(−1)n

n3
2

−→ 1 quand n −→ +∞

donc un ∼ vn quand n −→ +∞.

8



3.4 Proposition

Soit f une fonction continue, décroissante, positive sur un intervalle [N,+∞[ (N ∈ N) ;
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) la série
∑
n≥N

f(n) converge ;

b) la série
∑
n≥N

∫ n+1

n

f(t) dt converge ;

c) la fonction F (x) =

∫ x

N

f(t) dt admet une limite finie en +∞.

Preuve :

a) =⇒ b) : comme f est décroissante sur [N,+∞[, on a pour tout n ≥ N

∀t ∈ [n, n+ 1], f(n+ 1) ≤ f(t) ≤ f(n)

d’où

0 ≤ f(n+ 1) =

∫ n+1

n

f(n+ 1) dt ≤
∫ n+1

n

f(t) dt ≤
∫ n+1

n

f(n) dt = f(n) (∗)

donc, si la série
∑
n≥N

f(n) converge, alors la série
∑
n≥N

∫ n+1

n

f(t) dt converge d’après 3.2.

b) =⇒ c) : supposons que la série
∑
n≥N

∫ n+1

n

f(t) dt converge.

D’après la relation de Chasles on a

n∑
k=N

∫ k+1

k

f(t) dt =

∫ n+1

N

f(t) dt = F (n+ 1)

donc la suite (F (n + 1))n≥N possède une limite finie l . Or la fonction f étant positive
sur [N,+∞[, la fonction F est croissante sur [N,+∞[ donc possède une limite quand
x −→ +∞ qui ne peut donc être que l .

c) =⇒ a) : Si F (x) admet une limite finie l en +∞, alors la suite (F (n+ 1))n≥N converge

vers l , i.e la série
∑
n≥N

∫ n+1

n

f(t) dt converge. On en déduit alors que la série
∑
n≥N

f(n+ 1)

converge grâce à l’encadrement (*), donc la série
∑
n≥N

f(n) converge également.

�
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3.5 Proposition

Soient
∑
un et

∑
vn deux séries à termes réels strictement positifs. On suppose qu’il

existe n0 ∈ N tel que

n ≥ n0 =⇒ un+1

un
≤ vn+1

vn

alors on a

a) si la série
∑
vn converge, la série

∑
un converge ;

b) si la série
∑
un diverge, la série

∑
vn diverge.

Preuve :

On a pour tout n ≥ n0 − 1,
0 ≤ un

un−1

≤ vn
vn−1

0 ≤ un−1

un−2

≤ vn−1

vn−2

...

0 ≤ un0+1

un0

≤ vn0+1

vn0

alors, en multipliant ces inégalités, on obtient pour tout n ≥ n0,

0 ≤ un
un0

≤ vn
vn0

i.e

0 ≤ un ≤
(
un0

vn0

)
vn.

Il ne reste plus qu’à appliquer 3.2 pour obtenir la proposition.

�

3.6 Règle de d’Alembert

Soit
∑
un une série à termes réels strictement positifs telle que la suite

(
un+1

un

)
n∈N

possède

une limite l ∈ R+ ∪ {+∞}.

alors on a

a) si l < 1, la série
∑
un converge ;

b) si l > 1 ou l = 1+, la série
∑
un diverge.

10



Preuve :

a) Si l < 1, il existe ε > 0 tel que a = l+ ε < 1 ; d’autre part, lim
n→+∞

un+1

un
= l donc il existe

N ∈ N tel que
n ≥ N =⇒ l − ε ≤ un+1

un
≤ l + ε = a.

Posons vn = an, on a alors

n ≥ N =⇒ un+1

un
≤ a =

vn+1

vn
.

Or a < 1 donc la série
∑
vn converge, par conséquent la série

∑
un converge d’après 3.5.

b) Si l > 1 ou l = 1+, il existe N ∈ N tel que

n ≥ N =⇒ un+1

un
≥ 1 =

1n+1

1n
.

Comme la série
∑

1n diverge, la série
∑
un diverge, toujours d’après 3.5.

�

Remarques

a) On ne peut pas conclure si l = 1 : en effet si un =
1

n
ou un =

1

n(n+ 1)
on a

lim
n→+∞

un+1

un
= 1. Mais la série

∑
n≥1

1

n
diverge alors que la série

∑
n≥1

1

n(n+ 1)
converge.

b) Une série
∑
un à termes réels strictement positifs peut converger sans que la suite(

un+1

un

)
ait une limite.

3.7 Règle de Cauchy

Soit
∑
un une série à termes réels strictement positifs telle que la suite ( n

√
un)n∈N possède

une limite l ∈ R+ ∪ {+∞}.

Alors on a

a) Si l < 1, la série
∑
un converge.

b) Si l > 1 ou l = 1+, la série
∑
un diverge.

Preuve :

a) Si l < 1, il existe ε > 0 tel que a = l + ε < 1 ; d’autre part, lim
n→+∞

n
√
un = l donc il

existe N ∈ N tel que
n ≥ N =⇒ l − ε ≤ n

√
un ≤ l + ε = a

d’où

n ≥ N =⇒ un ≤ an.

Or a < 1 donc la série
∑
an converge, par conséquent la série

∑
un converge d’après 3.2.
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b) Si l > 1 ou l = 1+, il existe N ∈ N tel que

n ≥ N =⇒ n
√
un ≥ 1

et donc
n ≥ N =⇒ un ≥ 1.

Par conséquent, la suite (un)n∈N ne converge pas vers 0 : la série
∑
un diverge donc.

�

Remarques

a) La règle de Cauchy ne permet pas de conclure quand l = 1 : en effet si un =
1

n

ou un =
1

n(n+ 1)
on a lim

n→+∞
n
√
un = 1. Mais la série

∑
n≥1

1

n
diverge alors que la série∑

n≥1

1

n(n+ 1)
converge.

b) On peut montrer que si
∑
un est une série à termes réels strictement positifs telle que

lim
n→+∞

un+1

un
= l, alors lim

n→
n
√
un = l. Par conséquent si on se trouve dans le cas douteux

l = 1 pour la règle de d’Alembert, il est inutile d’essayer la règle de Cauchy.

c) Une série
∑
un à termes réels strictement positifs peut converger sans que la suite

( n
√
un) ait une limite.

3.8 Séries de Riemann

On appelle série de Riemann toute série dont le terme général est de la forme un =
1

nα
où α ∈ R.

La série de Riemann
∑
n≥1

1

nα
converge si et seulement si α > 1.

Preuve :

Si α ≤ 0, la suite
1

nα
ne tend pas vers 0 donc la série de Riemann

∑
n≥1

1

nα
diverge.

Si α > 0, considérons la fonction f(x) =
1

xα
sur [1,+∞[ : elle est continue, décroissante

et positive et si on note F (x) =

∫ x

1

f(t) dt, on a

F (x) =
x1−α

1− α
si α 6= 1 et F (x) = ln x si α = 1.

par conséquent F(x) possède une limite finie en +∞ si et seulement si α > 1 : on déduit

12



alors de 3.4 que la série de Riemann
∑
n≥1

1

nα
converge si et seulement si α > 1.

�

3.9 Règle de Riemann

Soit
∑
un une série à termes réels strictement positifs et soit α ∈ R. On suppose que

(nαun)n≥1 possède une limite l. Alors on a

a) Si l est finie non nulle, les séries
∑
un et

∑
n≥1

1

nα
sont de même nature.

b) Si l = 0 et α > 1, la série
∑
un converge.

c) Si l = +∞ et α ≤ 1, la série
∑
un diverge.

Preuve : tout d’abord, remarquons que l ≥ 0 nécessairement.

a) Si l est finie non nulle, alors un ∼
l

nα
; on déduit alors de 3.3 que les séries

∑
un et∑

n≥1

1

nα
sont de même nature.

b) Si l = 0 et α > 1, pour ε = 1, il existe N1 ∈ N tel que

n ≥ N1 =⇒ nαun ≤ 1

d’où

n ≥ N1 =⇒ un ≤
1

nα
.

On déduit alors de 3.2 et 3.8 que la série
∑
un converge.

c) Si l = +∞ et α ≤ 1, il existe N2 ∈ N tel que

n ≥ N2 =⇒ nαun ≥ 1

d’où

n ≥ N2 =⇒ un ≥
1

nα
.

On déduit alors de 3.2 et 3.8 que la série
∑
un diverge.

�

Remarques

a) Si l = 0 et α ≤ 1, on ne peut pas conclure : avec α =
1

2
, on a nα

1

n
−→ 0 et la série∑

n≥1

1

n
diverge, alors que nα

1

n
3
2

−→ 0 et la série
∑
n≥1

1

n
3
2

converge.
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b) De même on ne peut pas conclure si l = +∞ et α > 1 : avec α =
7

4
, on a nα

1

n
−→ +∞

et la série
∑
n≥1

1

n
diverge, alors que nα

1

n
3
2

−→ +∞ et la série
∑
n≥1

1

n
3
2

converge.

Exemples

a) Posons un = e−n
2 : on a un > 0 et n2un −→ 0 donc la série

∑
e−n

2 converge.

b) Posons un =
1

lnn
pour tout n ≥ 1 : on a un > 0 et nun −→ +∞ donc la série

∑ 1

lnn
diverge.

4. Séries semi-convergentes

4.1 Définition

On dit qu’une série à termes réels ou complexes est semi-convergente si et seulement si
elle est convergente sans être absolument convergente.

4.2 Critère de Leibniz (dit des séries alternées)

Soit (un)n∈N une suite réelle décroissante, tendant vers 0 (donc à termes positifs). Alors
la série (dite alternée)

∑
(−1)nun est convergente, de plus on a la majoration du reste

suivante : ∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

(−1)kuk

∣∣∣∣∣ ≤ un+1.

Preuve : Soit Sn =
n∑
k=0

uk la somme partielle de la série
∑
un, on a alors

∀n ∈ N, S2n+2 − S2n = u2n+2 − u2n+1 ≤ 0 et S2n+1 − S2n−1 = −u2n+1 + u2n ≥ 0.

Ainsi la suite (S2n) est décroissante et la suite (S2n+1) est croissante. De plus on a

∀n ∈ N, S2n+1 − S2n = −u2n+1

donc la suite (S2n+1 − S2n) tend vers 0. Les suites (S2n) et (S2n+1) sont donc adjacentes
et ainsi convergent toutes les deux vers une même limite finie S. Par conséquent la suite
(Sn) converge vers S, i.e, la série

∑
un converge. De plus, on a

∀n ∈ N, S2n+1 ≤ S ≤ S2n+2 = S2n+1 + u2n+2

d’où

∀n ∈ N, 0 ≤ S − S2n+1 ≤ u2n+2

de même

∀n ∈ N, S2n − u2n+1 = S2n+1 ≤ S ≤ S2n

d’où

∀n ∈ N, −u2n+1 ≤ S − S2n ≤ 0.
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On en déduit que, pour tout entier n∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

(−1)kuk

∣∣∣∣∣ = |S − Sn| ≤ un+1.

Exemple La série
∑
n≥1

(−1)n

n
est semi-convergente.

�

4.3 Proposition

Soit
∑
un une série semi-convergente et soit

∑
vn une série absolument convergente ; alors

la série
∑

(un + vn) est semi-convergente.

Preuve :

La série
∑
vn étant absolument convergente est convergente, donc la série

∑
(un + vn) est

convergente. D’autre part, l’inégalité triangulaire nous donne :

∀n ∈ N, |un| ≤ |un + vn|+ |vn|.

donc, si la série
∑

(un+vn) était absolument convergente, la série
∑
un le serait également :

par conséquent la série
∑

(un + vn) est semi-convergente.

�

Remarque La somme de deux séries semi-convergentes peut être absolument conver-

gente : soient un =
(−1)n

n
et vn =

(−1)n+1

n
; les deux séries

∑
n≥1

un et
∑
n≥1

vn sont semi-

convergentes alors que leur somme est la série nulle donc est absolument convergente.

4.4 Critère d’Abel

Soit (vn)n∈N une suite réelle décroissante tendant vers 0 et soit (wn)n∈N une suite réelle
ou complexe vérifiant

∃M > 0, ∀n,m ∈ N, m > n =⇒ |wn + wn+1 + · · ·+ wm| ≤M.

Alors la série
∑
vnwn converge et on a∣∣∣∣∣

+∞∑
k=n

vkwk

∣∣∣∣∣ ≤Mvn.
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Preuve :

La preuve repose sur l’écriture suivante, appelée transformation d’Abel :

m∑
k=n

vkwk = vm

(
m∑
k=n

wk

)
+ (vm−1 − vm)

(
m−1∑
k=n

wk

)
+ · · ·+ (vn − vn+1)

(
n∑

k=n

wk

)
.

On en déduit

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

vkwk

∣∣∣∣∣ ≤ |vm|
∣∣∣∣∣
m∑
k=n

wk

∣∣∣∣∣+ |vm−1 − vm|

∣∣∣∣∣
m−1∑
k=n

wk

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |vn − vn+1|

∣∣∣∣∣
n∑

k=n

wk

∣∣∣∣∣ .
d’où ∣∣∣∣∣

m∑
k=n

vkwk

∣∣∣∣∣ ≤M (|vm|+ |vm−1 − vm|+ · · ·+ |vn − vn+1|) .

Or la suite (vn)n∈N décroît vers la limite 0 donc elle est à termes positifs et ainsi on a

|vm|+ |vm−1 − vm|+ · · ·+ |vn − vn+1| = vm + vm−1 − vm + · · ·+ vn − vn+1 = vn

d’où ∣∣∣∣∣
m∑
k=n

vkwk

∣∣∣∣∣ ≤Mvn (∗).

De plus, la suite (vn)n∈N converge vers 0 i.e

∀ε > 0,∃N ∈ N, n ≥ N =⇒ 0 ≤ vn ≤
ε

M

d’où

∀ε > 0,∃N ∈ N, m > n ≥ N =⇒

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

vkwk

∣∣∣∣∣ < ε.

Le critère de Cauchy permet alors de conclure que la série
∑
vnwn converge. De plus en

faisant tendre m vers +∞ dans l’inégalité (*) on obtient∣∣∣∣∣
+∞∑
k=n

vkwk

∣∣∣∣∣ ≤Mvn.

�
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5. Produit de séries

5.1 Définition et théorème

Soient
∑
un et

∑
vn deux séries à termes réels positifs convergentes. On pose pour tout

n ∈ N

wn =
n∑
k=0

ukvn−k

alors la série
∑
wn converge et on a

+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
.

La série
∑
wn est appelée produit des séries

∑
un et

∑
vn.

Preuve : Pour tout n ∈ N, considérons les sommes partielles Un =
n∑
k=0

uk, Vn =
n∑
k=0

vk et

Wn =
n∑
k=0

wk. D’autre part, notons

In = {(p, q) ∈ N2/ p+ q ≤ n} et Jn = {(p, q) ∈ N2/ p ≤ n et q ≤ n}.

Il est clair que pour tout n ∈ N, In ⊂ Jn ⊂ I2n, donc, comme les séries
∑
un et

∑
vn sont

à termes positifs, on en déduit∑
(p,q)∈In

upvq ≤
∑

(p,q)∈Jn

upvq ≤
∑

(p,q)∈I2n

upvq

or ∑
(p,q)∈Jn

upvq =

(
n∑
p=0

up

)(
n∑
q=0

vq

)
= UnVn

et

∑
(p,q)∈In

upvq =
n∑
s=0

( ∑
p+q=s

upvq

)
=

n∑
s=0

(
s∑

p=0

upvs−p

)
=

n∑
s=0

ws = Wn

d’où
∀n ∈ N, Wn ≤ UnVn ≤ W2n (∗)

Or les séries
∑
un et

∑
vn sont à termes positifs et convergent donc les suites à termes po-

sitifs (Un)n∈N et (Vn)n∈N sont majorées par conséquent la suite (UnVn)n∈N est elle aussi ma-
jorée : on en déduit que la suite (croissante) (Wn)n∈N converge i.e la série

∑
wn converge.

De plus, en faisant tendre n vers +∞ dans (*), on obtient

+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
.
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5.2 Théorème

Soient
∑
un et

∑
vn deux séries à termes réels ou complexes. Si

∑
un et

∑
vn sont

absolument convergentes, alors leur série produit
∑
wn est absolument convergente et on

a
+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
.

Preuve :

Avec les notations de la preuve de 5.1, on a pour tout n ∈ N

|wn| ≤
n∑
k=0

|uk||vn−k|

or les séries
∑
un et

∑
vn sont absolument convergentes, on en déduit alors d’après 5.1

que la série produit des séries
∑
|un| et

∑
|vn| converge, donc que la série

∑
wn converge

absolument d’après 3.2.
D’autre part, on a pour tout n ∈ N

UnVn −Wn =
∑

(p,q)∈Jn

upvq −
∑

(p,q)∈In

upvq =
∑

(p,q)∈Jn−In

upvq

d’où

|UnVn −Wn| =

∣∣∣∣∣∣
∑

(p,q)∈Jn−In

upvq

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

(p,q)∈Jn−In

|up||vq| =
∑

(p,q)∈Jn

|up||vq| −
∑

(p,q)∈In

|up||vq|

or ∑
(p,q)∈Jn

|up||vq| =

(
n∑
p=0

|up|

)(
n∑
q=0

|vq|

)
et ∑

(p,q)∈In

|up||vq| =
n∑
s=0

( ∑
p+q=s

|up||vq|

)
=

n∑
s=0

(
s∑

p=0

|up||vs−p|

)

d’où

|UnVn −Wn| ≤

(
n∑
p=0

|up|

)(
n∑
q=0

|vq|

)
−

n∑
s=0

(
s∑

p=0

|up||vs−p|

)
mais le terme de droite tend vers 0 quand n tend vers +∞ d’après 5.1 donc UnVn −Wn

également d’où
+∞∑
n=0

wn =

(
+∞∑
n=0

un

)(
+∞∑
n=0

vn

)
.

�
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Exemple

Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1 ; alors la série géométrique
∑
zn converge

absolument : faisons le produit de cette série par elle-même. Le coefficient de cette série
produit est donné par

wn =
n∑
k=0

zkzn−k =
n∑
k=0

zn = (n+ 1)zn.

Le théorème 5.2 permet alors d’affirmer que la série
∑

(n+ 1)zn converge absolument et
que

+∞∑
n=0

(n+ 1)zn =

(
+∞∑
n=0

zn

)2

=
1

(1− z)2
.

19



.

20



II SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

1.Convergence simple

1.1 Définition

Considérons une suite de fonctions (fn)n∈N définies sur un sous-ensemble I de R et à
valeurs dans R ou C et f une fonction définie sur I et à valeurs dans R ou C ; on dit
que la suite (fn)n∈N converge simplement vers f , ou que f est la limite simple de la suite
(fn)n∈N si et seulement si pour tout x ∈ I, la suite numérique (fn(x))n∈N converge vers
f(x) :

∀x ∈ I, ∀ε > 0, ∃Nx,ε ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ Nx,ε =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε.

Remarque : il est naturel de se demander si les propriétés des fonctions fn se transmettent
à leur limite simple f ; l’exemple suivant montre que la limite simple de fonctions continues
n’est pas continue en général :

Exemple

Pour tout n ∈ N, posons fn(x) = xn pour x ∈ [0, 1] ; alors la limite simple f de la suite
(fn)n∈N est donnée par f(x) = 0 si x ∈ [0, 1[ et f(1) = 1 : ainsi la limite simple f n’est
pas continue sur [0, 1] alors que pour tout n ∈ N, la fonction fn l’est.

1.2 Proposition

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R
convergeant simplement vers f , alors on a :

a) Si les fonctions fn sont positives sur I à partir d’un certain rang, f est positive sur I ;

b) Si les fonctions fn sont croissantes (resp. décroissantes) sur I à partir d’un certain rang,
f est croissante (resp. décroissante) sur I.

Preuve : La preuve repose sur la conservation des inégalités larges par passage à la limite.

�

2.Convergence uniforme

2.1 Norme infinie

Considérons une fonction f définie sur un sous-ensemble I de R et à valeurs dans R ou
C ; on suppose que f est bornée sur I i.e

∃M > 0 tel que ∀x ∈ I, |f(x)| ≤M.

Alors la fonction |f | est majorée donc admet une borne supérieure que l’on note ‖f‖∞ et
que l’on appelle norme infinie de f :

‖f‖∞ = sup
x∈I
|f(x)|.

Par définition de la borne supérieure on a alors :
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a) ∀x ∈ I, |f(x)| ≤ ‖f‖∞ ;

b) Si M est une constante telle que ∀x ∈ I, |f(x)| ≤M , alors ‖f‖∞ ≤M .

Si f n’est pas bornée sur I, on pose ‖f‖∞ = +∞.

2.2 Proposition

La norme infinie est effectivement une norme sur l’ensemble B des fonctions bornées de I
dans R (resp. C), i.e elle vérifie les 3 propriétés suivantes :

a) ∀f ∈ B, ‖f‖∞ = 0⇐⇒ f = 0 ;

b) ∀f ∈ B,∀λ ∈ R (ou C), ‖λf‖∞ = |λ|‖f‖∞ ;

c) ∀f et g ∈ B, ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

De plus, on a

d) ∀f et g ∈ B, ‖fg‖∞ ≤ ‖f‖∞‖g‖∞.

D’autre part, si f ou g n’est pas bornée sur I les propriétés a), b), c) et d) sont encore
vérifiées.

Preuve :

a) Soit f ∈ B ; si f = 0 il est clair que ‖f‖∞ = 0 ; réciproquement si ‖f‖∞ = 0, alors
∀x ∈ I, |f(x)| ≤ ‖f‖∞ = 0 i.e ∀x ∈ I, f(x) = 0 : f est donc la fonction nulle sur I.

b) Soit f ∈ B ; on a pour tout λ ∈ R (ou C) et pour tout x ∈ I

|λf(x)| = |λ||f(x)|

d’où le résultat.

c) Soient f et g ∈ B ; on a pour tout x ∈ I :

|(f + g)(x)| = |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞

d’où
‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞

par passage à la borne supérieure.

d) Soient f et g ∈ B ; on a pour tout x ∈ I :

|(fg)(x)| = |f(x)g(x)| = |f(x)||g(x)| ≤ ‖f‖∞‖g‖∞
d’où

‖fg‖∞ ≤ ‖f‖∞‖g‖∞
par passage à la borne supérieure.

�
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2.3 Définition

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et à valeurs dans
R ou C, et soit f une fonction définie sur I et à valeurs dans R ou C ; on dit que la suite
(fn)n∈N converge uniformément vers f si et seulement si la suite numérique (‖fn−f‖∞)n∈N
converge vers 0 i.e

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈ I, ∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε.

2.4 Proposition et définition

Soient (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et à valeurs
dans R ou C et f une fonction définie sur I et à valeurs dans R ou C.

a) Soit J une partie non vide de I : si la suite (fn)n∈N converge uniformément vers f , alors
la suite des restrictions à J des fonctions fn converge uniformément vers la restriction à
J de la fonction f : on dit que la suite (fn)n∈N converge uniformément vers f sur J .

b) Soient I1 et I2 deux parties non vides de I ; si (fn)n∈N converge uniformément vers f
sur I1 et sur I2, alors (fn)n∈N converge uniformément vers f sur I1 ∪ I2.

On dira qu’une suite (fn)n∈N de fonctions définies sur un intervalle I de R converge
uniformément localement sur I si elle converge uniformément sur tout segment contenu
dans I.

Preuve :

a) provient de l’inégalité

sup
x∈J
|fn(x)− f(x)| ≤ sup

x∈I
|fn(x)− f(x)|.

b) provient de l’égalité

sup
x∈I1∪I2

|fn(x)− f(x)| = max

(
sup
x∈I1
|fn(x)− f(x)|, sup

x∈I2
|fn(x)− f(x)|

)
.

�

2.5 Proposition

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R ou
C et soit f une fonction définie sur I et à valeurs dans R ou C telles que la suite (fn)n∈N
converge uniformément vers f sur I ; alors la suite (fn)n∈N converge simplement vers f
sur I.

Exemple

Posons pour tout n ∈ N, fn(x) = xn pour x ∈ [0, 1] ; alors la limite simple f de la suite
(fn)n∈N est donnée par f(x) = 0 si x ∈ [0, 1[ et f(1) = 1. Si (fn)n∈N converge uniformément
sur [0, 1], ce ne peut être que vers sa limite simple f d’après 2.5, étudions donc la suite
numérique (‖fn− f‖∞)n∈N :

23



si x ∈ [0, 1[, |fn(x)− f(x)| = xn et |fn(1)− f(1)| = 0 donc

‖fn− f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| = 1 = sup
x∈[0,1[

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,1[

xn = 1

et ainsi la suite (fn)n∈N ne converge pas uniformément sur [0, 1], ni sur [0, 1[.

Par contre si on fixe a ∈ [0, 1[, alors

sup
x∈[0,a]

|fn(x)− f(x)| = an −→ 0

et ainsi la suite (fn)n∈N converge uniformément sur [0, a] : on constate donc que la conver-
gence uniforme locale sur [0, 1[ n’entraîne pas la convergence uniforme sur [0, 1[.

Il n’est pas toujours possible de calculer explicitement ‖fn − f‖∞ comme on vient de le
faire, d’où l’utilité de la proposition suivante :

2.6 Proposition

La suite (fn)n∈N converge uniformément sur I si et seulement si il existe une suite réelle
(an)n∈N convergeant vers 0 telle que

∀x ∈ I,∀n ∈ N, |fn(x)− f(x)| ≤ an.

Preuve :

Si (fn)n∈N converge uniformément sur I, il suffit de prendre an = ‖fn − f‖∞.

Réciproquement, s’il existe une suite réelle (an)n∈N convergeant vers 0 telle que

∀x ∈ I,∀n ∈ N, |fn(x)− f(x)| ≤ an

alors on en déduit
∀n ∈ N, ‖fn − f‖∞ ≤ an

et ainsi ‖fn − f‖∞ −→ 0.

�

2.7 Proposition

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et à valeurs dans
R ou C et soit f une fonction définie sur I et à valeurs dans R ou C ; s’il existe une suite
(xn)n∈N de points de I telle que la suite numérique (fn(xn) − f(xn))n∈N ne converge pas
vers 0, alors la suite (fn)n∈N ne converge pas uniformément vers f sur I.

Preuve :

En effet, on a
∀n ∈ N, |fn(xn)− f(xn)| ≤ ‖fn − f‖∞.
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Alors si (fn)n∈N converge uniformément vers f sur I on a ‖fn − f‖∞ −→ 0 ; on en déduit
alors |fn(xn)−f(xn)| −→ 0 ce qui est absurde ; donc (fn)n∈N ne converge pas uniformément
vers f sur I.

�

2.8 Proposition

Soient (fn)n∈N et (gn)n∈N deux suites de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et
à valeurs dans R ou C de limites uniformes respectives f et g ; alors la suite (fn + gn)n∈N
converge uniformément vers f + g et si λ est un scalaire, la suite (λfn)n∈N converge
uniformément vers λf .

Preuve :

en effet on a d’après 2.2

‖(fn + gn)− (f + g)‖∞ ≤ ‖fn − f‖∞ + ‖gn − g‖∞

et
‖λfn − λf‖∞ = |λ|‖fn − f‖∞.

�

2.9 Critère de Cauchy de convergence uniforme

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et à valeurs dans
R ou C ; alors la suite (fn)n∈N converge uniformément si et seulement si on a :

∀ε > 0,∃N ∈ N, ∀m,n ∈ N, m > n ≥ N =⇒ ‖fn − fm‖∞ < ε.

Preuve :

Supposons le critère de Cauchy vérifié, alors on en déduit que pour tout ε > 0 il existe
N ∈ N tel que

∀x ∈ I, ∀m,n ∈ N, m > n ≥ N =⇒ |fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖∞ <
ε

2
(∗)

par conséquent pour tout x ∈ I, la suite numérique (fn(x))n∈N est une suite de Cau-
chy donc converge vers une limite que l’on notera f(x). Ainsi la suite (fn)n∈N converge
simplement vers f sur I. Or si on fait tendre m vers +∞ dans (∗) on obtient

∀x ∈ I, ∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ |fn(x)− f(x)| ≤ ε

2
< ε

et ainsi (fn)n∈N converge uniformément vers f sur I.

Réciproquement, si (fn)n∈N converge uniformément vers f sur I, alors

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ ‖fn − f‖∞ <
ε

2
.

Alors l’inégalité triangulaire nous donne

m > n ≥ N =⇒ ‖fn − fm‖∞ < ‖fn − f‖∞ + ‖f − fm‖∞ <
ε

2
+
ε

2
= ε
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et le critère de Cauchy de convergence uniforme est vérifié.

�

3 Propriétés des limites uniformes de suites de fonctions

3.1 Théorème

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un sous-ensemble I de R et à valeurs dans
R ou C de limite uniforme f sur I. Alors la fonction f est bornée sur I si et seulement si
il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , la fonction fn est bornée sur I.

Preuve :

La suite (fn)n∈N converge uniformément vers f sur I, donc pour ε = 1, il existe N1 ∈ N
tel que

n ≥ N1 =⇒ ‖fn − f‖∞ < 1.

Supposons qu’il existe N2 ∈ N tel que les fonctions fn soient bornées sur I pour tout
n ≥ N2, alors pour m = max(N1, N2), on a

‖f‖∞ ≤ ‖f − fm‖∞ + ‖fm‖∞ < 1 + ‖fm‖∞

et ainsi f est bornée sur I.

Réciproquement, si f est bornée sur I, on a pour tout n ≥ N1,

‖fn‖∞ ≤ ‖fn − f‖∞ + ‖f‖∞ < 1 + ‖f‖∞

et ainsi les fonctions fn sont bornées sur I pour tout n ≥ N1.

�

3.2 Théorème d’interversion des limites

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R
ou C de limite uniforme f sur I et soit a un point de I.

On suppose que pour tout n ∈ N, la fonction fn(x) admet une limite finie un quand x
tend vers a. Alors la suite numérique (un)n∈N admet une limite finie l et la fonction f(x)
admet l pour limite quand x tend vers a, i.e

lim
n→+∞

(
lim
x→a

fn(x)
)

= lim
x→a

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
.

Preuve :

Montrons que la suite (un)n∈N est une suite de Cauchy : puisque la suite (fn)n∈N converge
uniformément sur I, on a d’après le critère de Cauchy uniforme

∀ε > 0,∃N ∈ N, ∀m,n ∈ N, m > n ≥ N =⇒ ∀x ∈ I, |fn(x)− fm(x)| < ε

2
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alors en faisant tendre x vers a, on obtient

m > n ≥ N =⇒ |un − um| ≤
ε

2
< ε

et ainsi (un)n∈N est une suite de Cauchy donc possède une limite finie l. Montrons que
f(x) tend l quand x tend vers a :

Considérons ε > 0 ; comme (fn)n∈N converge uniformément vers f sur I, il existe N1 ∈ N
tel que

n ≥ N1 =⇒ ∀x ∈ I, |fn(x)− f(x)| < ε

3

de plus (un)n∈N converge vers l donc il existe N2 ∈ N tel que

n ≥ N2 =⇒ |un − l| <
ε

3
.

Posons alors N = max(N1, N2) : comme fN(x) tend vers uN quand x tend vers a, il existe
donc un voisinage V de a dans I tel que

∀x ∈ V , |fN(x)− uN | <
ε

3
.

On obtient alors

∀x ∈ V , |l − f(x)| ≤ |l − uN |+ |uN − fN(x)|+ |fN(x)− f(x)| < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

et ainsi f(x) tend vers l quand x tend vers a.

�

3.3 Théorème

a) Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans
R ou C convergeant uniformément vers une fonction f sur I et soit x0 un point de I ; si
fn est continue en x0 pour n assez grand, alors f est continue en x0.

b) Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R
ou C convergeant uniformément localement vers une fonction f sur I ; si fn est continue
sur I pour n assez grand, alors f est continue sur I.

Preuve :

a) On applique le théorème 3.2 pour a = x0 :

lim
n→+∞

(
lim
x→x0

fn(x)

)
= lim

x→x0

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
.

or la suite (fn)n∈N converge uniformément donc simplement vers f sur I, et pour tout n,
fn est continue en x0 d’où

lim
n→+∞

fn(x0) = lim
x→x0

f(x)

i.e
f(x0) = lim

x→x0

f(x)

donc f est continue en x0.
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b) Si (fn)n∈N converge uniformément localement vers une fonction f sur I, alors pour tout
x ∈ I, on considère un segment Ix de I contenant x et on applique a) : la suite (fn)n∈N
converge uniformément sur Ix et les fonctions fn sont continues en x donc f est continue
en x. Donc f est continue sur I.

�

3.4 Théorème

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies et continues sur un segment [a, b] de R et à
valeurs dans R ou C convergeant uniformément vers une fonction f sur [a, b] ; alors la suite

numérique
(∫ b

a

fn(x) dx

)
n∈N

converge vers
∫ b

a

f(x) dx, i.e on peut intervertir l’intégrale

et la limite :

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

lim
n→+∞

fn(x) dx.

Preuve :

On suppose a ≤ b (sinon on écrit
∫ b

a

fn(x) dx = −
∫ a

b

fn(x) dx). On a alors

∣∣∣∣∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

(fn(x)− f(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|fn(x)− f(x)| dx

or on a pour tout x ∈ [a, b], |fn(x)− f(x)| ≤ ‖fn − f‖∞, d’où∣∣∣∣∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

‖fn − f‖∞ dx = (b− a)‖fn − f‖∞.

Or ‖fn − f‖∞ tend vers 0 puisque la suite (fn)n∈N converge uniformément vers f , d’où

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

�

3.5 Théorème

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R
ou C ; on suppose que les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout n ∈ N, fn est de classe C1 sur I ;

b) la suite des dérivées (f ′n)n∈N converge uniformément localement vers une fonction g sur
I ;

c) il existe un point a de I telle que la suite numérique (fn(a))n∈N converge.

Alors la suite (fn)n∈N converge uniformément localement sur I vers une fonction f qui est
de classe C1 sur I et telle que f ′ = g.
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Preuve :

Notons l la limite de la suite (fn(a))n∈N et posons pour tout x ∈ I

f(x) = l +

∫ x

a

g(t) dt.

La fonction g étant continue sur I comme limite uniforme des fonctions continues f ′n, f
est dérivable sur I et f ′ = g.

D’autre part, les fonctions f ′n étant de classe C1 sur I, on a pour tout x ∈ I et tout n ∈ N

fn(x) = fn(a) +

∫ x

a

f ′n(t) dt

d’où pour tout x ∈ I

fn(x)− f(x) = fn(a)− l +

∫ x

a

(f ′n(t)− g(t)) dt.

Considérons maintenant deux éléments u et v de I tels que u < v et montrons que (fn)n∈N
converge uniformément vers f sur [u, v] : pour tout x ∈ [u, v] on a

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(a)− l|+
∣∣∣∣∫ x

a

(f ′n(t)− g(t) dt

∣∣∣∣ .
Or pour tout x ∈ [u, v], x et a appartiennent à l’intervalle [α, β] où [α, β] désigne [u, v] si
u ≤ a ≤ v, [a, v] si a < u et [u, a] si a > v, d’où

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(a)− l|+ |x− a| sup
t∈[α,β]

|f ′n(t)− g(t)|.

Or, pour tout x ∈ [u, v], on a |x − a| ≤ M = max (|a− u|, |v − a|, |v − u|) suivant que
a ∈ [u, v] ou pas, d’où

sup
x∈[u,v]

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(a)− l|+M sup
t∈[α,β]

|f ′n(t)− g(t)|.

Or la suite (f ′n)n∈N converge uniformément localement vers g sur I donc la suite
( sup
t∈[α,β]

|f ′n(t) − g(t)|)n∈N converge vers 0 ; d’autre part la suite (|fn(a) − l|)n∈N tend vers

0, on en déduit aussitôt que la suite ( sup
x∈[u,v]

|fn(x)− f(x)|)n∈N tend vers 0 i.e que la suite

(fn)n∈N converge uniformément vers f sur [u, v]. Donc (fn)n∈N converge uniformément
localement vers f sur I.

�

Remarque

Une limite uniforme de fonctions dérivables n’est pas dérivable en général : considérons
pour tout x ∈ R et tout n ≥ 1

fn(x) =

√
x2 +

1

n2
.

alors pour tout n ≥ 1, fn est dérivable sur R, mais la limite uniforme de la suite (fn)n∈N
est la fonction f(x) = |x| qui n’est pas dérivable en 0.
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3.6 Théorème

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R
ou C et soit k un entier ≥ 1 ; on suppose que les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout n ∈ N, fn est de classe Ck sur I ;

b) la suite des dérivées k-ièmes (f
(k)
n )n∈N converge uniformément localement vers une

fonction g sur I ;

c) il existe un point a de I telle que pour tout entier m ∈ [0, k − 1], la suite numérique
(f

(m)
n (a))n∈N converge.

Alors la suite (fn)n∈N converge uniformément localement sur I vers une fonction f qui est
de classe Ck sur I et telle que f (k) = g.

Preuve : récurrence sur k en utilisant 3.5.

4 Séries de fonctions

4.1 Définitions

Soit (un)n∈N une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R
ou C ; considérons la suite des sommes partielles (Sn)n∈N définie par

∀x ∈ I, ∀n ∈ N, Sn(x) =
n∑
k=0

uk(x).

a) On dit que la série
∑
un converge simplement sur I si pour tout x ∈ I, la série

numérique
∑
un(x) converge, i.e la suite des sommes partielles (Sn(x))n∈N possède une

limite finie.

b) On dit que la série
∑
un converge absolument simplement sur I si pour tout x ∈ I,

la série réelle
∑
|un(x)| converge, i.e la suite (Tn(x))n∈N définie par Tn(x) =

n∑
k=0

|uk(x)|

possède une limite finie.

c) On dit que la série
∑
un converge uniformément sur I si la suite des sommes partielles

(Sn)n∈N converge uniformément sur I i.e, si S désigne la limite uniforme de (Sn)n∈N, la
suite ‖Sn − S‖∞ tend vers 0.

d) On dit que la série
∑
un converge absolument uniformément sur I si la suite (Tn)n∈N

converge uniformément sur I.

e) On dit que la série
∑
un converge normalement sur I si la suite numérique

∑
‖un‖∞

converge.

4.2 Critère de Cauchy de convergence uniforme

Soit
∑
un une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R ou

C ; alors la série
∑
un converge uniformément sur I si et seulement si

∀ε > 0,∃N ∈ N, ∀m,n ∈ N, m > n ≥ N =⇒ ∀x ∈ I,

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε.
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Preuve : il s’agit tout simplement d’écrire le critère de Cauchy uniforme 3.9 pour la suite

des sommes partielles Sn(x) =
n∑
k=0

uk(x).

�

4.3 Proposition

a) Une série de fonctions convergeant normalement sur un intervalle I de R converge
absolument uniformément sur I ;

b) une série
∑
un convergeant absolument uniformément sur I converge uniformément

sur I et absolument simplement sur I ;

c) une série
∑
un convergeant uniformément sur I converge simplement sur I ;

d) une série
∑
un convergeant absolument simplement sur I converge simplement sur I.

Preuve :

a) Considérons une série de fonctions
∑
un(x) convergeant normalement sur un intervalle

I de R ; on a pour tout x ∈ I,
m∑

k=n+1

|uk(x)| ≤
m∑

k=n+1

‖uk‖∞

alors, comme la série
∑
‖un‖∞ converge, on a d’après le critère de Cauchy des séries

numériques,

∀ε > 0,∃N ∈ N, ∀m,n ∈ N, m > n ≥ N =⇒
m∑

k=n+1

‖uk‖∞ < ε

donc la série de fonctions
∑
|un(x)| vérifie le critère de Cauchy uniforme sur I : la série∑

un(x) converge donc absolument uniformément sur I.

b) On a pour tout x ∈ I, ∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n+1

|uk(x)|

donc une série
∑
un convergeant absolument uniformément sur I converge uniformément

sur I par le critère de Cauchy uniforme. De plus la convergence uniforme entraîne la
convergence simple.

c) La convergence uniforme entraîne la convergence simple.

d) La convergence absolue d’une série numérique entraîne la convergence.

�

4.4 Proposition

Soit
∑
un une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R ou C ;

si la série
∑
un converge uniformément sur I, alors la suite (un)n∈N converge uniformément

vers 0 sur I.
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Preuve :

En effet si la série
∑
un converge uniformément sur I, la suite des sommes partielles

(Sn)n∈N converge uniformément vers une fonction S sur I et alors la suite un = Sn−Sn−1

converge uniformément vers S − S = 0.

�

4.5 Critère de Weierstrass

Soit
∑
un une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R ou

C ; on suppose qu’il existe une série réelle convergente
∑
an telle que

∀x ∈ I, ∀n ∈ N, |un(x)| ≤ an

alors la série
∑
un converge normalement donc uniformément sur I.

Preuve :

On a par hypothèse
∀x ∈ I, ∀n ∈ N, |un(x)| ≤ an

donc
∀n ∈ N, ‖un‖∞ ≤ an

on en déduit aussitôt que la série
∑
‖un‖∞ converge par les règles de comparaison des

série positives : ainsi la série
∑
un converge normalement donc uniformément sur I.

�

4.6 Critère d’Abel uniforme

Soit (vn)n∈N une suite décroissante de fonctions définies sur un intervalle I de R et à
valeurs dans R convergeant uniformément vers 0 sur I, et soit (wn)n∈N une suite de
fonctions définies sur I et à valeurs dans R ou C vérifiant

∃M > 0, ∀n,m ∈ N, m > n =⇒ ∀x ∈ I, |wn(x) + wn+1(x) + · · ·+ wm(x)| ≤M.

Alors la série de fonctions
∑
vnwn converge uniformément sur I.

Preuve :

Appliquons le critère d’Abel aux séries numériques
∑
vn(x)wn(x) pour tout x ∈ I : on a

alors

∀x ∈ I,∀n ∈ N ,

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

vk(x)wk(x)

∣∣∣∣∣ ≤M |vn+1(x)|

d’où

∀n ∈ N ,

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

vk(x)wk(x)

∣∣∣∣∣ ≤M‖vn+1‖∞.
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Or la suite (vn)n∈N converge uniformément vers 0 sur I donc ‖vn+1‖∞ tend vers 0 et ainsi
le reste de la série

∑
vnwn converge uniformément vers 0, i.e la série

∑
vnwn converge

uniformément.

�

4.7 Critère de Leibniz uniforme

Soit (vn)n∈N une suite décroissante de fonctions définies sur un intervalle I de R et à
valeurs dans R convergeant uniformément vers 0 sur I ; alors la série alternée

∑
(−1)nvn

converge uniformément sur I.

Preuve :

Il suffit d’appliquer le critère d’Abel uniforme à la suite wn = (−1)n.

�

5 Propriétés des sommes de séries de fonctions

5.1 Théorème

Soit
∑
un une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R ou

C convergeant uniformément localement sur I ; alors si les fonctions un sont continues sur
I pour tout n ∈ N, la somme de la série

∑
un est une fonction continue sur I.

Preuve :

Il suffit d’appliquer le théorème 3.3 à la suite des sommes partielles.

�

5.2 Théorème

Soit
∑
un une série de fonctions définies continues sur un segment [a, b] et à valeurs dans

R ou C convergeant uniformément sur [a, b] ; alors la série numérique
∑(∫ b

a

un(x) dx

)
converge et

+∞∑
n=0

(∫ b

a

un(x) dx

)
=

∫ b

a

(
+∞∑
n=0

un(x)

)
dx.

Preuve :

Il suffit d’appliquer le théorème 3.4 à la suite des sommes partielles.

�

5.3 Théorème

Soit
∑
un une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R ou

C ; on suppose que les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout n ∈ N, un est de classe C1 sur I ;
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b) la série des dérivées
∑
u′n converge uniformément localement sur I ;

c) il existe un point a de I telle que la série numérique
∑
un(a) converge.

Alors la série
∑
un converge uniformément localement sur I, sa somme est une fonction

de classe C1 sur I et on peut “dériver terme à terme”

∀x ∈ I,

(
+∞∑
n=0

un(x)

)′
=

+∞∑
n=0

u′n(x).

Preuve :

Il suffit d’appliquer le théorème 3.5 à la suite des sommes partielles.

�

5.4 Théorème

Soit
∑
un une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans R ou

C et soit k un entier ≥ 1 ; on suppose que les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout n ∈ N, un est de classe Ck sur I ;

b) la série
∑
u

(k)
n converge uniformément localement sur I ;

c) il existe un point a de I tel que pour tout entier j ∈ [0, k − 1] la série numérique∑
u

(j)
n (a) converge.

Alors la série
∑
un converge uniformément localement sur I, sa somme est une fonction

de classe Ck sur I et on peut “dériver terme à terme”

∀x ∈ I,∀j ∈ [0, k] ,

(
+∞∑
n=0

un(x)

)(j)

=
+∞∑
n=0

u(j)
n (x).

Preuve :

Il suffit d’appliquer le théorème 3.6 à la suite des sommes partielles.

�
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III SÉRIES ENTIÈRES

1. Séries entières - Rayon de convergence

1.1 Définition

Soit (an)n∈N une suite de nombre complexes ; on appelle série entière de coefficients (an)n∈N
la série de fonctions

∑
fn(x) définies sur C par

∀n ∈ N,∀x ∈ C, fn(x) = anx
n.

1.2 Lemme d’Abel

Soit
∑
anx

n une série entière et soit x0 un nombre complexe tel que la suite (anx
n
0 )n∈N

est bornée. Alors pour tout x ∈ C tel que |x| < |x0|, la série numérique
∑
anx

n converge
absolument.

Preuve :

La suite (anx
n
0 )n∈N étant bornée, il existe M > 0 tel que

∀n ∈ N, |anxn0 | ≤M.

Si x0 = 0, alors il n’existe aucun x ∈ C tel que |x| < |x0|.

Si x0 6= 0, on a alors, pour tout x ∈ C tel que |x| < |x0| et pour tout n ∈ N

|anxn| = |anxn0 |
∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣n ≤M

∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣n

or
∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣ < 1 donc la série géométrique
∑∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣n converge ; on en déduit que la série
∑
anx

n

converge absolument (théorème de comparaison des séries positives).

�

1.3 Corollaire

Soit
∑
anx

n une série entière et soit x0 un nombre complexe tel que la série numérique∑
anx

n
0 converge ; alors pour x ∈ C tel que |x| < |x0|, la série numérique

∑
anx

n converge
absolument.

Preuve :

En effet, comme la série
∑
anx

n
0 converge, le terme général anxn0 tend vers 0 donc la suite

(anx
n
0 )n∈N est bornée : on applique alors le lemme d’Abel.

�
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1.4 Théorème et définition

Soit
∑
anx

n une série entière ; alors l’ensemble

I = {r ≥ 0 / la suite (anr
n)n∈N est bornée }

est non vide : on appelle rayon de convergence de la série entière
∑
anx

n la borne supé-
rieure de I (qui est un élément de R+ ∪ {+∞}). De plus I est un intervalle de R dont la
borne inférieure est 0.

Preuve :

Considérons I = {r ≥ 0 / la suite (anr
n)n∈N est bornée} : I 6= ∅ car il contient 0, donc

I admet une borne supérieure R ∈ R+ ∪ {+∞}. De plus pour tout r ∈ I, et pour tout
r′ ∈ [0, r], on a

∀n ∈ N, |anr′n| ≤ |anrn|

donc la suite (anr
′n)n∈N est bornée également i.e r′ ∈ I : I est donc un intervalle de borne

inférieure 0.

�

1.5 Théorème

Soit
∑
anx

n une série entière ; alors le rayon de convergence R de la série entière
∑
anx

n

est l’unique élément de R+ ∪ {+∞} vérifiant les deux conditions suivantes :

a) pour tout x ∈ C tel que |x| < R, la série numérique
∑
anx

n converge absolument ;

b) pour tout x ∈ C tel que |x| > R, la série numérique
∑
anx

n diverge.

On appelle disque de convergence de la série entière
∑
anx

n le disque ouvert de centre 0
et de rayon R, D(0, R) = {x ∈ C / |x| < R}. Si on se limite à l’étude de la série entière∑
anx

n pour x réel , on appelle intervalle de convergence de la série entière l’intervalle
ouvert ]−R,R[.

Preuve :

Soit R le rayon de convergence de la série entière
∑
anx

n ; montrons que R vérifie les
conditions a) et b) :

Soit x ∈ C tel que |x| < R, alors il existe r > 0 tel que |x| < r < R, or I est un intervalle
de borne inférieure 0 et de borne supérieure R donc r ∈ I et ainsi la suite (anr

n)n∈N est
bornée ; or |x| < r, donc d’après le lemme d’Abel, la série

∑
anx

n converge absolument.

Soit x ∈ C tel que |x| > R, alors |x| 6∈ I donc la suite (an|x|n)n∈N n’est pas bornée,
par conséquent la suite (anx

n)n∈N ne tend pas vers 0 : on en déduit que la série
∑
anx

n

diverge.

Réciproquement, soit R′ vérifiant les conditions a) et b) : montrons que R′ = R.

Considérons un réel r vérifiant 0 ≤ r < R′ ; alors la série
∑
anr

n converge, donc la suite
(anr

n)n∈N tend vers 0 donc est bornée, ainsi r ∈ I, on en déduit alors que [0, R′[⊂ I, d’où
R′ ≤ R.
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Supposons R′ < R, alors il existe r1 et r2 tels que R′ < r1 < r2 < R ; comme r2 < R,
r2 ∈ I i.e la suite (anr

n
2 )n∈N est bornée : on en déduit alors que la série

∑
anr

n
1 converge

absolument d’après le lemme d’Abel, ce qui est absurde puisque r1 > R′ implique la
divergence de la série

∑
anr

n
1 . Donc R = R′.

�

Remarques Soit
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R.

a) Si R = 0, la série
∑
anx

n ne converge que pour x = 0 ;

b) Si R = +∞, la série
∑
anx

n converge absolument pour tout x ∈ C ;

c) on ne peut rien dire a priori du comportement de la série
∑
anx

n si |x| = R : on verra
dans la suite des exemples pour lesquels la série converge en tout point du bord du disque
de convergence, d’autres pour lesquels la série diverge en tout point du bord du disque de
convergence et enfin d’autres pour lesquels la série converge seulement en certains points
du bord du disque de convergence ;

d) La série entière
∑
|an|xn a pour rayon de convergence R.

Exemple

La série entière
∑
xn a pour rayon de convergence 1 ; en effet si |x| < 1, la série converge

absolument et si |x| > 1, la suite (xn)n∈N tend vers +∞ donc la série
∑
xn diverge.

1.6 Théorème

Soit
∑
anx

n une série entière ; alors le rayon de convergence R de la série entière
∑
anx

n

est l’unique élément de R+ ∪ {+∞} vérifiant les deux conditions suivantes :

a) pour tout réel r tel que 0 ≤ r < R, la suite (anr
n)n∈N converge vers 0 ;

b) pour tout réel r tel que r > R, la suite (anr
n)n∈N ne converge pas vers 0.

Preuve :

Soit R le rayon de convergence de la série entière
∑
anx

n ; montrons que R vérifie les
conditions a) et b) :

D’après 1.5, pour tout réel r tel que 0 ≤ r < R, la série
∑
anr

n converge absolument
donc la suite (anr

n)n∈N converge vers 0.

Soit r un réel tel que r > R : alors r 6∈ I, i.e la suite (anr
n)n∈N n’est pas bornée donc elle

ne tend pas vers 0.

Réciproquement, soit R′ vérifiant les conditions a) et b) : montrons que R′ = R.

Considérons un réel r vérifiant 0 ≤ r < R′ ; alors la suite (anr
n)n∈N tend vers 0 donc est

bornée : ainsi r ∈ I, on en déduit donc que [0, R′[⊂ I, d’où R′ ≤ R.

Supposons R′ < R, alors il existe r tel que R′ < r < R : comme r < R, d’après 1.5
la série

∑
anr

n converge absolument donc la suite (anr
n)n∈N tend vers 0 ce qui est en

contradiction avec le fait que r > R′ : on en déduit que R′ = R.

�
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1.7 Proposition

Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de nombres complexes. On note R1 le rayon de
convergence de la série

∑
anx

n et R2 le rayon de convergence de la série
∑
bnx

n.

a) s’il existe N ∈ N tel que n ≥ N =⇒ |an| ≤ |bn|, alors R2 ≤ R1 ;

b) si |an| ∼ |bn| au voisinage de +∞, alors R1 = R2.

Preuve :

a) S’il existe N ∈ N tel que n ≥ N =⇒ |an| ≤ |bn|, alors on a

∀x ∈ C,∀n ≥ N, |anxn| ≤ |bnxn|

or si |x| < R2, la série
∑
bnx

n converge absolument, donc par comparaison des séries
positives, la série

∑
anx

n converge absolument : on en déduit que R1 ≥ R2 d’après 1.5.

b) Si |an| ∼ |bn| au voisinage de +∞, alors pour tout x ∈ C∗, on a |anxn| ∼ |bnxn|
au voisinage de +∞, donc les deux séries positives

∑
|anxn| et

∑
|bnxn| sont de même

nature : on en déduit alors que R1 = R2 d’après 1.5.

�

Exemples

a) La série entière
∑

sinnxn a pour rayon de convergence R = 1, en effet :

∀n ∈ N, | sinn| ≤ 1

or la série entière
∑
xn a pour rayon de convergence 1, donc R ≥ 1 d’après 1.7.

D’autre part, la suite (sinn)n∈N ne tend pas vers 0, donc la série entière
∑

sinnxn diverge
en x = 1, d’où R = 1.

b) La série entière
∑ n

n+ 1
xn a pour rayon de convergence R = 1, en effet :

n

n+ 1
∼ 1 au voisinage de +∞

donc les séries entières
∑ n

n+ 1
xn et

∑
xn ont même rayon de convergence, à savoir 1.

1.8 Application des règles de Cauchy et d’Alembert

Soit
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R.

a) S’il existe un entier N tel que pour tout n ≥ N , an 6= 0 et si la suite (|an+1/an|)n≥N
converge vers l ∈ R+ ∪ {+∞}, alors R =

1

l
(avec la convention

1

0+
= +∞ et

1

+∞
= 0).

b) Si la suite ( n
√
|an|)n∈N converge vers l ∈ R+ ∪ {+∞}, alors R =

1

l
.
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Preuve :

a) On applique la règle de d’Alembert à la série
∑
anx

n :

∀x ∈ C∗, ∀n ≥ N,

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ |x| −→ l|x|

ainsi la série
∑
anx

n converge absolument si l|x| < 1 i.e si |x| < 1

l
et diverge si l|x| > 1

i.e si |x| > 1

l
: on en déduit que R =

1

l
.

b) Raisonnement analogue en appliquant la règle de Cauchy à la série
∑
anx

n.

�

Exemples

a) La série entière
∑ 2n+ 1

n+ 3
xn a pour rayon de convergence R = 1 ; en effet si on note

an =
2n+ 1

n+ 3
on a ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2n+ 3

n+ 4

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ n+ 3

2n+ 1

∣∣∣∣ −→ 1.

a) La série entière
∑ 1

n!
xn a pour rayon de convergence R = +∞ ; en effet si on note

an =
1

n!
on a ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ n!

(n+ 1)!

∣∣∣∣ =
1

n+ 1
−→ 0.

1.9 Proposition

Soit
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R.

a) Pour tout λ ∈ C∗, la série entière
∑
λnanx

n a pour rayon de convergence
R

|λ|
;

b) Pour tout entier p ≥ 1, la série entière
∑
anx

np a pour rayon de convergence p
√
R.

Preuve :

a) Pour tout λ ∈ C∗, et tout x ∈ C, on a

∀n ∈ N, λnanxn = an(λx)n

ainsi la série
∑
λnanx

n converge si |λx| < R i.e si |x| < R

|λ|
et diverge si |λx| > R i.e si

|x| > R

|λ|
, donc le rayon de convergence de la série

∑
λnanx

n est
R

|λ|
.

b) La série
∑
anx

np converge si |x|p < R i.e si |x| < p
√
R et diverge si |x|p > R i.e si

|x| > p
√
R donc le rayon de convergence de la série

∑
anx

np est p
√
R.

�
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2. Opérations sur les séries entières

2.1 Multiplication par un scalaire

Soient
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R et soit λ ∈ C∗ ; alors la série
entière

∑
(λan)xn a pour rayon de convergence R et pour tout x ∈ D(0, R), on a

+∞∑
n=0

(λan)xn = λ
+∞∑
n=0

anx
n.

Preuve :

Comme λ 6= 0, les séries numériques
∑
anx

n et
∑

(λan)xn sont de même nature, donc
ont le même rayon de convergence ; de plus sur le disque de convergence, on a l’égalité
voulue.

�

2.2 Somme de deux séries entières

Soient
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R1 et
∑
bnx

n une série entière de
rayon de convergence R2 ; alors le rayon de convergence R de la série entière

∑
(an+bn)xn

vérifie :

si R1 6= R2, R = inf(R1, R2)

si R1 = R2, R ≥ R1 = R2.

De plus pour tout x ∈ C tel que |x| < inf(R1, R2), on a

+∞∑
n=0

(an + bn)xn =
+∞∑
n=0

anx
n +

+∞∑
n=0

bnx
n.

Preuve :

Si |x| < inf(R1, R2) alors les séries numériques
∑
anx

n et
∑
bnx

n convergent donc la série
somme

∑
(an + bn)xn converge : on en déduit que R ≥ inf(R1, R2) et que pour tout x tel

que |x| < inf(R1, R2)

+∞∑
n=0

(an + bn)xn =
+∞∑
n=0

anx
n +

+∞∑
n=0

bnx
n.

Si R1 6= R2, par exemple R1 < R2, considérons x ∈ C tel que R1 < |x| < R2 ; alors la série
numérique

∑
anx

n diverge et la série numérique
∑
bnx

n converge donc la série somme
diverge : on en déduit que R ≤ R1 = inf(R1, R2), d’où R = inf(R1, R2).

�

Remarque

On ne peut rien dire sur le rayon de convergence de la série somme quand R1 = R2 : par
exemple les séries entières

∑
xn et

∑
(−1)xn ont même rayon de convergence 1 mais leur

série somme est la série nulle de rayon +∞.
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2.3 Produit de deux séries entières

Soient
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R1 et
∑
bnx

n une série entière
de rayon de convergence R2 ; considérons pour tout n ∈ N

cn =
n∑
k=0

akbn−k

alors la série entière
∑
cnx

n a un rayon de convergence R ≥ inf(R1, R2) et pour tout
x ∈ C tel que |x| < inf(R1, R2), on a

+∞∑
n=0

cnx
n =

(
+∞∑
n=0

anx
n

)(
+∞∑
n=0

bnx
n

)
.

Preuve :

Si |x| < inf(R1, R2) alors les séries numériques
∑
anx

n et
∑
bnx

n convergent absolument
donc leur série produit également ; or le terme général de cette série produit est donné
par

n∑
k=0

(akx
k)(bn−kx

n−k) =

(
n∑
k=0

akbn−k

)
xn = cnx

n

Donc la série entière
∑
cnx

n a un rayon de convergence R ≥ inf(R1, R2) et si
|x| < inf(R1, R2), on a l’égalité

+∞∑
n=0

cnx
n =

+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(akx
k)(bn−kx

n−k)

)
=

(
+∞∑
n=0

anx
n

)(
+∞∑
n=0

bnx
n

)
.

�

Remarque

Il existe des séries entières ayant des rayons de convergence différents et dont la série
produit a un rayon de convergence R > inf(R1, R2) : posons en effet

an = 1 ∀n ∈ N et b0 = 1, b1 = −1, bn = 0 pour n ≥ 2

alors R1 = 1, R2 = +∞ et comme cn = 0 pour n ≥ 1, R = +∞.

3 Convergence uniforme - Propriétés des sommes de séries entières

3.1 Théorème

Soit
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R non nul.
Alors pour tout réel R′ tel que 0 < R′ < R, la série converge uniformément sur le disque
fermé D(0, R′) = {x ∈ C / |x| ≤ R′}.
Preuve :

Soit R′ ∈]0, R[ et considérons un réel r tel que R′ < r < R ; alors on a

∀x ∈ D(0, R′), ∀n ∈ N, |anxn| = |an|rn
(
|x|
r

)n
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or 0 < r < R donc la suite (anr
n) est bornée : il existeM > 0 tel que ∀n ∈ N, |an|rn ≤M ,

d’où
∀x ∈ D(0, R′), ∀n ∈ N, |anxn| ≤M

(
R′

r

)n
.

Or la série géométrique
∑(

R′

r

)n
converge puisque

∣∣∣∣R′r
∣∣∣∣ < 1. On en déduit alors que la

série
∑
anx

n converge normalement donc uniformément sur D(0, R′).

�

3.2 Théorème

Soit
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R non nul ; alors la somme de la

série S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n est une fonction continue sur l’intervalle de convergence ]−R,R[.

Preuve :

Pour tout n ∈ N la fonction fn(x) = anx
n est continue sur ] − R,R[ et la série converge

uniformément localement sur ] − R,R[ d’après 3.1, donc la fonction somme de la série
entière est continue sur ]−R,R[ d’après II.3.3.

�

3.3 Proposition

Soit r > 0 et soit
∑
anx

n une série entière de somme S(x) qui converge en tout point du
disque ouvert D(0, r). On suppose qu’il existe un point x0 vérifiant |x0| = r et tel que la
fonction t 7→ S(tx0) définie sur [0, 1[ n’admet pas de limite finie quant t → 1−. Alors le
rayon de convergence de la série entière

∑
anx

n est égal à r.

Preuve :

Soit x ∈ D(0, r), alors si on prend x1 tel que |x| < |x1| < r la série numérique
∑
anx

n
1

converge puisque x1 ∈ D(0, r), donc la série numérique
∑
anx

n converge absolument
d’après 1.3 : on en déduit que le rayon de convergence R de la série entière

∑
anx

n

vérifie R ≥ r. Si R > r = |x0|, alors la série entière (de la variable t)
∑

(anx
n
0 )tn converge

uniformément sur [−1, 1] d’après 3.1 puisque |tx0| ≤ |x0| < R, donc la fonction t 7→ S(tx0)
est continue en 1− ce qui contredit l’hypothèse, donc R = r.

�

3.4 Théorème d’Abel

Soit
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R non nul et de somme S ; on
suppose que la série converge en un point x0 de C tel que |x0| = R, alors on a :

lim
t→1−

S(tx0) = S(x0) =
+∞∑
n=0

anx
n
0 .
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Preuve :

On considère la série entière
∑
anx

n
0 t
n de la variable t ; posons pour tout t ∈ [0, 1] et tout

entier n
vn(t) = tn et wn = anx

n
0 .

Comme la série numérique
∑
anx

n
0 converge, on a

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n,m ∈ N,m > n ≥ N =⇒

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

wk

∣∣∣∣∣ < ε

2

or la suite (vn(t))n∈N est une suite décroissante de fonctions positives, donc d’après la
transformation d’Abel (cf. I.4.4), on a

∀t ∈ [0, 1],∀n,m ∈ N, ,m > n ≥ N =⇒

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

wkvk(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
vn(t) ≤ ε

2
< ε.

Il résulte alors du critère de Cauchy uniforme II.4.2 que la série entière
∑
anx

n
0 t
n converge

uniformément sur [0, 1] donc la somme de la série est continue sur [0, 1]. Or on a

+∞∑
n=0

vn(t)wn =


S(tx0) si t ∈ [0, 1[

+∞∑
n=0

anx
n
0 si t = 1

La continuité à gauche en 1 nous donne alors

lim
t→1−

S(tx0) = S(x0) =
+∞∑
n=0

anx
n
0 .

�

3.5 Définition et proposition

On appelle série dérivée d’une série entière
∑
anx

n la série
∑

(n+ 1)an+1x
n.

Une série entière et sa série dérivée ont même rayon de convergence.

Preuve :

Notons R le rayon de convergence de la série entière
∑
anx

n et R′ le rayon de convergence
de la série dérivée

∑
(n+ 1)an+1x

n. On a

∀n ∈ N, |an+1x
n+1| ≤ (n+ 1)|an+1x

n+1| = (n+ 1)|an+1x
n||x|.

Si |x| < R′, la série
∑

(n + 1)an+1x
n converge absolument, il en est donc de même de la

série
∑
an+1x

n+1 et donc de la série
∑
anx

n. On en déduit que R ≥ R′.

Si |x| < R, considérons un réel r tel que |x| < r < R, alors on a

∀n ∈ N, |(n+ 1)an+1x
n| = n+ 1

r

(
|x|
r

)n
|an+1|rn+1.
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Or
|x|
r

< 1, donc la suite
(
n+ 1

r

(
|x|
r

)n)
converge vers 0 donc est bornée : il existe

M > 0 tel que

∀n ∈ N,
n+ 1

r

(
|x|
r

)n
≤M

d’où

∀n ∈ N, |(n+ 1)an+1x
n| ≤M |an+1|rn+1.

Or la série
∑
an+1r

n+1 converge absolument puisque r < R donc il en est de même de la
série

∑
(n+ 1)an+1x

n, on en déduit R′ ≥ R et ainsi R′ = R.

�

3.6 Théorème

Soit
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R non nul ; alors sa somme S est
une fonction de classe C∞ sur l’intervalle de convergence ] − R,R[ et on peut “dériver
terme à terme” : pour tout entier p ≥ 1, et tout x ∈]−R,R[ on a

S(p)(x) =
+∞∑

n=p+1

n(n− 1) · · · (n− p+ 1)anx
n−p =

+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+px
n.

Preuve :

On montre facilement par récurrence grâce à 3.5, que les séries dérivées successives de la
série entière

∑
anx

n ont pour rayon de convergence R ; alors le théorème de dérivation
des séries de fonctions II.5.4 s’applique puisqu’une série entière converge uniformément
localement sur son intervalle de convergence.

�

Exemple

Considérons la série entière
∑
n≥1

xn

n
; on montre facilement avec la règle de d’Alembert que

R = 1 ; alors la somme S(x) =
+∞∑
n=1

xn

n
est dérivable sur ]− 1, 1[ et on peut dériver terme

à terme sur ]− 1, 1[ :

∀x ∈]− 1, 1[, S ′(x) =
+∞∑
n=1

xn−1 =
+∞∑
n=0

xn =
1

1− x

d’où
∀x ∈]− 1, 1[, S(x) = − ln(1− x)

puisque S(0) = 0.
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Or d’après le critère de Leibniz, la série entière
∑
n≥1

xn

n
converge en x = −1 : on déduit

alors du théorème d’Abel 3.4 l’identité suivante :

+∞∑
1

(−1)n

n
= − ln 2.

3.7 Théorème

Soit
∑
anx

n une série entière de rayon de convergence R non nul et de somme S(x). Alors
on a

a) La fonction S(x) est intégrable sur tout segment [a, b] contenu dans l’intervalle de
convergence ]−R,R[ et on a∫ b

a

+∞∑
n=0

anx
n dx =

+∞∑
n=0

an

∫ b

a

xn dx =
+∞∑
n=0

an
bn+1 − an+1

n+ 1
.

b) La fonction S(x) admet pour ensemble de primitives sur l’intervalle de convergence

]−R,R[ les fonctions Fλ(x) =
+∞∑
n=0

an
xn+1

n+ 1
+ λ où λ décrit R.

Preuve :

a) Il suffit d’appliquer le théorème II.5.2 puisque la série entière
∑
anx

n converge unifor-
mément sur tout segment de ]−R,R[.

b) Il suffit d’appliquer le théorème 3.6 à la série entière
∑

an
xn+1

n+ 1
.

�

4 Fonctions développables en série entière

4.1 Définition

Considérons un élément x0 de R et une fonction f : R → C définie au voisinage de x0 :
on dit que f est développable en série entière en x0 s’il existe une série entière

∑
anx

n de
rayon de convergence R non nul telle que

∃r > 0,∀x ∈ R, |x− x0| < r =⇒ f(x) =
+∞∑
n=0

an(x− x0)
n.

On notera que nécessairement r ≤ R et que ] − x0, x0[ est contenu dans le domaine de
définition de f .

Exemple

La fonction f définie sur R− {1} par

f(x) =
1

1− x
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est développable en série entière en 0 puisque

∀x ∈ R, |x| < 1 =⇒ f(x) =
+∞∑
n=0

xn.

Remarque

On peut toujours se ramener au cas x0 = 0 en effectuant le changement de variable
x 7→ x− x0 : on parle alors de fonction développable en série entière à l’origine.

4.2 Définition

Considérons une fonction f : R→ C de classe C∞ au voisinage de l’origine ; alors on peut
lui associer la série entière

+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

appelée série de Taylor à l’origine de f .

4.3 Théorème

Considérons une fonction f : R→ C développable en série entière à l’origine ; alors on a :

a) Il existe r > 0 tel que f est de classe C∞ sur ]− r, r[ ;
b) Le développement en série entière de f à l’origine coïncide avec sa série de Taylor à
l’origine.

Preuve :

a) La fonction f étant développable en série entière à l’origine, il existe une série entière∑
anx

n de rayon de convergence R non nul et un réel r ∈]0, R] tels que f coïncide avec

la somme S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n de la série sur ]− r, r[ ; or d’après 3.6, S est de classe C∞ sur

]−R,R[ donc a fortiori f est de classe C∞ sur ]− r, r[.
b) Toujours d’après 3.6, pour tout entier p ≥ 1, S est p-fois dérivable sur ]−R,R[ et pour
tout x ∈]−R,R[, on a

S(p)(x) =
+∞∑
n=0

(n+ p)(n+ p− 1) · · · (n+ 1)an+px
n

on en déduit que

f (p)(0) = S(p)(0) = p!ap i.e ap =
f (p)(0)

p!
.

�

Remarque

Une fonction f de classe C∞ sur un intervalle ]− r, r[ et dont la série de Taylor à l’origine
a un rayon de convergence non nul n’est pas nécessairement développable en série entière
à l’origine : la fonction f définie par

f(x) = e−
1

x2 si x 6= 0 et f(0) = 0
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est un contre-exemple (cf. exercice)

4.4 Corollaire

a) Si une fonction f est développable en série entière à l’origine, son développement en
série entière est unique.

b) Si les fonctions sommes de deux séries entières
∑
anx

n et
∑
bnx

n sont égales sur
un intervalle ]a, b[ contenant l’origine, alors les deux séries entières

∑
anx

n et
∑
bnx

n

coïncident, i.e on a
∀n ∈ N, an = bn.

c) Si une fonction f est développable en série entière à l’origine, alors ses fonctions dérivées
successives sont développables en série entière à l’origine et leurs développements sont les
séries entières dérivées successives du développement de f .

�

4.5 Proposition

Considérons une fonction f : R → C développable en série entière à l’origine : il existe
donc une série entière

∑
anx

n de rayon de convergence R non nul et un réel r ∈]0, R] tels
que

∀x ∈]− r, r[, f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n.

Alors toute primitive F de f est développable en série entière à l’origine et on a :

∀x ∈]− r, r[, F (x) = F (0) +
+∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1.

Preuve :

La fonction f étant continue admet des primitives : il suffit alors d’appliquer le théorème
3.6 à la série

∑ an
n+ 1

xn+1.

�

4.6 Théorème

Soit r > 0 et soit f : R→ C une fonction de classe C∞ sur ]− r, r[ telle qu’il existe C > 0
et M > 0 vérifiant

∀x ∈]− r, r[,∀n ∈ N,
∣∣∣∣f (n)(x)

n!

∣∣∣∣ ≤ CMn.

Alors, en notant r1 = min(
1

M
, r), on a

∀x ∈]− r1, r1[, f(x) =
+∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk

donc f est développable en série entière à l’origine.
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Preuve :

Considérons une fonction f : R → C de classe C∞ sur ]− r, r[ et telle qu’il existe C > 0
et M > 0 vérifiant

∀x ∈]− r, r[,∀n ∈ N,
∣∣∣∣f (n)(x)

n!

∣∣∣∣ ≤ CMn.

On a alors pour tout x ∈ R, ∣∣∣∣f (n)(0)

n!
xn
∣∣∣∣ ≤ C(|x|M)n.

D’autre part, d’après la formule de Taylor-Lagrange, pour tout x ∈]− r, r[ et tout entier
n ≥ 1, il existe u strictement compris entre 0 et x tel que

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n+1)(u)

(n+ 1)!
xn+1

alors on a ∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣f (n+1)(u)

(n+ 1)!

∣∣∣∣ |x|n+1

d’où ∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk

∣∣∣∣∣ ≤ C(M |x|)n+1

puisque |u| < |x| < r. Or si M |x| < 1, (M |x|)n+1 tend vers 0, donc, si on note

r1 = min(
1

M
, r), on a

∀x ∈]− r1, r1[, f(x)−
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk −→ 0 quand n −→ +∞

i.e

∀x ∈]− r1, r1[, f(x) =
+∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk

et ainsi f est développable en série entière à l’origine.

�
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5 Développements en série entière des fonctions usuelles

5.1 Théorème

On a pour tout réel x

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!

cosx =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

sinx =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

chx =
+∞∑
n=0

x2n

(2n)!

shx =
+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

Preuve :

Soit f(x) = ex : pour tout x ∈ R et tout entier n, on a f (n)(x) = ex donc, si on considère
un réel r > 0 quelconque, on a

∀x ∈]− r, r[,∀n ∈ N,
∣∣∣∣f (n)(x)

n!

∣∣∣∣ ≤ er

n!
.

Or la suite
(
rn

n!

)
converge vers 0 puisque la série

∑ rn

n!
converge d’après la règle de

d’Alembert ; on en déduit que la suite
(
rn

n!

)
est bornée : il existe donc un réel A tel que

∀x ∈]− r, r[,∀n ∈ N,
∣∣∣∣f (n)(x)

n!

∣∣∣∣ ≤ Aer
(

1

r

)n
.

et on applique alors le théorème 4.6 avec C = Aer et M =
1

r
, d’où

∀x ∈]− r, r[, f(x) =
+∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk

mais r est quelconque dans ]0,+∞[ donc

∀x ∈ R, ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
.

On fait une démonstration analogue pour les fonctions cos et sin. Enfin les développements
des fonctions ch et sh s’obtiennent en utilisant les définitions

chx =
ex + e−x

2
et shx =

ex − e−x

2
.
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5.2 Théorème

Pour tout x ∈]− 1, 1[ on a

(1 + x)α = 1 +
+∞∑
n=1

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn pour α ∈ R− N

ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n

ln(1− x) = −
+∞∑
n=1

xn

n

Arctg x =
+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1

Argth x =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
=

+∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1

Preuve :

Soit f(x) = (1 + x)α pour α ∈ R − N : f est C∞ sur ] − 1, 1[ donc la formule de Taylor
avec reste intégral nous permet d’écrire pour tout x ∈]− 1, 1[ et tout entier n ≥ 1

ρn(x) = f(x)−
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk =

∫ x

0

f (n+1)(t)

n!
(x− t)n dt.

Or pour tout x ∈]− 1, 1[ et tout entier n ≥ 1, on obtient par un calcul simple :

f (n)(x) = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + x)α−n

donc

ρn(x) =
α(α− 1) · · · (α− n)

n!

∫ x

0

(
x− t
1 + t

)n
(1 + t)α−1 dt

or pour tout x ∈]−1, 1[, l’application t 7→ x− t
1 + t

est décroissante sur l’intervalle Ix = [0, x]

si x ≥ 0 (resp. Ix = [x, 0] si x ≤ 0), d’où

∀t ∈ Ix,
∣∣∣∣x− t1 + t

∣∣∣∣ ≤ |x|
donc

|ρn(x)| ≤ an(x) =
|α(α− 1) · · · (α− n)|

n!
|x|n

∣∣∣∣∫ x

0

(1 + t)α−1 dt

∣∣∣∣ .
Or pour tout x 6= 0 dans ]− 1, 1[, on a∣∣∣∣an+1(x)

an(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣α− n− 1

n+ 1
x

∣∣∣∣
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donc ∣∣∣∣an+1(x)

an(x)

∣∣∣∣ −→ |x| quand n −→ +∞

donc la série
∑
an(x) converge pour tout x ∈]− 1, 1[ d’après la règle de d’Alembert : on

en déduit que lim
n→+∞

an(x) = 0 donc lim
n→+∞

ρn(x) = 0 pour tout x ∈]− 1, 1[ i.e

(1 + x)α =
+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn = 1 +

+∞∑
n=1

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn.

Considérons maintenant g(x) = ln(1 + x) sur ]− 1, 1[ : g est dérivable sur ]− 1, 1[ et on a

∀x ∈]− 1, 1[, g′(x) =
1

1 + x
= (1 + x)−1 =

+∞∑
n=0

(−1)nxn

on déduit alors de la proposition 4.5 que

∀x ∈]− 1, 1[, g(x) = g(0) +
+∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
=

+∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
.

Les développements en série entière de h(x) = Arctgx et ϕ(x) = Argthx s’obtiennent de
la même façon puisque

∀x ∈]− 1, 1[, h′(x) = (1 + x2)−1 et ϕ′(x) = (1− x2)−1.

�

5.3 Méthode de l’équation différentielle

On va exposer ici sur un exemple une méthode utilisant une équation différentielle pour
calculer des développements en série entière : considérons à nouveau f(x) = (1 + x)α où
α ∈ R−N sur ]− 1, 1[ : on vérifie facilement que f est solution de l’équation différentielle

(E) : (1 + x)y′ − αy = 0 et y(0) = 1.

Réciproquement, résolvons l’équation différentielle (E) : posons f(x) = (1 + x)−αy(x) où
y(x) est une solution de (E) sur ]− 1, 1[. Alors on a

∀x ∈]− 1, 1[, f ′(x) = −α(1 + x)−α−1y(x) + (1 + x)−αy′(x)

or
∀x ∈]− 1, 1[, y′(x) =

αy(x)

1 + x

d’où
∀x ∈]− 1, 1[, f ′(x) = −α(1 + x)−α−1y(x) + α(1 + x)−α−1y(x) = 0.

On en déduit que la fonction f est constante sur ]− 1, 1[ :

∃ c ∈ R, ∀x ∈]− 1, 1[, f(x) = c

d’où
∀x ∈]− 1, 1[, y(x) = c(1 + x)α
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or y(0) = 1 donc c = 1 et ainsi

∀x ∈]− 1, 1[, y(x) = (1 + x)α.

L’équation différentielle (E) possède donc une unique solution sur ] − 1, 1[ donnée par
f(x) = (1 + x)α.

Posons alors
a0 = 1 et an =

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
pour n ≥ 1

alors, d’après le calcul effectué en 5.2, la série
∑
anx

n n’est autre que la série de Taylor à
l’origine de f . Calculons le rayon de convergence R de cette série : on a pour tout n ≥ 1∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
|α− n|
n+ 1

−→ 1 quand n −→ +∞

donc R = 1 et par conséquent la fonction somme S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n est définie et de classe

C∞ sur ]− 1, 1[ et on peut dériver terme à terme :

∀x ∈]− 1, 1[, S ′(x) =
+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n.

Montrons que S est solution de l’équation différentielle (E) sur ]− 1, 1[ :
pour tout x ∈]− 1, 1[, on a

(1 + x)S ′(x)− αS(x) =
+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n +

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n+1 − α

+∞∑
n=0

anx
n

=
+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n +

+∞∑
n=1

nanx
n − α

+∞∑
n=0

anx
n

=
+∞∑
n=0

[(n+ 1)an+1 + (n− α)an]xn

Or on a pour tout n ∈ N

(n+ 1)an+1 + (n− α)an =
α(α− 1) · · · (α− n)

n!
− (α− n)

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
= 0

on en déduit donc
∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)S ′(x)− αS(x) = 0.

De plus S(0) = a0 = 1 donc S vérifie l’équation différentielle (E) sur ]− 1, 1[.

On en déduit aussitôt, par unicité de la solution de l’équation différentielle (E), que

∀x ∈]− 1, 1[, S(x) = (1 + x)α

i.e

∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)α = 1 +
+∞∑
n=1

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn.
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6 Exponentielle complexe

6.1 Proposition et définition

La série entière
∑ zn

n!
a pour rayon de convergence +∞, sa somme S(z) =

+∞∑
n=0

zn

n!
est

donc définie et continue sur C : on l’appelle la fonction exponentielle complexe et on la
note ez.

6.2 Proposition

a) Pour tous z1 et z2 dans C, on a ez1+z2 = ez1ez2 ;

b) Pour tout z ∈ C, ez 6= 0 et
1

ez
= e−z ;

c) Pour tout z ∈ C, |ez| = e<(z), d’où |ez| = 1⇐⇒ z ∈ iR.

Preuve :

a) La série entière
∑ zn

n!
ayant pour rayon de convergence +∞, on peut appliquer le

théorème 2.3 sur le produit de séries entières afin de calculer ez1ez2 pour tous z1 et z2 dans
C :

ez1ez2 =

(
+∞∑
n=0

zn1
n!

)(
+∞∑
n=0

zn2
n!

)
=

+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

zk1
k!

zn−k2

(n− k)!

)
or pour tout entier n ∈ N et tout 0 ≤ k ≤ n, on a

1

k!(n− k)!
=

1

n!
Ck
n

donc

ez1ez2 =
+∞∑
n=0

1

n!

(
n∑
k=0

Ck
nz

k
1z

n−k
2

)
=

+∞∑
n=0

(z1 + z2)
n

n!
= ez1+z2 .

b) On a pour tout z ∈ C, eze−z = ez−z = e0 = 1, donc ez 6= 0 et
1

ez
= e−z.

c) Pour tout z ∈ C et pour tout n ∈ N on a

n∑
k=0

(z)k

k!
=

n∑
k=0

zk

k!

alors, quand n −→ +∞, on obtient ez = ez, d’où

|ez|2 = ezez = ez+z = e2<(z).

Or e<(z) est un réel positif, donc par passage à la racine carrée, on obtient |ez| = e<(z) et
|ez| = 1⇐⇒ <(z) = 0⇐⇒ z ∈ iR.

�

6.3 Proposition

Soit z = x+ iy où x et y sont des réels ; alors ez = ex(cos y + i sin y).
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Preuve :

D’après 6.2 on a ez = ex+iy = exeiy ; de plus

eiy =
+∞∑
n=0

(iy)n

n!
.

Or la série entière
∑ (iy)n

n!
a pour rayon de convergence +∞ donc les séries

∑ (iy)2n

(2n)!
et∑ (iy)2n+1

(2n+ 1)!
ont également pour rayon de convergence +∞ d’après 1.9. On déduit alors

de la proposition I1.10 que

eiy =
+∞∑
n=0

(iy)n

n!
=

+∞∑
n=0

(iy)2n

(2n)!
+

+∞∑
n=0

(iy)2n+1

(2n+ 1)!
.

Or on a pour tout n ∈ N

(iy)2n = (−1)ny2n et (iy)2n+1 = i(−1)ny2n+1

d’où

eiy =
+∞∑
n=0

(−1)n
y2n

(2n)!
+ i

+∞∑
n=0

(−1)n
y2n+1

(2n+ 1)!
= cos y + i sin y.

�

6.4 Définition et proposition

On peut étendre les fonctions usuelles cos, sin, ch et sh aux nombres complexes en posant
pour tout z ∈ C

cos z =
+∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!

sin z =
+∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!

chz =
+∞∑
n=0

z2n

(2n)!

shz =
+∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!

On a alors les identités suivantes pour tout z ∈ C :

cos z =
eiz + e−iz

2
; sin z =

eiz − e−iz

2i
et

chz =
ez + e−z

2
; shz =

ez − e−z

2
.
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Preuve :

Les quatre séries entières ci-dessus ont un rayon de convergence infini donc leurs sommes
sont définies pour tout z ∈ C.

D’autre part pour tout z ∈ C on a

eiz + e−iz

2
=

1

2

+∞∑
n=0

(iz)n

n!
+

1

2

+∞∑
n=0

(−iz)n

n!

alors en séparant les termes de rang pair et les termes de rang impair comme dans la
preuve de 6.3, on obtient

eiz + e−iz

2
=

1

2

+∞∑
n=0

(iz)2n

(2n)!
+

1

2

+∞∑
n=0

(iz)2n+1

(2n+ 1)!
+

1

2

+∞∑
n=0

(iz)2n

(2n)!
−1

2

+∞∑
n=0

(iz)2n+1

(2n+ 1)!
=

+∞∑
n=0

(iz)2n

(2n)!
= cos z.

Les trois autres identités se démontrent de manière analogue.

�

6.5 Proposition

Soit z ∈ C ; alors on a

a) ch(iz) = cos z ; sh(iz) = i sin z ; cos(iz) =chz ; sin(iz) = ishz.

b) Les fonctions cos et sin ne sont pas bornées sur C.

c) Les formules de trigonométrie circulaire et hyperbolique connues sur R restent valables
sur C.

Preuve :

a) Les propriétés découlent immédiatement des identités de 6.4.

b) Soit x un réel : comme cos(ix) =chx, on constate que lim
x→+∞

cos(ix) = +∞ ; de même

| sin(ix)|=shx donc lim
x→+∞

| sin(ix)| = +∞ : par conséquent les fonctions cos et sin ne sont
pas bornées sur C.

c) Les formules de trigonométrie circulaire sur R ont été démontrées grâce aux formules
de Moivre et à l’identité ex1+x2 = ex1ex2 qui sont encore vérifiées sur C : elles sont donc
valables sur C. Même chose pour la trigonométrie hyperbolique.

�

6.6 Définition et proposition

On peut définir la tangente et la tangente hyperbolique d’un nombre complexe en posant

tgz =
sin z

cos z
quand cos z 6= 0

et
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thz =
shz
chz

quand chz 6= 0

La fonction tg est définie sur C − {π/2 + kπ / k ∈ Z} et la fonction th est définie sur
C− {i(π/2 + kπ) / k ∈ Z}.
De plus, pour tout z ∈ C − {i(π/2 + kπ)/ k ∈ Z},on a tg(iz) = ithz et pour tout
z ∈ C− {π/2 + kπ / k ∈ Z},on a th(iz) = itgz.

Enfin les formules de trigonométrie restent valables.

Preuve :

La fonction th est définie en z si chz 6= 0 ; or chz =
ez + e−z

2
donc

chz = 0⇐⇒ ez = −e−z = − 1

ez
⇐⇒ (ez)2 = −1⇐⇒ ez = ±i

or si z = x+ iy où x et y ∈ R, ez = ex(cos y + i sin y), donc

ez = ±i⇐⇒ ex cos y = 0 et ex sin y = ±1

or ex 6= 0 donc nécessairement cos y = 0 i.e y = π/2 + kπ où k ∈ Z, alors sin y = ±1 mais
ex > 0 donc ex = 1 i.e x = 0 : en conclusion

chz = 0⇐⇒ z = i(π/2 + kπ) où k ∈ Z.

Donc la fonction th est définie sur C− {i(π/2 + kπ) / k ∈ Z}.

D’autre part cos z =ch(iz) donc

cos z = 0⇐⇒ z = π/2 + kπ où k ∈ Z

par conséquent la fonction tg est définie sur C− {π/2 + kπ / k ∈ Z}.

�

7 Résolution d’équations différentielles

On peut utiliser la théorie des séries entières pour résoudre des équations différentielles
linéaires du type

(E) : um(x)y(m) + · · ·+ u1(x)y′ + u0(x)y = f(x)

où u0, u1, · · · , um sont des fonctions polynomiales et où f est une fonction développable
en série entière à l’origine.

On cherche une solution y sous la forme d’une somme de série entière

y =
+∞∑
n=0

anx
n

où les coefficients an sont à déterminer : on suppose que le rayon de convergence R de la
série

∑
anx

n est non nul et on calcule les dérivées successives de y en dérivant terme à
terme sur l’intervalle de convergence ]−R,R[, puis on remplace y, y′,...y(m) par ces sommes
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de séries dans l’équation (E) ainsi que f . On obtient alors deux sommes de séries entières
égales sur un voisinage de 0 : alors d’après 4.4 les coefficients des deux séries entières sont

égaux, ce qui permet de calculer les coefficients an, puis la somme y =
+∞∑
n=0

anx
n.

On va expliciter davantage la méthode sur l’exemple suivant :

Exemple

Considérons l’équation différentielle

(E) : xy′′(x) + xy′(x) + y(x) = 1

On cherche une solution y sous la forme

y(x) =
+∞∑
n=0

anx
n

alors

y′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1

puis

y′′(x) =
+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2

alors, en remplaçant y, y′ et y′′ par ces sommes dans l’équation (E), on obtient

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−1 +

+∞∑
n=1

nanx
n +

+∞∑
n=0

anx
n = 1

or n(n− 1)an = 0 pour n = 1, donc

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−1 =

+∞∑
n=1

n(n− 1)anx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)nan+1x
n

en effectuant un glissement d’indice. De même

+∞∑
n=1

nanx
n =

+∞∑
n=0

nanx
n

on en déduit
+∞∑
n=0

(n+ 1)nan+1x
n +

+∞∑
n=0

nanx
n +

+∞∑
n=0

anx
n = 1.

Or si on note R le rayon de convergence de la série
∑
anx

n (supposé non nul), les deux
séries

∑
(n + 1)nan+1x

n et
∑
nanx

n ont également R pour rayon de convergence : alors,
d’après 2.2, on a pour tout x ∈]−R,R[

+∞∑
n=0

(n+ 1)nan+1x
n +

+∞∑
n=0

nanx
n +

+∞∑
n=0

anx
n =

+∞∑
n=0

[n(n+ 1)an+1 + nan + an]xn
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donc pour tout x ∈]−R,R[, on a

+∞∑
n=0

[n(n+ 1)an+1 + (n+ 1)an]xn = 1

on en déduit alors

a0 = 1 et ∀n ≥ 1, n(n+ 1)an+1 + (n+ 1)an = 0

donc
∀n ≥ 1, an+1 = −an

n
(∗).

On peut d’ores et déjà calculer le rayon de convergence R, en effet

∀n ≥ 1,
|an+1|
|an|

=
1

n

donc R = +∞ d’après la règle de d’Alembert. D’autre part, une récurrence immédiate
permet de calculer an grâce à (∗) :

∀n ≥ 1, an = (−1)n−1 a1

(n− 1)!

d’où

∀x ∈ R, y(x) = 1 +
+∞∑
n=1

(−1)n−1 a1

(n− 1)!
xn

mais en mettant a1x en facteur puis en effectuant un glissement d’indice, on obtient

∀x ∈ R, y(x) = 1 + a1x
+∞∑
n=0

(−1)n
xn

n!
= 1 + a1x

+∞∑
n=0

(−x)n

n!

mais on reconnaît en cette dernière série le développement en série entière de e−x d’où

∀x ∈ R, y(x) = 1 + a1xe
−x.
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IV SÉRIES DE FOURIER

1. Fonctions périodiques

1.1 Proposition et définitions

Soit f une fonction de R dans C : on définit Pf par :

Pf = {T ∈ R / ∀x ∈ R, f(x+ T ) = f(x)}.

Alors Pf est un sous-groupe additif de R appelé groupe des périodes de f .

Si Pf 6= {0}, on dit que f est périodique : tout élément non nul T de Pf est appelé période
de f et on dit alors que f est T -périodique. Si Pf est de la forme aZ où a > 0, a est appelée
plus petite période de f .

Si f est une fonction T -périodique continue sur un segment de longueur T , alors f est
continue sur R.

Preuve :

Soient T1 et T2 ∈ Pf , alors

∀x ∈ R, f(x+ (T1 + T2)) = f((x+ T1) + T2) = f(x+ T1) = f(x)

donc T1 + T2 ∈ Pf . De plus

∀x ∈ R, f(x− T1) = f((x− T1) + T1) = f(x)

donc −T1 ∈ Pf . on en déduit que Pf est un sous-groupe additif de R.

Si f est T -périodique et continue sur un segment [a, a + T ] où a ∈ R, alors pour tout

x0 ∈ R, si on note n = E

(
x0 − a
T

)
on a x0 ∈ [a + nT, a + (n + 1)T ] ; or f(x) sur

[a+ nT, a+ (n+ 1)T ] coïncide avec f(x− nT ) sur [a, a+ T ] donc f est continue en x0.

�

Exemples

a) Le groupe des périodes de cos (resp. sin) est 2πZ : 2π est donc la plus petite période
de cos (resp. sin).

b) Le groupe des périodes de cos2 est πZ : π est donc la plus petite période de cos2.

c) La fonction f définie sur R par

∀k ∈ Z, ∀x ∈ [k − 1, k + 1], f(x) = 1 + |k − x|

est 2-périodique.
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1.2 Proposition

Soit f une fonction de R dans C, T -périodique et intégrable sur un segment [a, a+ T ] où
a ∈ R ; alors f est localement intégrable sur R (i.e f est intégrable sur tout segment de
R) et on a :

∀x0 ∈ R,
∫ x0+T

x0

f(t) dt =

∫ T

0

f(t) dt.

Preuve :

Comme f est intégrable sur [a, a + T ], par le changement de variable t −→ t − a, f est
intégrable sur [0, T ] et on a ∫ a+T

a

f(t) dt =

∫ T

0

f(t) dt.

Soit x0 ∈ R, alors par le changement de variable t −→ t+x0, f est intégrable sur [x0, x0+T ]
et on a ∫ T

0

f(t) dt =

∫ x0+T

x0

f(t) dt.

Considérons un segment [α, β] de R et montrons que f est intégrable sur [α, β] :

Considérons n =
β − α
T

; alors on a

[α, β] = [α, α + T ] ∪ [α + T, α + 2T ] ∪ · · · ∪ [α + (n− 1)T, α + nT ] ∪ [α + nT, β].

Or f est intégrable sur chaque segment [α+ (k− 1)T, α+ kT ] pour tout entier k, de plus
[α+ nT, β] ⊂ [α+ nT, α+ (n+ 1)T ], donc f est intégrable sur [α+ nT, β] : on en déduit
que f est intégrable sur [α, β].

�

1.3 Définitions et proposition

a) On notera I2π l’ensemble des fonctions de R dans C, 2π-périodiques et localement
intégrables sur R.

b) On dit qu’une fonction f de R dans C est continue par morceaux sur un intervalle I
s’il existe une subdivision (α0, α1, · · · , αn) de I telle que pour tout entier k ∈ [1, n], la
restriction de f à ]αk−1, αk[ est continue, f possède une limite à droite finie en αk−1 notée
f(α+

k−1) et f possède une limite à gauche finie en αk notée f(α−k ).

c) On dit qu’une fonction f de R dans C est dérivable par morceaux sur un intervalle
I si elle est continue par morceaux sur I pour une subdivision (α0, α1, · · · , αn) et si de
surcroît, pour tout entier k ∈ [1, n], la restriction de f à ]αk−1, αk[ est dérivable et si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :
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(i)
f(αk−1 + h)− f(α+

k−1)

h
admet une limite finie quand h −→ 0+ notée f ′d(α

+
k−1).

(ii)
f(αk + h)− f(α−k )

h
admet une limite finie quand h −→ 0− notée f ′g(α

−
k ).

d) On dit qu’une fonction f de R dans C est de classe C1 par morceaux sur un intervalle
I si elle est continue par morceaux sur I pour une subdivision (α0, α1, · · · , αn) et si de
surcroît, pour tout entier k ∈ [1, n], la restriction de f à ]αk−1, αk[ est de classe C1, f ′
admet une limite finie à droite en αk−1 et f ′ admet une limite finie à gauche en αk.

Toute fonction de classe C1 par morceaux sur un intervalle I est dérivable par morceaux
sur I ; de plus toute fonction 2π-périodique et dérivable par morceaux sur [0, 2π] appartient
à I2π et toute fonction 2π-périodique et continue par morceaux sur [0, 2π] appartient à
I2π.

2. Séries trigonométriques

2.1 Notations

a) Soit (cn)n∈Z une famille de nombres complexes : la notation
∑
n∈Z

cn désigne la série

complexe c0 +
∑
n∈N∗

(cn + c−n). En cas de convergence de la série, on notera

+∞∑
n=−∞

cn = c0 +
+∞∑
n=1

(cn + c−n).

b) Soit (ϕn)n∈Z une famille de fonctions de R dans C : la notation
∑
n∈Z

ϕn désigne la série

de fonctions ϕ0 +
∑
n∈N∗

(ϕn + ϕ−n). En cas de convergence de la série, on notera

+∞∑
n=−∞

ϕn = ϕ0 +
+∞∑
n=1

(ϕn + ϕ−n).

Pour que la série
∑
n∈Z

ϕn converge simplement (resp. uniformément) sur une partie I de R, il

est suffisant (mais non nécessaire) que les deux séries
∑
ϕn et ϕ−n convergent simplement

(resp. uniformément) sur I.

2.2 Définition

On dit qu’une série
∑
fn de fonctions de R dans C est une série trigonométrique si et

seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes :

a) f0 est une appplication constante que l’on notera f0(x) =
a0

2
pour un certain a0 ∈ C ;

b) pour tout n ∈ N∗, il existe an et bn ∈ C tels que fn s’écrit sous la forme

∀x ∈ R, fn(x) = an cosnx+ bn sinnx.

Une série trigonométrique s’écrit donc sous la forme
a0

2
+
∑
n∈N∗

(an cosnx+ bn sinnx).
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En convenant que b0 = 0, et en posant

∀n ∈ N, cn =
an − ibn

2
et c−n =

an + ibn
2

elle s’écrit aussi sous la forme ∑
n∈Z

cne
inx.

Réciproquement une série de fonctions de la forme
∑
n∈Z

cne
inx peut s’écrire sous la forme

a0

2
+
∑
n∈N∗

(an cosnx+ bn sinnx)

si on pose
∀n ∈ N, an = cn + c−n et bn = i(cn − c−n).

Ainsi une série trigonométrique peut être considérée comme une série de fonctions de R
dans C de la forme

∑
n∈Z

cne
inx.

2.3 Proposition

Soit (cn)n∈Z une famille de nombres complexes et notons

∀n ∈ N, an = cn + c−n et bn = i(cn − c−n).

a) Si les séries à termes positifs
∑
|cn| et

∑
|c−n| sont convergentes, alors la série trigo-

nométrique
∑
n∈Z

cne
inx est normalement (donc uniformément) convergente.

b) Si les séries à termes positifs
∑
|an| et

∑
|bn| sont convergentes, alors la série trigonomé-

trique
a0

2
+
∑
n∈N∗

(an cosnx+ bn sinnx) est normalement (donc uniformément) convergente.

c) Les séries à termes positifs
∑
|cn| et

∑
|c−n| sont convergentes si et seulement si les

séries à termes positifs
∑
|an| et

∑
|bn| sont convergentes.

Preuve :

C’est une conséquence immédiate des propositions I.1.9 et I.3.2.

�

2.4 Proposition

a) S’il existe un entier n0 ∈ N tel que les suites (cn)n≥n0 et (c−n)n≥n0 sont réelles, décrois-
santes et tendent vers 0, alors la série trigonométrique

∑
n∈Z

cne
inx converge simplement

sur R− 2πZ et uniformément sur tout intervalle de la forme [α + 2kπ, 2π − α + 2kπ] où
0 < α < π et k ∈ Z.

b) S’il existe un entier n0 ∈ N tel que les suites (an)n≥n0 et (bn)n≥n0 sont réelles, décrois-
santes et tendent vers 0, alors la série trigonométrique

a0

2
+
∑
n∈N∗

(an cosnx + bn sinnx)

converge simplement sur R− 2πZ et uniformément sur tout intervalle de la forme
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[α + 2kπ, 2π − α + 2kπ] où 0 < α < π et k ∈ Z.

Preuve :

C’est une conséquence immédiate du critère d’Abel I.4.4 et du critère d’Abel uniforme
II.4.6.

�

2.5 Proposition

a) L’ensemble E des points de R en lesquels une série trigonométrique converge est stable
par toute translation x 7→ x + 2kπ où k ∈ Z et la fonction somme de cette série définie
sur E est 2π-périodique.

b) La fonction somme d’une série trigonométrique est continue sur tout intervalle de R
sur lequel la série converge uniformément.

Preuve :

Cette proposition résulte du fait que les fonctions x 7→ einx sont 2π-périodiques et conti-
nues sur R.

�

2.6 Théorème

Soit
∑
n∈Z

cne
inx une série trigonométrique convergeant uniformément sur un intervalle de

la forme [α, α + 2π] où α ∈ R (donc sur R) et f sa somme, alors on a

∀n ∈ Z, cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx

et si on écrit ∑
n∈Z

cne
inx =

a0

2
+
∑
n∈N∗

(an cosnx+ bn sinnx)

alors

∀n ∈ N, an =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cosnx dx et bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnx dx.

Preuve :

Comme la série
∑
n∈Z

cne
inx converge uniformément sur R, il en est donc de même de la

série
∑
n∈Z

cne
i(n−p)x = e−ipx

∑
n∈Z

cne
inx ; or la somme de cette série n’est autre que la fonction

x 7→ e−ipxf(x), on déduit alors du théorème II.5.2 que∫ 2π

0

f(x)e−ipx dx =

∫ 2π

0

+∞∑
n=−∞

cne
inxe−ipx dx =

+∞∑
n=−∞

cn

∫ 2π

0

ei(n−p)x dx.

Or, pour tout entier n 6= p, on a
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∫ 2π

0

ei(n−p)x dx =

[
ei(n−p)x

i(n− p)

]2π

0

= 0

et ∫ 2π

0

ei(p−p)x dx =

∫ 2π

0

dx = 2π.

On en déduit donc que ∫ 2π

0

f(x)e−ipx dx = 2πcp.

D’autre part, si on écrit∑
n∈Z

cne
inx =

a0

2
+
∑
n∈N∗

(an cosnx+ bn sinnx)

alors, comme pour tout ∈ N, an = cn + c−n et bn = i(cn − c−n), on obtient les formules
énoncées pour an et bn.

�

3. Séries de Fourier

On vient de voir que pour toute série trigonométrique
∑
n∈Z

cne
inx convergeant uniformément

sur R, on peut exprimer les coefficients de la série en fonction de la fonction somme f de
la série par la formule

∀n ∈ Z, cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx.

Alors, tout comme on s’est posé la question dans le chapître III de savoir si la série
de Taylor à l’origine d’une fonction de classe C∞ converge vers cette fonction, on peut
examiner le problème suivant : si f est une fonction 2π-périodique telle que pour tout
n ∈ Z la fonction x 7→ f(x)e−inx est intégrable sur [0, 2π], et si on pose

∀n ∈ Z, cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx

la série trigonométrique
∑
n∈Z

cne
inx converge-t-elle simplement ou uniformément et si oui,

sa somme est-elle égale à f ? On va voir que c’est le cas sous certaines conditions.

3.1 Proposition et définitions

Soit f ∈ I2π, alors pour tout n ∈ Z la fonction x 7→ f(x)e−inx est intégrable sur [0, 2π] et
on peut alors poser

∀n ∈ Z, cn(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx.

Ces coefficients cn(f) sont appelés coefficients de Fourier exponentiels de f .
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De même, pour tout n ∈ N les fonctions x 7→ f(x) cosnx et x 7→ f(x) sinnx sont inté-
grables sur [0, 2π] et on peut alors poser

∀n ∈ N, an(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cosnx dx et bn(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnx dx.

Ces coefficients an(f) et bn(f) sont appelés coefficients de Fourier trigonométriques de f .

La série trigonométrique∑
n∈Z

cn(f)einx =
a0(f)

2
+
∑
n∈N∗

(an(f) cosnx+ bn(f) sinnx)

est appelée série de Fourier de f .

Preuve :

Soit f ∈ I2π, alors f est intégrable sur [0, 2π], de plus la fonction x 7→ e−inx est continue
donc intégrable sur [0, 2π], par conséquent la fonction produit x 7→ f(x)e−inx est intégrable
sur [0, 2π]. De même, pour tout n ∈ N, les fonctions x 7→ f(x) cosnx et x 7→ f(x) sinnx
sont intégrables sur [0, 2π].

�

3.2 Proposition

Soit f ∈ I2π. Alors on a :

a) Soit f ∈ I2π à valeurs réelles, alors ses coefficients de Fourier trigonométriques sont
réels ; de plus c0(f) est réel et pour tout n ∈ Z− {0}, c−n(f) = cn(f).

b) Les applications de I2π dans C

f 7→ cn(f) ; f 7→ an(f) ; f 7→ bn(f)

sont C-linéaires.

c) Pour calculer les coefficients de Fourier, on peut calculer les intégrales sur tout intervalle
du type [α, α + 2π] au lieu de [0, 2π].

d) Soit f ∈ I2π paire, alors ∀n ∈ N, bn(f) = 0.

e) Soit f ∈ I2π impaire, alors ∀n ∈ N, an(f) = 0.

Preuve :

a) découle de la définition des coefficients de Fourier.

b) découle des propriétés de linéarité des intégrales de Riemann.

c) découle de la proposition 1.2.

d) d’après c) on a pour tout n ∈ N :

bn(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx
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or, si on fait le changement de variable x → −x dans l’intégrale, comme f est paire, on
obtient

bn(f) =
1

π

∫ −π
π

f(−x) sin(−nx) d(−x) = − 1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx = −bn(f) = 0.

On démontre e) de la même manière.

�

3.3 Identité de Parseval

Soit f ∈ I2π ; alors on a :

+∞∑
n=−∞

|cn(f)|2 = |c0(f)|2 +
+∞∑
n=1

(|cn(f)|2 + |c−n(f)|2) =
1

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx.

|a0(f)|2

2
+

+∞∑
n=1

(|an(f)|2 + |bn(f)|2) =
1

π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx.

Preuve : admise.

3.4 Corollaire

Soit f une fonction de R dans C, 2π-périodique et continue sur R ; si tous les coefficients
de Fourier exponentiels (resp. trigonométriques) de f sont nuls, alors f est la fonction
nulle.

Preuve :

En effet, on a alors d’après l’identité de Parseval,∫ 2π

0

|f(x)|2 dx = 0

mais |f |2 est continue positive sur [0, 2π], on en déduit donc que

∀x ∈ [0, 2π], |f(x)|2 = 0

i.e
∀x ∈ [0, 2π], f(x) = 0.

Or f est 2π-périodique, donc f est la fonction nulle.

�

Exemple

Considérons la fonction f 2π-périodique définie par

∀x ∈]− π, π[, f(x) = x et f(π) = 0.

alors f ∈ I2π et est impaire, donc pour tout n ∈ N, an(f) = 0 ; de plus, pour tout n ∈ N,
on a

πbn(f) =

∫ π

−π
x sin(nx) dx =

[
−x cosnx

n

]π
−π

+

∫ π

−π

cosnx

n
dx = (−1)n−1 2π

n
.
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L’identité de Parseval nous donne alors
+∞∑
n=1

1

n2
=

1

4π

∫ π

−π
x2 dx =

π2

6
.

3.5 Lemme de Riemann-Lebesgue

Soit f intégrable sur un segment [a, b] ; alors

lim
t→+∞

∫ b

a

f(x)eitx dx = 0 et lim
t→+∞

∫ b

a

f(x)e−itx dx = 0.

On en déduit

lim
t→+∞

∫ b

a

f(x) cos tx dx = 0 et lim
t→+∞

∫ b

a

f(x) sin tx dx = 0.

Preuve :

1er cas : on suppose que f est une fonction en escalier sur [a, b] ; alors, il existe une
subdivision (a0, a1, · · · , an) de [a, b] et une famille de nombres complexes (λ0, λ1, · · · , λn)
telles que

∀j ∈ [0, n− 1],∀x ∈]aj, aj+1[, f(x) = λj.

Alors, on a

∀t > 0,

∫ b

a

f(x)eitx dx =
n−1∑
j=0

∫ aj+1

aj

λje
itx dx

=
n−1∑
j=0

λj

[
eitx

it

]aj+1

aj

=
1

it

n−1∑
j=0

λj[e
iaj+1x − eiajx]

On en déduit ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)eitx dx

∣∣∣∣ ≤ 1

t

n−1∑
j=0

|λj||eiaj+1x − eiajx| ≤ 2

t

n−1∑
j=0

|λj|

donc

lim
t→+∞

∫ b

a

f(x)eitx dx = 0.

Cas général : comme f est intégrable sur [a, b], pour ε > 0 donné, il existe une fonction
en escalier ϕ telle que ∫ b

a

|f(x)− ϕ(x)| dx ≤ ε

2
.

Or, d’après le 1er cas,
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lim
t→+∞

∫ b

a

ϕ(x)eitx dx = 0

donc il existe A > 0 tel que pour tout t > A on a∣∣∣∣∫ b

a

ϕ(x)eitx dx

∣∣∣∣ < ε

2

D’où, pour tout t > A∣∣∣∣∫ b

a

f(x)eitx dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

(f(x)− ϕ(x))eitx dx+

∫ b

a

ϕ(x)eitx dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ b

a

(f(x)− ϕ(x))eitx dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ b

a

ϕ(x)eitx dx

∣∣∣∣
≤

∫ b

a

|f(x)− ϕ(x)||eitx| dx+

∣∣∣∣∫ b

a

ϕ(x)eitx dx

∣∣∣∣
≤

∫ b

a

|f(x)− ϕ(x)| dx+

∣∣∣∣∫ b

a

ϕ(x)eitx dx

∣∣∣∣
<

ε

2
+
ε

2
= ε.

donc

lim
t→+∞

∫ b

a

f(x)eitx dx = 0.

On en déduit alors que

∫ b

a

f(x)e−itx dx =

∫ b

a

f(x)eitx dx −→ 0 quand t→ +∞

puisque f est intégrable sur [a, b]. Or

∫ b

a

f(x) cos tx dx =

∫ b

a

f(x)
eitx + e−itx

2
dx =

1

2

∫ b

a

f(x)eitx dx+
1

2

∫ b

a

f(x)e−itx dx

donc

lim
t→+∞

∫ b

a

f(x) cos tx dx = 0.

De même

lim
t→+∞

∫ b

a

f(x) sin tx dx = 0.

�
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3.6 Corollaire

Soit f ∈ I2π ; alors les suites des coefficients de Fourier (cn(f))n∈N, (c−n(f))n∈N, (an(f))n∈N
et (bn(f))n∈N convergent vers 0.

3.7 Définition et proposition

On appelle noyau de Dirichlet la fonction Dn définie par

Dn(x) =
sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

si x 6∈ 2πZ

et
Dn(2kπ) = n+

1

2
pour tout k ∈ Z.

La fonction Dn est paire, 2π-périodique et continue sur R ; de plus, on a

∀x ∈ R, Dn(x) =
1

2
+

n∑
k=1

cos kx

et
1

π

∫ π

0

Dn(t) dt =
1

2
.

Preuve :

Pour tout x 6∈ 2πZ, on a

Dn(x+ 2π) =
sin
[(
n+ 1

2

)
x+ (2n+ 1)π

]
2 sin(x

2
+ π)

=
− sin

(
n+ 1

2

)
x

−2 sin x
2

= Dn(x)

donc Dn est 2π-périodique.

De plus, au voisinage de 0, on a

Dn(x) ∼
(
n+ 1

2

)
x

2x
2

= n+
1

2

donc Dn est continue en 0 ; on en déduit alors que Dn est continue en tout point de 2πZ
par périodicité. Donc Dn est continue sur R.

D’autre part, on a pour tout x 6∈ 2πZ,

1

2
+

n∑
k=1

cos kx = <

(
1

2
+

n∑
k=1

eikx

)
= <

(
1

2
+ eix

1− einx

1− eix

)

= <
(

1

2
+ eix

einx/2

eix/2
sin nx

2

sin x
2

)
=

1

2
+ cos

(n+ 1)x

2

sin nx
2

sin x
2

=
1

2
+

1

2

sin (2n+1)x
2
− sin x

2

sin x
2

= Dn(x).

et pour tout p ∈ Z, on a
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1

2
+

n∑
k=1

cos k(2pπ) =
1

2
+ n = Dn(2pπ).

Alors on a pour tout n ∈ N

1

π

∫ π

0

Dn(t) dt =
1

π

∫ π

0

(
1

2
+

n∑
k=1

cos kt

)
dt

=
1

π

[
t

2
+

n∑
k=1

sin kt

k

]π
0

=
1

2
.

�

3.8 Formule de Dirichlet

Soit f ∈ I2π et considérons pour tout n ∈ N la somme partielle de la série de Fourier

Sn(f)(x) =
a0(f)

2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

alors

∀n ∈ N, Sn(f)(x) =
1

π

∫ π

0

[f(x+ t) + f(x− t)]Dn(t) dt.

Preuve : Pour tout n ∈ N, on a :

Sn(f)(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t) dt +

n∑
k=1

[(
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos kt dt

)
cos kx+

(
1

π

∫ 2π

0

f(t) sin kt dt

)
sin kx

]

=
1

2π

∫ 2π

0

f(t) dt+
1

π

∫ 2π

0

f(t)
n∑
k=1

(cos kt cos kx+ sin kt sin kx) dt

=
1

2π

∫ 2π

0

f(t) dt+
1

π

∫ 2π

0

f(t)
n∑
k=1

cos k(t− x) dt

=
1

π

∫ 2π

0

f(t)Dn(t− x) dt d’après 3.7.

Par le changement de variable u = t− x, on obtient alors

Sn(f)(x) =
1

π

∫ 2π−x

−x
f(u+ x)Dn(u) du =

1

π

∫ 2π

0

f(u+ x)Dn(u) du

d’après 1.2 puisque les fonctions considérées sont 2π-périodiques. D’où, par la relation de
Chasles
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Sn(f)(x) =
1

π

∫ π

0

f(u+ x)Dn(u) du+
1

π

∫ 2π

π

f(u+ x)Dn(u) du

mais par le changement de variable u→ −u dans la 2ème intégrale, on a

∫ 2π

π

f(u+ x)Dn(u) du = −
∫ −2π

−π
f(x− u)Dn(−u) du =

∫ −π
−2π

f(x− u)Dn(u) du

=

∫ π

0

f(x− u)Dn(u) du

car le noyau de Dirichlet est une fonction paire et 2π-périodique. On en déduit

Sn(f)(x) =
1

π

∫ π

0

[f(x+ u) + f(x− u)]Dn(u) du.

�

3.9 Théorème de Dirichlet

Soit f une fonction 2π-périodique, dérivable par morceaux sur [0, 2π] ; alors la série de

Fourier de f converge simplement en tout point x0 de R vers
f(x+

0 ) + f(x−0 )

2
.

Donc la série de Fourier de f converge simplement vers f en tout point où f est continue.

Preuve :

Soit x0 ∈ R : montrons que

Sn(f)(x0) converge vers l(x0) =
f(x+

0 ) + f(x−0 )

2
.

D’après la formule de Dirichlet, on a pour tout n ∈ N

Sn(f)(x0) =
1

π

∫ π

0

[f(x0 + t) + f(x0 − t)]Dn(t) dt.

Or, d’après 3.7, on a pour tout n ∈ N

1

π

∫ π

0

Dn(t) dt =
1

2

d’où

Sn(f)(x0)− l(x0) =
1

π

∫ π

0

[f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2l(x0)]Dn(t) dt

=
1

π

∫ π

0

g(t) sin

(
n+

1

2

)
t dt

où g est la fonction définie sur ]0, π] par
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g(t) =
f(x0 + t) + f(x0 − t)− (f(x+

0 ) + f(x−0 )

2 sin t
2

=
f(x0 + t)− f(x+

0 )

t

t
2

sin t
2

+
f(x0 − t)− f(x−0 )

t

t
2

sin t
2

.

La fonction f est dérivable par morceaux sur [0, 2π] donc est bornée sur [0, 2π] et continue
sur [0, 2π] sauf en un nombre fini de points : on en déduit que g est continue sur ]0, 2π]
sauf en un nombre fini de points. De plus les fonctions

t 7−→ f(x0 + t)− f(x+
0 )

t
et t 7−→ f(x0 − t)− f(x−0 )

t

possèdent une limite finie quand t −→ 0+, et
t
2

sin t
2

tend vers 1 quand t −→ 0 : on en

déduit alors que g possède une limite finie à droite en 0 et on peut donc prolonger g par
continuité en 0+ . Par conséquent g est bornée sur [0, π] et continue sur [0, π] sauf en un
nombre fini de points donc est intégrable sur [0, π].

Alors on a
Sn(f)(x0)− l(x0) =

1

π

∫ π

0

g(t) sin

(
n+

1

2

)
t dt

avec g intégrable sur [0, π], donc le lemme de Riemann-Lebesgue s’applique et ainsi

lim
n→+∞

(Sn(f)(x0)− l(x0)) = 0.

ce qui achève la démonstration.

�

Exemple

Considérons les deux fonctions 2π-périodiques f et g définies par

f(x) = 1 si 0 ≤ x < π et f(x) = −1 si π ≤ x < 2π

et
g(x) = 1 si 0 < x ≤ π et f(x) = −1 si π < x ≤ 2π.

Alors, pour tout n ∈ Z,

cn(f) = cn(g) =
1

2π

∫ π

0

e−inx dx− 1

2π

∫ 2π

π

e−inx dx

donc pour tout n ∈ Z

cn(f) = cn(g) =
1− (−1)n

inπ
.

Ainsi f et g ont même série de Fourier

2

iπ

+∞∑
n=1

(
ei(2n+1)x

2n+ 1
− e−i(2n+1)x

2n+ 1

)
=

4

π

+∞∑
n=1

sin(2n+ 1)x

2n+ 1
.
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Comme f et g sont 2π-périodiques et dérivables par morceaux sur [0, 2π], le théorème de
Dirichlet s’applique :

Cette série converge vers f(x) = g(x) pour tout x 6∈ πZ et vers 0 pour tout x ∈ πZ, i.e
vers la fonction 2π-périodique h définie par

h(x) = 1 si 0 < x < π, h(x) = −1 si π < x < 2π et h(0) = h(π) = 0.

Ainsi les deux fonctions distinctes f et g ont la même série de Fourier dont la somme est
une fonction h elle-même distincte de f et g.

Application : en x =
π

2
on obtient

+∞∑
n=1

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
.

3.10 Théorème

Soit f une fonction 2π-périodique de classe C1 par morceaux sur [0, 2π] ; alors la série de
Fourier de f converge normalement (et donc uniformément) sur R et sa somme est f .

Preuve : admise.
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V INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES

Il s’agit dans ce chapitre de généraliser la notion d’intégrale de Riemann à des fonctions
non bornées définies sur des intervalles non nécessairement bornés :

Considérons par exemple la fonction f(x) =
1√
x
définie sur ]0, 1] : f n’est pas bornée sur

]0, 1] donc n’est pas intégrable sur [0, 1], cependant si on considère ε ∈]0, 1[, alors f est
continue donc intégrable sur [ε, 1] et on a∫ 1

ε

1√
x
dx =

[
2
√
x
]1
ε

= 2(1−
√
ε)

on constate que
∫ 1

ε

1√
x
dx possède une limite finie quand ε→ 0+. On note alors

∫ 1

0

1√
x
dx = lim

ε→0

∫ 1

ε

1√
x
dx = 2.

D’autre part, la fonction g(x) =
1

x2
est définie et continue sur tout segment [1, A] où

A > 1 et on a ∫ A

1

1

x2
dx =

[
−1

x

]A
1

= 1− 1

A

on constate que
∫ A

1

1

x2
dx possède une limite finie quand A→ +∞. On note alors

∫ +∞

1

1

x2
dx = lim

A→+∞

∫ A

1

1

x2
dx = 1.

1. Rappels sur les intégrales de Riemann

1.1 Théorème

a) Toute fonction continue sur un segment [a, b] de R est Riemann-intégrable sur [a, b].

b) Si f est Riemann-intégrable sur [a, b] (avec a < b), alors |f | est Riemann-intégrable sur
[a, b] et on a ∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t)| dt.

c) Soit f intégrable sur [a, b] et soit c ∈ [a, b] ; alors la fonction F définie sur [a, b] par

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt

est continue sur [a, b]. Si de plus f est continue sur [a, b], alors F est dérivable sur [a, b]
et F ′ = f .
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d) Intégration par parties.

Soient u et v deux fonctions de classe C1 sur [a, b] ; alors on a∫ b

a

u′(t)v(t) dt = [u(t)v(t)]ba −
∫ b

a

u(t)v′(t) dt.

e) Changement de variables.

Soit ϕ une fonction de classe C1 sur un segment [α, β] de R et soit f une fonction continue
sur [a, b] = ϕ([α, β]). alors on a∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(x) dx =

∫ β

α

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt.

2. Intégrales convergentes

Dans le reste du chapitre, sauf indication contraire, on considère a ∈ R et b ∈ R ∪ {+∞}
tels que a < b.

2.1 Définition

Soit f une fonction définie sur [a, b[ à valeurs dans R ou C, localement intégrable sur [a, b[
(i.e intégrable sur tout segment contenu dans [a, b[) : on lui associe la fonction F définie
sur [a, b[ et à valeurs dans R ou C définie par

∀x ∈ [a, b[, F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.

On dit que l’intégrale généralisée
∫ b

a

f(t) dt a un sens ou est convergente si et seulement si

F (x) possède une limite finie quand x −→ b−. Dans le cas contraire on dit que l’intégrale

généralisée
∫ b

a

f(t) dt n’a pas de sens ou est divergente.

2.2 Remarques

a) Soit c ∈ [a, b[ et soit f localement intégrable sur [a, b[. Par la formule de Chasles, on a
pour tout x ∈ [a, b[ ∫ x

a

f(t) dt =

∫ c

a

f(t) dt+

∫ x

c

f(t) dt.

Les intégrales généralisées
∫ b

a

f(t) dt et
∫ b

c

f(t) dt sont donc de même nature, i.e sont

toutes les deux convergentes ou toutes les deux divergentes.

b) Si b ∈ R et si f localement intégrable sur [a, b[ est la restriction d’une application
f̂ intégrable sur [a, b], alors l’application F est la restriction à [a, b[ de l’application

F̂ (x) =

∫ x

a

f̂(t) dt continue sur [a, b] donc l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt est convergente et égale

à
∫ b

a

f̂(t) dt. Cette circonstance se produit dans le cas où f est localement intégrable et

bornée sur [a, b[.
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c) Si on considère a′ ∈ R et b′ ∈ R ∪ {−∞} tels que b′ < a′, et f une fonction définie
sur ]b′, a′] à valeurs dans R ou C, localement intégrable sur ]b′, a′], on dit que l’intégrale

généralisée
∫ a′

b′
f(t) dt a un sens ou est convergente si la fonction x 7−→

∫ a′

x

f(t) dt

possède une limite finie quand x −→ b′+. Dans le cas contraire on dit que l’intégrale

généralisée
∫ a′

b′
f(t) dt n’a pas de sens ou est divergente.

Par le changement de variables t −→ −t on a∫ a′

x

f(t) dt =

∫ −x
−a′

f(−t) dt

donc les intégrales généralisées∫ a′

b′
f(t) dt et

∫ −b′
−a′

f(−t) dt

sont de même nature et égales en cas de convergence. On peut donc toujours se ramener
au cas a ∈ R et b ∈ R ∪ {+∞} avec a < b : dans la suite du chapitre, on énoncera tous
les théorèmes dans ce cas de figure et le lecteur transcrira les énoncés dans le cas ]b′, a′].

d) Soit f une fonction localement intégrable sur [α, β] − {γ} (où α, β et γ ∈ R) ; si les

intégrales généralisées
∫ γ

α

f(t) dt et
∫ β

γ

f(t) dt sont convergentes, on dit que l’intégrale

généralisée
∫ β

α

f(t) dt est convergente. Dans le cas contraire on dit que l’intégrale géné-

ralisée
∫ β

α

f(t) dt est divergente.

e) Soit f une fonction localement intégrable sur ]α, β[ où α ∈ R∪{−∞}, β ∈ R∪{+∞} et

α < β : s’il existe γ ∈]α, β[ tel que les deux intégrales généralisées
∫ γ

α

f(t) dt et
∫ β

γ

f(t) dt

sont convergentes, on dit que l’intégrale généralisée
∫ β

α

f(t) dt est convergente. Dans le

cas contraire on dit que l’intégrale généralisée
∫ β

α

f(t) dt est divergente.

Exemple Considérons la fonction t 7−→ 1

t2
: elle est continue donc localement intégrable

sur R∗. Pour étudier la nature de l’intégrale généralisée∫ +∞

−∞

dt

t2

il faut donc “couper” l’intégrale en quatre termes∫ −1

−∞

dt

t2
,

∫ 0

−1

dt

t2
,

∫ 1

0

dt

t2
et
∫ +∞

1

dt

t2

et étudier séparément la nature de ces quatre intégrales généralisées. Or une primitive de

t 7−→ 1

t2
sur tout segment de R∗ est donnée par t 7−→ −1

t
, d’où
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∫ −1

x

dt

t2
= 1 +

1

x
−→ 1 quand x −→ −∞

et ∫ x

1

dt

t2
= 1− 1

x
−→ 1 quand x −→ +∞

donc les deux intégrales généralisées
∫ −1

−∞

dt

t2
et
∫ +∞

1

dt

t2
convergent, mais

∫ x

−1

dt

t2
= −1− 1

x
−→ +∞ quand x −→ 0−

donc l’intégrale généralisée
∫ 0

−1

dt

t2
diverge. On en déduit que l’intégrale généralisée

∫ +∞

−∞

dt

t2

diverge.

2.3 Proposition Soient f et g deux fonctions définies sur [a, b[ à valeurs dans R ou

C, localement intégrables sur [a, b[ ; si les intégrales généralisées
∫ b

a

f(t) dt et
∫ b

a

g(t) dt

convergent, alors l’intégrale généralisée
∫ b

a

(f(t) + g(t)) dt converge et on a

∫ b

a

(f(t) + g(t)) dt =

∫ b

a

f(t) dt+

∫ b

a

g(t) dt.

Si l’une des deux intégrales généralisées
∫ b

a

f(t) dt et
∫ b

a

g(t) dt diverge, alors l’intégrale

généralisée
∫ b

a

(f(t) + g(t)) dt diverge.

Soit λ ∈ R∗ ; alors l’intégrale généralisée
∫ b

a

f(t) dt converge si et seulement si l’intégrale

généralisée
∫ b

a

(λf)(t) dt converge, et on a alors

∫ b

a

(λf)(t) dt = λ

∫ b

a

f(t) dt.

Preuve : elle repose sur la linéarité des intégrales de Riemann et sur les théorèmes sur les
sommes et produits de limites.

�

2.4 Intégration par parties

Adoptons la notation suivante pour une fonction g définie sur [a, b[ et possédant une limite
finie en b− :

[g(t)]ba = lim
t→b−

g(t)− g(a).
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Soient u et v deux fonctions de classe C1 sur [a, b[ ; si l’intégrale
∫ b

a

u(t)v′(t) dt converge

et si la fonction uv possède une limite finie en b−, alors l’intégrale
∫ b

a

u′(t)v(t) dt converge

et on a ∫ b

a

u′(t)v(t) dt = [u(t)v(t)]ba −
∫ b

a

u(t)v′(t) dt.

Preuve :

Pour tout x ∈ [a, b[, on a par la formule d’intégration par parties sur le segment [a, x]∫ x

a

u′(t)v(t) dt = u(x)v(x)− u(a)v(a)−
∫ x

a

u(t)v′(t) dt.

Or l’intégrale
∫ b

a

u(t)v′t) dt converge et uv possède une limite finie en b−, donc
∫ x

a

u′(t)v(t) dt

possède une limite finie en b−, i.e l’intégrale
∫ b

a

u′(t)vt) dt converge et on a alors l’égalité

voulue.

�

Remarque

Il se peut que l’intégrale
∫ b

a

u(t)v′t) dt converge mais que uv ne possède pas de limite finie

en b− (ou vice-versa), auquel cas l’intégrale
∫ b

a

u′(t)vt) dt diverge : il ne faut donc utiliser

ce résultat qu’à bon escient. Il est préférable en général d’écrire la formule d’intégration
par parties sur un segment puis de passer à la limite.

2.5 Changement de variables

Soit ϕ une fonction strictement monotone de classe C1 sur [α, β[ : on pose a = ϕ(α) et
b = lim

x→β−
ϕ(x). Soit f une fonction continue sur [a, b[.

Alors les intégrales
∫ b

a

f(x) dx et
∫ β

α

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt sont de même nature, et si elles

convergent, on a ∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt.

Preuve :

D’après la formule de changement de variables sur un segment, on a pour tout v ∈ [α, β[∫ ϕ(v)

a

f(x) dx =

∫ v

α

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt.
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Posons pour tout u ∈ [a, b[

g(u) =

∫ u

a

f(x) dx

et pour tout v ∈ [α, β[

h(v) =

∫ v

α

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt.

Alors pour tout v ∈ [α, β[, on a
g ◦ ϕ(v) = h(v).

Si l’intégrale
∫ b

a

f(x) dx converge, alors g possède une limite finie l en b−, par conséquent

h admet l comme limite en β−, i.e
∫ β

α

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt converge et on a l’égalité.

Réciproquement, supposons que l’intégrale
∫ β

α

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt converge. Comme ϕ est

strictement monotone et continue sur [α, β[, ϕ réalise une bijection de [α, β[ sur [a, b[ et
on a alors pour tout u ∈ [a, b[,

g(u) = h ◦ ϕ−1(u).

Or lim
v→β−

ϕ(v) = b, donc lim
u→b−

ϕ−1(u) = β, on en déduit alors que g possède une limite finie

quand u→ b−, à savoir
∫ β

α

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt, donc l’intégrale
∫ b

a

f(x) dx converge.

�

Remarque

Un changement de variable dans une intégrale généralisée peut conduire à une intégrale
de Riemann, auquel cas l’intégrale généralisée converge.

3. Intégrale généralisée d’une fonction positive

3.1 Théorème

Soit f une fonction définie sur [a, b[ à valeurs dans R+ et localement intégrable sur [a, b[.

Alors la fonction F (x) =

∫ x

a

f(t) dt définie sur [a, b[ est croissante et l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt

converge si et seulement si la fonction F est majorée. De plus, on a

∀x ∈ [a, b[, F (x) ≤
∫ b

a

f(t) dt.

Preuve :

La fonction f étant positive sur [a, b[, on a pour tous a ≤ u < v < b

F (v)− F (u) =

∫ v

u

f(t) dt ≥ 0.

80



Donc la fonction F est croissante sur [a, b[ ; par conséquent elle admet une limite en b− et

cette limite est finie si et seulement si F est majorée. Donc l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt converge

si et seulement si la fonction F est majorée. De plus∫ b

a

f(t) dt = lim
x→b−

F (x) = sup
[a,b[

F

d’où

∀x ∈ [a, b[, F (x) ≤
∫ b

a

f(t) dt.

�

3.2 Théorème

Soient f et g deux fonctions définies sur [a, b[ à valeurs réelles et localement intégrables
sur [a, b[.

a) On suppose qu’il existe c ∈ [a, b[ tel que

∀t ∈ [c, b[, 0 ≤ f(t) ≤ g(t).

Si l’intégrale
∫ b

a

g(t) dt converge, alors l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt converge.

Si l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt diverge, alors l’intégrale
∫ b

a

g(t) dt diverge.

b) On suppose qu’il existe c ∈ [a, b[ tel que g est de signe constant sur [c, b[ et

f(t) ∼ g(t) au voisinage de b−

alors les intégrales
∫ b

a

f(t) dt et
∫ b

a

g(t) dt sont de même nature.

Preuve :

Pour tout x ∈ [c, b[, notons

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt et G(x) =

∫ x

c

g(t) dt.

a) Comme pour tout t ∈ [c, b[, 0 ≤ f(t) ≤ g(t), F et G sont croissantes sur [c, b[ et on a

∀x ∈ [c, b[, F (x) ≤ G(x).

Donc, si G est majorée, F l’est également et si F n’est pas majorée, G ne l’est pas non
plus, d’où le résultat.

b) On peut supposer que g est positive sur [c, b[ (sinon on raisonne sur −f et −g). Comme

f(t) ∼ g(t) au voisinage de b−

il existe une fonction ε définie sur un voisinage [α, b[ de b− vérifiant

∀t ∈ [α, b[, f(t) = ε(t)g(t) et lim
t→b−

ε(t) = 1
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Donc il existe β ∈ [α, b[ tel que

∀t ∈ [β, b[,
1

2
≤ ε(t) ≤ 2

d’où
∀t ∈ [β, b[,

1

2
g(t) ≤ ε(t)g(t) = f(t) ≤ 2g(t).

Alors, si l’intégrale
∫ b

a

g(t) dt converge, l’intégrale
∫ b

β

g(t) dt converge donc
∫ b

β

2g(t) dt

converge, d’où
∫ b

β

f(t) dt converge d’après a) et ainsi
∫ b

a

f(t) dt converge ; de même, si

l’intégrale
∫ b

a

g(t) dt diverge, l’intégrale
∫ b

β

g(t) dt diverge donc l’intégrale
∫ b

β

1

2
g(t) dt

diverge, d’où
∫ b

β

f(t) dt diverge et ainsi
∫ b

a

f(t) dt diverge . Par conséquent les intégrales∫ b

a

f(t) dt et
∫ b

a

g(t) dt sont de même nature.

�

3.3 Fonctions de comparaison

a) Soit a > 0 et α un réel ; l’intégrale
∫ +∞

a

dt

tα
converge si et seulement si α > 1.

b) Soient a et b deux réels tels que a < b et α un réel ; alors les intégrales
∫ b

a

dt

(t− a)α
et∫ b

a

dt

(b− t)α
convergent si et seulement si α < 1.

c) Soit a et α deux réels ; alors l’intégrale
∫ +∞

a

e−αt dt converge si et seulement si α > 0.

Preuve :

a) Une primitive f de t 7−→ 1

tα
sur [a,+∞[ est donnée par

f(t) =


t1−α

1− α
si α 6= 1

ln t si α = 1

Or l’intégrale
∫ +∞

a

dt

tα
converge si et seulement si f admet une limite finie en +∞, ce qui

s’avère être le cas si et seulement si α > 1.

b) De même, une primitive g de t 7−→ 1

(t− a)α
sur ]a, b] est donnée par

g(t) =


(t− a)1−α

1− α
si α 6= 1

ln(t− a) si α = 1
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Donc g admet une limite finie en a+ si et seulement si α < 1 et ainsi l’intégrale
∫ b

a

dt

(t− a)α

converge si et seulement si α < 1.

La démonstration est analogue pour l’autre intégrale.

c) Une primitive h de t 7−→ e−αt sur [a,+∞[ est donnée par

h(t) =


e−αt

−α
si α 6= 0

t si α = 0

Donc h admet une limite finie en +∞ si et seulement si α > 0, et ainsi l’intégrale∫ +∞

a

e−αt dt converge si et seulement si α > 0.

�

4. Critère de Cauchy

Rappelons le critère de Cauchy pour une fonction d’une variable réelle :

4.1 Théorème

Soit F une fonction définie sur [a, b[ et à valeurs dans R ou C.

a) si b ∈ R : la fonction F admet une limite finie en b− si et seulement si

∀ε > 0, ∃ α > 0, ∀x, x′ ∈ [a, b[, b− α < x′ < x < b =⇒ |F (x′)− F (x)| < ε.

b) si b = +∞ : la fonction F admet une limite finie en +∞ si et seulement si

∀ε > 0, ∃ A > 0, ∀x, x′ ∈ [a,+∞[, x > x′ > A =⇒ |F (x′)− F (x)| < ε.

Preuve : cf. cours de 1ère année.

�

4.2 Critère de Cauchy pour une intégrale généralisée

Soit f une fonction définie sur [a, b[, à valeurs dans R ou C et localement intégrable sur
[a, b[.

a) si b ∈ R : l’intégrale généralisée
∫ b

a

f(t) dt converge si et seulement si

∀ε > 0, ∃ α > 0, ∀x, x′ ∈ [a, b[, b− α < x′ < x < b =⇒
∣∣∣∣∫ x

x′
f(t) dt

∣∣∣∣ < ε.

b) si b = +∞ : l’intégrale généralisée
∫ +∞

a

f(t) dt converge si et seulement si

∀ε > 0, ∃ A > 0, ∀x, x′ ∈ [a,+∞[, x > x′ > A =⇒
∣∣∣∣∫ x

x′
f(t) dt

∣∣∣∣ < ε.
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Preuve :

Il suffit d’appliquer le critère de Cauchy 4.1 à la fonction

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

en effet, on a

F (x′)− F (x) =

∫ x

x′
f(t) dt.

�

5. Intégrales absolument convergentes

5.1 Définition

Soit f une fonction définie sur [a, b[, à valeurs dans R ou C et localement intégrable sur

[a, b[. On dit que l’intégrale généralisée
∫ b

a

f(t) dt converge absolument, ou est absolument

convergente, si et seulement si l’intégrale généralisée
∫ b

a

|f(t)| dt converge.

5.2 Théorème

Soit f une fonction définie sur [a, b[, à valeurs dans R ou C et localement intégrable sur

[a, b[. Si l’intégrale généralisée
∫ b

a

f(t) dt converge absolument, alors
∫ b

a

f(t) dt converge.

De plus on a : ∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t)| dt.

Preuve :

Faisons la démonstration dans le cas b ∈ R (celle dans le cas b = +∞ est analogue) ; on
va utiliser le critère de Cauchy pour une intégrale généralisée :

L’intégrale
∫ b

a

f(t) dt converge absolument donc

∀ε > 0, ∃ α > 0, ∀x, x′ ∈ [a, b[, b− α < x′ < x < b =⇒
∣∣∣∣∫ x

x′
|f(t)| dt

∣∣∣∣ < ε.

Or

x′ < x =⇒
∫ x

x′
|f(t)| dt ≥ 0 =⇒

∣∣∣∣∫ x

x′
|f(t)| dt

∣∣∣∣ =

∫ x

x′
|f(t)| dt

donc

b− α < x′ < x < b =⇒
∣∣∣∣∫ x

x′
f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

x′
|f(t)| dt < ε.

Le critère de Cauchy nous permet alors de conclure que
∫ b

a

f(t) dt converge.
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De plus on a pour tout x ∈ [a, b[∣∣∣∣∫ x

a

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

a

|f(t)| dt

donc, quand x −→ b−, on obtient∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t)| dt.

�

Exemple

Soit a ∈ R. Considérons la fonction fa définie sur [1,+∞[ par

fa(t) =
sin at

t2
.

On a pour tout t ≥ 1

|fa(t)| =
| sin at|
t2

≤ 1

t2
.

Comme l’intégrale
∫ +∞

1

dt

t2
converge d’après 3.3, on déduit de 3.2 que

∫ +∞

1

fa(t) dt

converge absolument, donc converge.

5.3 Théorème

Soit f une fonction définie sur [a,+∞[, à valeurs dans R et localement intégrable sur
[a,+∞[.

a) S’il existe un réel α et un réel non nul k tel que f(t) ∼ k

tα
au voisinage de +∞, alors

f est de signe constant pour t assez grand, l’intégrale généralisée
∫ +∞

a

f(t) dt converge

si α > 1 et diverge si α ≤ 1.

b) S’il existe un réel α > 1 tel que lim
t→+∞

tαf(t) = 0, alors l’intégrale généralisée
∫ +∞

a

f(t) dt

converge absolument.

c) S’il existe un réel α ≤ 1 tel que lim
t→+∞

tαf(t) = ±∞, alors l’intégrale généralisée∫ +∞

a

f(t) dt diverge.

Preuve :

a) Comme f(t) ∼ k

tα
au voisinage de +∞, f est du signe de k pour t assez grand. On

applique alors 3.2 et 3.3 pour obtenir le résultat.

b) S’il existe un réel α > 1 tel que lim
t→+∞

tαf(t) = 0, alors

∃ A > 0,∀t ∈ [a,+∞[, t > A =⇒ |f(t)| ≤ 1

tα

85



on déduit alors de 3.2 et 3.3 que
∫ +∞

a

f(t) dt converge absolument.

c) S’il existe un réel α ≤ 1 tel que lim
t→+∞

tαf(t) = +∞, alors

∃ A > 0,∀t ∈ [a,+∞[, t > A =⇒ f(t) ≥ 1

tα
> 0

on déduit alors de 3.2 et 3.3 que
∫ +∞

a

f(t) dt diverge.

S’il existe un réel α ≤ 1 tel que lim
t→+∞

tαf(t) = −∞, alors lim
t→+∞

tα(−f(t)) = +∞ donc∫ +∞

a

(−f(t)) dt diverge. Il en est donc de même de
∫ +∞

a

f(t) dt.

�

Remarques

a) Si lim
t→+∞

tαf(t) = 0 avec α ≤ 1 on ne peut pas conclure : avec α =
1

2
on a lim

t→+∞
tα

1

t
= 0

et l’intégrale
∫ +∞

1

dt

t
diverge, alors que lim

t→+∞
tα

1

t
3
2

= 0 et l’intégrale
∫ +∞

1

dt

t
3
2

converge.

b) Si lim
t→+∞

tαf(t) = +∞ avec α > 1, on ne peut pas conclure : avec α =
7

4
on a

lim
t→+∞

tα
1

t
= +∞ et l’intégrale

∫ +∞

1

dt

t
diverge, alors que lim

t→+∞
tα

1

t
3
2

= +∞ et l’intégrale∫ +∞

1

dt

t
3
2

converge.

5.4 Théorème

Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction définie sur [a, b[, à valeurs
dans R et localement intégrable sur [a, b[.

a) S’il existe un réel α et un réel non nul k tel que f(t) ∼ k

(b− t)α
au voisinage de b−,

alors f est de signe constant au voisinage de b−, l’intégrale généralisée
∫ b

a

f(t) dt converge

si α < 1 et diverge si α ≥ 1.

b) S’il existe un réel α < 1 tel que lim
t→b−

(b − t)αf(t) = 0, alors l’intégrale généralisée∫ b

a

f(t) dt converge absolument.

c) S’il existe un réel α ≥ 1 tel que lim
t→b−

(b − t)αf(t) = ±∞, alors l’intégrale généralisée∫ b

a

f(t) dt diverge.

Preuve : analogue à celle de 5.3.

�
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6. Intégrales semi-convergentes

6.1 Définition

On dit qu’une intégrale généralisée est semi-convergente si elle est convergente sans être
absolument convergente.

Exemple

Soit a ∈ R∗. Considérons la fonction ga définie sur [1,+∞[ par

ga(t) =
cos at

t
.

Effectuons une intégration par parties :

u =
1

t
du = −dt

t2

dv = cos at dt v =
sin at

a

alors, pour tout x ≥ 1 on obtient∫ x

1

ga(t) dt =

[
sin at

at

]x
1

+

∫ x

1

sin at

at2

i.e ∫ x

1

ga(t) dt =
sin ax

ax
− sin a

a
+

∫ x

1

sin at

at2
.

L’intégrale
∫ +∞

1

sin at

at2
dt converge d’après l’exemple traité au §5. D’autre part, on a

∀x ≥ 1,

∣∣∣∣sin axax

∣∣∣∣ ≤ 1

|a|x

d’où
lim

x→+∞

sin ax

ax
= 0

donc
∫ x

1

ga(t) dt possède une limite finie quand x → +∞, i.e l’intégrale
∫ +∞

1

ga(t) dt

converge.

Montrons que cette intégrale généralisée ne converge pas absolument :

on a pour tout réel t ≥ 1, | cos at| ≤ 1 d’où

| cos at| ≥ cos2 at =
1 + cos 2at

2

et ainsi
|ga(t)| ≥

1 + cos 2at

2t

donc
∀x ≥ 1,

∫ x

1

|ga(t)| dt ≥
∫ x

1

dt

2t
+

∫ x

1

g2a(t) dt.
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Or l’intégrale
∫ +∞

1

g2a(t) dt converge d’après le calcul précédent et
∫ +∞

1

dt

2t
diverge vers

+∞ d’après 3.3, donc

lim
x→+∞

∫ x

1

|ga(t)| dt = +∞

et ainsi l’intégrale
∫ +∞

1

|ga(t)| dt diverge.

6.2 Critère d’Abel

Soit f une fonction de classe C1 décroissante sur [a,+∞[ à valeurs dans R et telle que
lim

x→+∞
f(x) = 0.

Soit g une fonction continue sur [a,+∞[ vérifiant la propriété suivante :

∃ M > 0,∀x, x′ ∈ [a,+∞[,

∣∣∣∣∣
∫ x′

x

g(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤M.

Alors l’intégrale
∫ +∞

a

f(t)g(t) dt converge et, pour tout x ∈ [a,+∞[ on a

∣∣∣∣∫ +∞

x

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣ ≤Mf(x).

Preuve :

Pour x fixé dans [a,+∞[, posons G(x′) =

∫ x′

x

g(t) dt. La fonction G est donc une primitive

de g sur [a,+∞[ qui s’annule en x.

Par une intégration par parties, on obtient alors

∀x, x′ ∈ [a,+∞[,

∫ x′

x

f(t)g(t) dt = f(x′)G(x′) +

∫ x′

x

(−f ′)(t)G(t) dt.

Donc pour tous x′ > x ≥ a, on a

∣∣∣∣∣
∫ x′

x

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤ |f(x′)G(x′)|+

∣∣∣∣∣
∫ x′

x

(−f ′)(t)G(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤ |f(x′)G(x′)|+
∫ x′

x

|(−f ′)(t)G(t)| dt.

Or f est décroissante sur [a,+∞[ et lim
x→+∞

f(x) = 0 donc f est positive sur [a,+∞[ ainsi

que −f ′, de plus |G| est majorée par M d’où∣∣∣∣∣
∫ x′

x

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤Mf(x′) +

∫ x′

x

(−f ′)(t)M dt = Mf(x′) +M [−f(t)]x
′

x = Mf(x) (∗).

Traduisons maintenant lim
x→+∞

f(x) = 0 :

∀ε > 0, ∃ A > 0, x > A =⇒ 0 ≤ f(x) <
ε

M
.
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On en déduit alors

x′ > x > A =⇒

∣∣∣∣∣
∫ x′

x

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣∣ < ε.

Le critère de Cauchy nous permet alors d’affirmer que l’intégrale
∫ +∞

a

f(t)g(t) dt converge.

De plus, en faisant tendre x′ vers +∞ dans l’inégalité (∗), on obtient∣∣∣∣∫ +∞

x

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣ ≤Mf(x).

�

7. Comparaison série-intégrale

On a pu constater dans les paragraphes précédents les nombreuses analogies entre les

théorèmes sur les séries et ceux sur les intégrales généralisées de la forme
∫ +∞

a

f(t) dt :

on va donner quelques résultats précisant ce lien entre séries et intégrales généralisées.

On va d’abord énoncer à nouveau la proposition I.3.4 avec le langage des intégrales géné-
ralisées maintenant à notre disposition :

7.1 Proposition

Soit f une fonction continue, décroissante, positive sur un intervalle [N,+∞[ (N ∈ N) ;
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) la série
∑
n≥N

f(n) converge ;

b) la série
∑
n≥N

∫ n+1

n

f(t) dt converge ;

c) l’intégrale généralisée
∫ +∞

N

f(t) dt converge.

7.2 Proposition

Soit f une fonction définie sur [a,+∞[ à valeurs dans R ou C et localement intégrable

sur [a,+∞[. Alors l’intégrale
∫ +∞

a

f(t) dt converge si et seulement si, pour toute suite

(xn)n∈N d’éléments de [a,+∞[ de limite +∞, la série de terme général un =

∫ xn+1

xn

f(t) dt

converge.

Preuve :

Posons F (x) =

∫ x

a

f(t) dt pour tout x ∈ [a,+∞[. Alors l’intégrale
∫ +∞

a

f(t) dt converge

si et seulement si F admet une limite finie en +∞, autrement dit si et seulement si, pour
toute suite (xn)n∈N d’éléments de [a,+∞[ de limite +∞, la suite (F (xn))n∈N converge.

Or, pour tout n ∈ N,

F (xn) =

∫ xn

a

f(t) dt =

∫ x0

a

f(t) dt+
n−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(t) dt.
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Par conséquent la suite (F (xn))n∈N converge si et seulement si la série de terme général

un =

∫ xn+1

xn

f(t) dt converge.

�

7.3 Proposition

Soit f une fonction définie sur [a,+∞[ à valeurs dans R ou C et localement intégrable
sur [a,+∞[. On suppose qu’il existe une suite (xn)n∈N d’éléments de [a,+∞[ croissante et

de limite +∞ telle que la série de terme général un =

∫ xn+1

xn

f(t) dt converge et la suite

vn =

∫ xn+1

xn

|f(t)| dt converge vers 0. Alors l’intégrale
∫ +∞

a

f(t) dt converge.

Preuve :

Pour tout u ≥ x0, considérons le sous-ensemble de N suivant

Eu = {m ∈ N / xm ≤ u}.

Cet ensemble est majoré, en effet comme lim
n→+∞

xn = +∞, il existe N ∈ N tel que

n ≥ N =⇒ xn > |u| ≥ 0

donc, quelque soit le signe de u, on a

Eu ⊂ [0, N ].

On peut donc associer à tout réel u ≥ x0, l’entier p(u) défini par p(u) = maxEu : par
définition même de p(u), on constate alors que la fonction p est croissante sur [x0,+∞[
(puisque u ≤ v =⇒ Eu ⊂ Ev) et que

∀u ≥ x0, xp(u) ≤ u < xp(u)+1 (∗).

Montrons que lim
u→+∞

p(u) = +∞ :

si lim
u→+∞

p(u) 6= +∞, celà signifie que la fonction p est majorée sur [x0,+∞[

∃ M ∈ N,∀u ≥ x0, p(u) ≤M

d’où
∀u ≥ x0, p(u) + 1 ≤M + 1

mais la suite (xn)n∈N est croissante donc

∀u ≥ x0, xp(u)+1 ≤ xM+1

et ainsi la suite (xp(u)+1) est majorée. Or, on a d’après (∗)

∀u ≥ x0, xp(u)+1 > u

d’où
lim

u→+∞
xp(u)+1 = +∞
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ce qui est absurde. Donc lim
u→+∞

p(u) = +∞.

D’autre part, on a pour tout u ≥ x0,∫ u

a

f(t) dt =

∫ x0

a

f(t) dt+

p(u)−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(t) dt+

∫ u

xp(u)

f(t) dt (∗∗).

Or ∣∣∣∣∣
∫ u

xp(u)

f(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ u

xp(u)

|f(t)| dt ≤
∫ xp(u)+1

xp(u)

|f(t)| dt = vp(u)

mais la suite (vn)n∈N converge vers 0 et lim
u→+∞

p(u) = +∞ donc lim
u→+∞

vp(u) = 0 : on en
déduit que

lim
u→+∞

∫ u

xp(u)

f(t) dt = 0

de plus la série de terme général un =

∫ xn+1

xn

f(t) dt converge, donc
p(u)−1∑
k=0

∫ xk+1

xk

f(t) dt pos-

séde une limite finie quand u→ +∞. On déduit alors de (∗∗) que l’intégrale
∫ +∞

a

f(t) dt

converge.

�

Exemple

Considérons l’intégrale généralisée
∫ +∞

0

sin t√
t
dt.

La fonction f(t) =
sin t√
t

est continue sur ]0,+∞[ et prolongeable par continuité à droite

en 0 en posant f(0) = 0, donc f est localement intégrable sur [0,+∞[.

Posons xn = nπ et un =

∫ xn+1

xn

f(t) dt pour tout n ∈ N : la suite (xn)n∈N est croissante

et de limite +∞.

Or avec le changement de variable u = t− nπ, on obtient

un =

∫ (n+1)π

nπ

sin t√
t
dt = (−1)n

∫ π

0

sinu√
u+ nπ

du.

De plus, pour tout n ∈ N∗,
|un| =

∫ π

0

sinu√
u+ nπ

du

on constate alors facilement que la suite (|un|)n∈N est décroissante ; en outre, pour tout
n ∈ N∗, on a

|un| ≤
1√
nπ

∫ π

0

sinu du = 2
1√
nπ

d’où lim
n→+∞

|un| = 0, et par conséquent la série alternée
∑
un converge.
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D’autre part, considérons pour tout n ∈ N∗

vn =

∫ xn+1

xn

|f(t)| dt.

avec le changement de variable u = t− nπ, on obtient

vn =

∫ π

0

sinu√
u+ nπ

du = |un|

donc lim
n→+∞

vn = 0.

On déduit alors de 7.3 que l’intégrale
∫ +∞

0

sin t√
t
dt converge.

7.4 Corollaire

Soit f une fonction définie sur [a,+∞[ à valeurs positives et localement intégrable sur

[a,+∞[. Alors l’intégrale
∫ +∞

a

f(t) dt converge si et seulement si il existe une suite

(xn)n∈N d’éléments de [a,+∞[, croissante et de limite +∞, telle que la série de terme

général un =

∫ xn+1

xn

f(t) dt converge.

Preuve :

Si l’intégrale
∫ +∞

a

f(t) dt converge alors d’après 7.2, pour toute suite (xn)n∈N d’éléments

de [a,+∞[ de limite +∞, la série de terme général un =

∫ xn+1

xn

f(t) dt converge.

Réciproquement, s’il existe une suite (xn)n∈N d’éléments de [a,+∞[ croissante et de limite

+∞ telle que la série de terme général un =

∫ xn+1

xn

f(t) dt converge, alors avec les notations

de 7.3, pour tout n ∈ N, un = vn puisque f est à valeurs positives et ainsi la suite (vn)n∈N
converge vers 0 puisque la série

∑
vn converge : il suffit alors d’appliquer 7.3 pour conclure

que l’intégrale
∫ +∞

a

f(t) dt converge.

�

8. Suites d’intégrales généralisées

8.1 Théorème de convergence dominée

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur [a, b[ à valeurs dans R ou C et localement
intégrables sur [a, b[, qui converge uniformément localement sur [a, b[ vers une fonction f .

On suppose qu’il existe une fonction g définie sur [a, b[ à valeurs positives, localement
intégrable sur [a, b[ vérifiant

a) l’intégrale généralisée
∫ b

a

g(t) dt converge ;

b) ∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, b[, |fn(t)| ≤ g(t).
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Alors pour tout n ∈ N, l’intégrale
∫ b

a

fn(t) dt converge absolument, l’intégrale
∫ b

a

f(t) dt

converge absolument, et on a

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt.

Preuve :

On a

∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, b[, |fn(t)| ≤ g(t) (∗)

on en déduit aussitôt que
∫ b

a

fn(t) dt converge absolument. D’autre part, en faisant tendre

n vers +∞ dans (∗), on obtient

∀t ∈ [a, b[, |f(t)| ≤ g(t)

d’où également la convergence absolue de
∫ b

a

f(t) dt.

Notons pour tout n ∈ N,

∆n =

∫ b

a

fn(t) dt−
∫ b

a

f(t) dt

et montrons que lim
n→+∞

∆n = 0 :

la convergence de l’intégrale
∫ b

a

g(t) dt s’écrit

lim
u→b−

∫ u

a

g(t) dt = sup
u∈[a,b[

∫ u

a

g(t) =

∫ b

a

g(t) dt ∈ R

c’est-à-dire

∀ε > 0,∃ α > 0, b− α < u < b =⇒ 0 ≤
∫ b

a

g(t) dt−
∫ u

a

g(t) dt =

∫ b

u

g(t) dt <
ε

3
.

Fixons u ∈]b − α, b[ : par hypothèse la suite (fn)n∈N converge uniformément vers f sur
[a, u], i.e

∃ N ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ ∀t ∈ [a, u], |fn(t)− f(t)| < ε

3(u− a)
(∗∗).

On a alors

∆n =

(∫ u

a

fn(t) dt−
∫ u

a

f(t) dt

)
+

∫ b

u

fn(t) dt−
∫ b

u

f(t) dt

d’où

|∆n| ≤
∣∣∣∣∫ u

a

fn(t) dt−
∫ u

a

f(t) dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ b

u

fn(t) dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ b

u

f(t) dt

∣∣∣∣
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mais ∣∣∣∣∫ b

u

fn(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

u

|fn(t)| dt ≤
∫ b

u

g(t) dt <
ε

3

et de même ∣∣∣∣∫ b

u

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

u

g(t) dt <
ε

3
.

D’autre part, d’après (∗∗) on a∣∣∣∣∫ u

a

fn(t) dt−
∫ u

a

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ u

a

|fn(t)− f(t)| dt ≤
∫ u

a

ε

3(u− a)
dt =

ε

3

d’où
n ≥ N =⇒ |∆n| <

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

et ainsi lim
n→+∞

∆n = 0.

�

8.2 Corollaire

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur [a, b[ à valeurs dans R ou C et localement
intégrables sur [a, b[ telle que la série de fonctions

∑
fn converge uniformément localement

sur [a, b[.

On suppose qu’il existe une fonction g définie sur [a, b[ à valeurs positives, localement
intégrable sur [a, b[ vérifiant

a) l’intégrale généralisée
∫ b

a

g(t) dt converge ;

b) ∀n ∈ N, ∀t ∈ [a, b[,

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

fk(t)

∣∣∣∣∣ ≤ g(t).

Alors pour tout n ∈ N, l’intégrale
∫ b

a

fn(t) dt converge absolument, l’intégrale
∫ b

a

∞∑
n=0

fn(t) dt

converge absolument, et on a

∞∑
n=0

∫ b

a

fn(t) dt =

∫ b

a

∞∑
n=0

fn(t) dt.
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VI INTÉGRALES DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE

Il s’agit d’étudier des fonctions du type F (x) =

∫ b

a

f(t, x) dt : en particulier, on se pose la

question de savoir à quelles conditions sur f on a la continuité et la dérivabilité de F . On
distinguera les cas des intégrales de Riemann “classiques” sur un intervalle fermé borné
de R et des intégrales généralisées.

1. Intégrales de Riemann dépendant d’un paramètre

On considère dans ce paragraphe a et b ∈ R tels que a < b.

1.1 Théorème

Soit I un intervalle de R ; on considère une fonction f définie sur [a, b] × I et à valeurs

dans R ou C. Si f est continue sur [a, b] × I, alors la fonction F (x) =

∫ b

a

f(t, x) dt est

continue sur I.

Preuve :

Soit x0 ∈ I et soit V un intervalle fermé borné inclus dans I et contenant x0 : alors
[a, b] × V est un compact de R2 et f étant continue sur [a, b] × V , y est uniformément
continue : pour tout ε > 0, il existe α > 0 tel que pour tous (t1, x1) et (t2, x2) ∈ [a, b]× V

‖(t1, x1)− (t2, x2)‖ < α =⇒ |f(t1, x1)− f(t2, x2)| <
ε

2(b− a)

en particulier, pour tout t ∈ [a, b] et quitte à restreindre α pour que ]x0 − α, x0 + α[⊂ V
on a

|h| < α =⇒ |f(t, x0 + h)− f(t, x0)| <
ε

2(b− a)

d’où, pour tout h ∈]− α, α[, on a

|F (x0+h)−F (x0)| =
∣∣∣∣∫ b

a

(f(t, x0 + h)− f(t, x0)) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t, x0+h)−f(t, x0)| dt ≤
ε

2
< ε.

et ainsi F est continue en x0.

�

Exemple

Considérons la fonction f définie sur R2 par

∀x ∈ R, f(t, x) = e−xt
sin t

t
si t 6= 0 et f(0, x) = 1.

alors f est continue sur [0, 1] × R donc la fonction F (x) =

∫ 1

0

e−xt
sin t

t
dt est continue

sur R.
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1.2 Théorème

Soit I un intervalle de R ; on considère une fonction f définie sur [a, b] × I et à valeurs

dans R ou C. On suppose que la dérivée partielle
∂f

∂x
existe et est continue sur [a, b]× I.

Alors la fonction F (x) =

∫ b

a

f(t, x) dt est de classe C1 sur I et on a

∀x ∈ I, F ′(x) =

∫ b

a

∂f

∂x
(t, x) dt.

Preuve :

Soit x0 ∈ I et soit V un intervalle fermé borné inclus dans I et contenant x0 : posons
pour tout h ∈ R∗

∆(h) =
F (x0 + h)− F (x0)

h
−
∫ b

a

∂f

∂x
(t, x0) dt.

Alors

∆(h) =

∫ b

a

(
f(t, x0 + h)− f(t, x0)

h
− ∂f

∂x
(t, x0)

)
dt.

Or, quitte à séparer partie réelle et partie imaginaire de f , on peut supposer que f est à
valeurs réelles et alors le théorème des accroissements finis s’applique : pour tout t ∈ [a, b]
il existe θt ∈]0, 1[ tel que

f(t, x0 + h)− f(t, x0)

h
=
∂f

∂x
(t, x0 + θth)

d’où

|∆(h)| ≤
∫ b

a

∣∣∣∣f(t, x0 + h)− f(t, x0)

h
− ∂f

∂x
(t, x0)

∣∣∣∣ dt =

∫ b

a

∣∣∣∣∂f∂x (t, x0 + θth)− ∂f

∂x
(t, x0)

∣∣∣∣ dt.
Or [a, b]×V est un compact de R2 et

∂f

∂x
est continue sur [a, b]×I donc y est uniformément

continue : pour tout ε > 0, il existe α > 0 tel que pour tous (t1, x1) et (t2, x2) ∈ [a, b]× V

‖(t1, x1)− (t2, x2)‖ < α =⇒
∣∣∣∣∂f∂x (t1, x1)− (

∂f

∂x
(t2, x2)

∣∣∣∣ < ε

2(b− a)

en particulier, pour tout t ∈ [a, b] et quitte à restreindre α pour que ]x0 − α, x0 + α[⊂ V
on a

|h| < α =⇒
∣∣∣∣∂f∂x (t, x0 + θh)− ∂f

∂x
(t, x0)

∣∣∣∣ < ε

2(b− a)

d’où
|h| < α =⇒ |∆(h)| ≤ ε

2
< ε
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et ainsi
lim
h→0

∆(h) = 0

i.e F est dérivable en x0 et F ′(x0) =

∫ b

a

∂f

∂x
(t, x0) dt. Enfin, F ′ est continue sur I d’après

1.1 puisque
∂f

∂x
est continue sur [a, b]× I.

�

Exemples

a) Considérons à nouveau la fonction f définie sur R2 par

∀x ∈ R, f(t, x) = e−xt
sin t

t
si t 6= 0 et f(0, x) = 1.

Alors la dérivée partielle
∂f

∂x
existe et est continue sur R2 et

∂f

∂x
= −e−xt sin t

donc la fonction F (x) =

∫ 1

0

e−xt
sin t

t
dt est de classe C1 sur R et on a

∀x ∈ R, F ′(x) = −
∫ 1

0

e−xt sin t dt.

b) Calcul de
∫ 1

0

1

(t2 + 1)2
dt.

Considérons f(t, x) =
1

t2 + x2
: f est définie sur R2 − {(0, 0)} et, pour tout a > 0, la

dérivée partielle
∂f

∂x
existe et est continue sur [0, 1]× [a,+∞[ :

∂f

∂x
= − 2x

(t2 + x2)2
.

Alors la fonction F (x) =

∫ 1

0

f(t, x) dt est de classe C1 sur [a,+∞[ et on a

∀x ∈ [a,+∞[, F ′(x) = −2x

∫ 1

0

1

(t2 + x2)2
dt.

Or un calcul simple de primitive nous donne

∀x ∈ [a,+∞[, F (x) =
1

x
Arctg

1

x

d’où
∀x ∈ [a,+∞[, F ′(x) = − 1

x2
Arctg

1

x
− 1

x(x2 + 1)
.
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on en déduit alors que

∀x ∈ [a,+∞[,

∫ 1

0

1

(t2 + x2)2
dt =

1

2x3
Arctg

1

x
+

1

2x2(x2 + 1)

d’où, pour x = 1 ∫ 1

0

1

(t2 + 1)2
dt =

π

8
+

1

4
.

2. Intégrales généralisées dépendant d’un paramètre

On considère dans ce paragraphe a ∈ R et b ∈ R ∪ {+∞} tels que a < b.

2.1 Théorème

Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur [a, b[×I à valeurs dans R ou C.
On suppose qu’il existe une fonction g localement intégrable sur [a, b[ et à valeurs dans
R+ (appelée fonction majorante) vérifiant :

a) l’intégrale généralisée
∫ b

a

g(t) dt converge ;

b) ∀(t, x) ∈ [a, b[×I, |f(t, x)| ≤ g(t).

Alors pour tout x ∈ I, l’intégrale généralisée
∫ b

a

f(t, x) dt converge absolument et la

fonction F (x) =

∫ b

a

f(t, x) dt ainsi définie est continue sur I.

Preuve :

La convergence absolue de l’intégrale
∫ b

a

f(t, x) dt pour tout x ∈ I découle immédiatement

de la condition b).

Rappelons qu’une fonction h d’une variable réelle définie sur [a, b[ possède une limite
finie l en b− si et seulement si pour toute suite de réels (un)n∈N tendant vers b−, la suite
(h(un))n∈N tend vers l.

En particulier, si on pose u0 = a et pour tout n ≥ 1, un = n dans le cas b = +∞, et

un = b− 1

n
dans le cas b ∈ R, on a pour tout x ∈ I

F (x) =

∫ b

a

f(t, x) dt = lim
n→+∞

∫ un

a

f(t, x) dt = lim
n→+∞

n∑
k=0

∫ uk

uk−1

f(t, x) dt =
+∞∑
n=0

∫ un

un−1

f(t, x) dt.

Posons alors pour tout n ∈ N et tout x ∈ I

fn(x) =

∫ un

un−1

f(t, x) dt

et considérons la série de fonctions
∑
fn. D’après 1.1, pour tout n ∈ N, fn est continue

sur I puisque f est continue sur [un−1, un]× I ; d’autre part, si on note λn =

∫ un

un−1

g(t) dt,

on déduit de la condition b) que

∀n ∈ N, ∀x ∈ I, |fn(x)| ≤ λn.
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Or la série numérique
∑
λn converge puisque

+∞∑
n=0

λn =

∫ b

a

g(t) dt

par conséquent la série
∑
fn converge normalement donc uniformément sur I : on déduit

alors du théorème II.5.1 que la somme de la série
∑
fn, à savoir F , est continue sur I.

�

Exemple

Considérons la fonction f définie sur R2 par

∀x ∈ R, f(t, x) = e−xt
sin t

t
si t 6= 0 et f(0, x) = 1

et soit

F (x) =

∫ +∞

0

e−xt
sin t

t
dt.

On va montrer que F est définie et continue sur ]0,+∞[ en utilisant le théorème 2.1 :
considérons a > 0, alors f est continue sur [0,+∞[×[a,+∞[, de plus, comme pour tout
t ≥ 0, on a | sin t| ≤ t (étudier la fonction t 7−→ | sin t| − t sur R+), on a la majoration
suivante

∀t ∈ R+,∀x ∈ [a,+∞[, |f(t, x)| ≤ e−at

or l’intégrale généralisée
∫ +∞

a

e−at dt converge puisque a > 0 donc F est définie et continue

sur [a,+∞[ pour tout a > 0. On en déduit que F est définie et continue sur ]0,+∞[.

2.2 Théorème

Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur [a, b[×I à valeurs dans R ou C.
On suppose que

a) pour tout x ∈ I, l’intégrale généralisée
∫ b

a

f(t, x) dt converge ;

b) la dérivée partielle
∂f

∂x
existe et est continue sur [a, b[×I ;

c) il existe une fonction g localement intégrable sur [a, b[ et à valeurs dans R+ telle

que l’intégrale généralisée
∫ b

a

g(t) dt converge, et vérifiant

∀(t, x) ∈ [a, b[×I,
∣∣∣∣∂f∂x (t, x)

∣∣∣∣ ≤ g(t)

Alors la fonction F (x) =

∫ b

a

f(t, x) dt est de classe C1 sur I et on a

∀x ∈ I, F ′(x) =

∫ b

a

∂f

∂x
(t, x) dt.
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Preuve :

On procède comme dans la preuve du théorème 2.1 : on pose pour tout n ∈ N et tout
x ∈ I

fn(x) =

∫ un

un−1

f(t, x) dt

où (un)n∈N est une suite croissante dont le premier terme est a et qui a pour limite b−, et

alors F (x) =
∞∑
n=0

fn(x). D’après le thèorème 1.2, pour tout n ∈ N fn est de classe C1 sur

I et on a
∀x ∈ I, f ′n(x) =

∫ un

un−1

∂f

∂x
(t, x) dt.

De plus, si on note λn =

∫ un

un−1

g(t) dt, on a d’après la condition c)

∀n ∈ N, ∀x ∈ I, |f ′n(x)| ≤ λn.

Or la série numérique
∑
λn converge puisque

+∞∑
n=0

λn =

∫ b

a

g(t) dt

on en déduit alors que la série
∑
f ′n converge normalement, donc uniformément sur I ;

par conséquent on peut appliquer le théorème II.5.3 : F est de classe C1 sur I et on peut
dériver terme à terme la série

∀x ∈ I, F ′(x) =

(
+∞∑
n=0

fn(x)

)′
=
∞∑
n=0

f ′n(x) =
∞∑
n=0

∫ un

un−1

∂f

∂x
(t, x) dt =

∫ +∞

a

∂f

∂x
(t, x) dt.

�

Exemple

Considérons à nouveau la fonction f définie sur R2 par

∀x ∈ R, f(t, x) = e−xt
sin t

t
si t 6= 0 et f(0, x) = 1

et soit

F (x) =

∫ +∞

0

e−xt
sin t

t
dt.

On a vu précédemment que F est définie sur ]0,+∞[ ; considérons a > 0, alors la dérivée

partielle
∂f

∂x
existe et est continue sur [0,+∞[×[a,+∞[ :

∀(t, x) ∈ [0,+∞[×[a,+∞[,
∂f

∂x
(t, x) = −e−xt sin t

et on a alors
∀(t, x) ∈ [0,+∞[×[a,+∞[,

∣∣∣∣∂f∂x (t, x)

∣∣∣∣ ≤ e−at
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or l’intégrale généralisée
∫ +∞

a

e−at dt converge puisque a > 0 donc F est est de classe C1

sur [a,+∞[ pour tout a > 0, on en déduit aussitôt que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et
on a pour tout x ∈ ]0,+∞[

F ′(x) = −
∫ +∞

0

e−xt sin t dt = −Im
(∫ +∞

0

e(i−x)t dt

)
t = −Im

(
1

x− i

)
= − 1

x2 + 1
.

Il existe donc un réel c tel que

∀x ∈ ]0,+∞[, F (x) = c− Arctgx

or on a de manière évidente la majoration

∀x ∈ ]0,+∞[, |F (x)| ≤
∫ +∞

0

e−xt dt =
1

x

d’où
lim

x→+∞
F (x) = 0

on en déduit alors que c =
π

2
et ainsi

∀x ∈ ]0,+∞[, F (x) =
π

2
− Arctgx = Arctg

1

x
.
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