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I RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

1. Espaces vectoriels
1.1 R" et C”

On consideére R le corps des nombres réels et C le corps des nombres complexes.

On appelle vecteur a n composantes réelles tout n-uplet = = (z1,22,...,,) OU T1,Z2,...,T,
sont des réels et on note R™ ’ensemble de ces vecteurs. Le plus souvent, on utilisera la
notation dite vecteur colonne suivante:

X1
T2

Tn

De la méme facon, on définit C™ I’ensemble des vecteurs & n composantes complexes. Dans
la suite, K désignera I'un des corps R ou C et K™ I’ensemble des vecteurs a n composantes
dans K. On notera 0 le vecteur nul de K", i.e le vecteur dont toutes les composantes sont
nulles.

On définit deux opérations sur K™

1 Y1 T1+ W%
.. . Z2 Y2 ) T + Yo
* ’addition: sixz = ) ety = . ,on définit z = x+y par z = .
Tn Yn Tn + Yn
)\.Tl
)\ZEQ

x la multiplication par un scalaire A, i.e un élément de K, Az =
ATy,

On remarque que pour tout vecteur x de F, on peut écrire

1 1 0 0
To 0 1 0
= : =21 : + X2 : + -ty :
Tn 0 0 1

On a ainsi exhibé n vecteurs particuliers de E':

1 0 0

0 1 0
€1 = 3 , Eg = . yeeeey € =

0 0 1

et ainsi z s’écrit sous la forme x = x1e1 + x2€9 + -+ - + Tp€p.



On peut généraliser ces propriétés de K™ en définissant la notion d’espace vectoriel sur
K:
1.2 Espaces vectoriels

Soit E' un ensemble non vide muni d’une addition et d’'une multiplication par les scalaires ;
on dit que F est un espace vectoriel sur K s’il vérifie les conditions suivantes :

Siz, y et z sont des éléments de E et si A et p sont des scalaires

a) 'addition est commutative: xt +y =y + x;

b) laddition est associative: (z +y) +z =z + (y + 2);

¢) il existe un élément Og de E tel que  + 0 = x pour tout z € E;

d) tout élément x de E posséde un opposé —z dans E: x + (—z) =x —x = 0g;
e) Mz +y) =z + \y;

£) A+ p)x = Az + px et Mpz) = (Apw)z

g) le ==z

Les éléments d’un espace vectoriel E/ sont appelés vecteurs.

Exemples

K™ est évidemment un espace vectoriel sur K. Le singleton {0} est un espace vectoriel
sur K.

L’ensemble des applications d’un ensemble A & valeurs dans R est un espace vectoriel sur
R:

Si f et g sont deux applications de A dans R et si A € R, on définit f 4+ g et A\f par
Ve e A (f+9)(x) = f(z) + g(x) et (Af)(x) = M ().

Soit E/ un espace vectoriel sur K et soit F' un sous-ensemble non vide de E'; on dit que
F' est un sous-espace vectoriel de E s’il vérifie les propriétés suivantes :

xsizetye F,alorsz+y e F;
xsixe Fet e K alors \x € F.

Ces deux conditions sont équivalentes a I'unique condition suivante :
xsix,y € Fletsi\ue K, alors \e + py € F.

Considérons p vecteurs uy,us,...,u, de E et notons Vect(uy,us,...,u,) I'ensemble des com-
binaisons linéaires de uy,ug,...,u,, i.e

V€Ct<U1,U2,...,up) = {)\1U1 + )\2"&2 + e+ )\pup / >\17)‘27---7)‘p € K}

Alors Vect(uy,us,...,u,) est un sous-espace vectoriel de E.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E et soient p vecteurs uj,us,...,u, de E; on dit que
Uy,Usz,...,u, engendrent F ou forment un systéme générateur de F'si F' = Vect(uy,ug,...,u,).

On dit que p vecteurs u;,us,...,u, de E sont linéairement indépendants ou forment un
systéme libre si pour tous Aj,)\q,...,\, € K, on a:

)\1u1+)\2u2+---+)\pup:()i)\1:)\2:...:)\p:0.
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On appelle base de E toute famille de vecteurs linéairement indépendants qui engendrent
E. On montre que tout espace vectoriel non réduit & {0} posséde au moins une base ; si
E posséde une base comprenant un nombre fini n de vecteurs, alors toute base de E
comprend également n vecteurs: cet entier n est appelé dimension de E et noté dim F,
et on dit que F est de dimension finie. Si E est de dimension finie, alors tout sous-espace
vectoriel F' de E est lui aussi de dimension finie et dim F' < dim F.

En particulier, 'espace vectoriel K™ est de dimension n: la famille (eq,es,...,e,,) définie ci-
dessus est une base de E appelée base canonique. Par convention, on dit que la dimension
de l'espace vectoriel {0} est nulle.

On appelle rang d’un systéme (uy,us,...,u,) de vecteurs de £ la dimension du sous-espace
vectoriel Vect(uy,us,...,u,): ce rang est < p.

Si (uq,usg,...,u,) est une base de E, alors tout vecteur x de s’écrit de maniére unique sous
la forme
T = XU + ToUg + - - + TpUy

Les éléments x1,xs,...,z, de K sont appelés coordonnées de x dans la base (uq,ug,...,u,).

En outre, si £ est de dimension n, toute famille libre (uy,us,...,u,) de p vecteurs de E avec
p < n peut étre complétée en une base de E, i.e il existe n — p vecteurs (upi1,Upi2,...,Un)
de E tels que (uj,us,...,u,) est une base de E.

Soit E' de dimension n et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F; si F' C G et si
dim F' = dim G, alors on a F' = G.
1.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et soient F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E'; on appelle somme de F' et G et on note F' + G ’ensemble défini par

F+G={zx+y/zeF yeG}

on vérifie facilement que F' + G est un sous-espace vectoriel de E'; si (ug,ug,...,u,) est un
systéme générateur de F' et (vq,vs,...,0) un systéme générateur de G, alors la réunion des
deux systémes (uy,ug,...,up,v1,09,...,0) est un systéme générateur de '+ G.

On dit que F et G sont en somme directe si ' NG = {0} ; on note alors
F+G=Fa&aG.

Si F' et G sont en somme directe, alors si (ug,us,...,u,) est une base de F' et (vy,vs,...,0%)
est une base de G, (u1,us,...,Up,01,V2,...,U;) est une base de F' @ G; on en déduit que

dim(F & G) = dim F' + dim G.

On a deux autres définitions équivalentes pour la somme directe de deux sous-espaces
vectoriels :

x [ et G sont en somme directe si et seulement si pour tout z € F' + G, il existe un
unique couple de vecteurs (z,y) ou x € F et y € G tel que z = z + y. Autrement dit la
condition F'N G = {0} est équivalente a I'unicité d’écriture.

« [ et G sont en somme directe si et seulement si dim(F + G) = dim F' + dim G.



Si F' et G sont en somme directe et si FdG = F, on dit que F et G sont supplémentaires
dans F; en d’autre termes, F' et G sont supplémentaires dans F si et seulement si

dim F + dim G = dim E et F NG = {0}.

2. Applications linéaires-matrices
2.1 Applications linéaires

Soient F un espace vectoriel de dimension n et F' un espace vectoriel de dimension p sur
K ; une application f de E dans F' est dite linéaire si elle vérifie les deux conditions
suivantes

«Vey e E ona fx+y)=flz)+ f(y);
x Ve € E, VA€ K,on a f(\x) = \f(x).

Ces deux conditions pouvant étre rassemblées en une seule:
« Vo, € E,VAu € K, on a f(Ax + py) = Mf(x) + uf(y).

On note L(E,F) 'ensemble des applications linéaires de F dans F'; on peut définir une
addition et une multiplication par les scalaires sur L(E,F) de la fagon suivante:

xsi fetge L(EF), onpose (f+g)(x) = f(z)+ g(z) pour tout = € E.
xsi f e L(EF)etsiAe K, onpose (Af)(z) = Af(z) pour tout x € E.
L(E,F) est alors un espace vectoriel sur K, de dimension dim F x dim F.

D’autre part, si f est une application linéaire de F dans F' et g est une application linéaire
de F' dans G, alors I'application composée g o f de FE dans F est linéaire.

Soit f une application linéaire de F dans F'; on appelle noyau de f et on note ker f le
sous-ensemble de E suivant

kerf={x e E/ f(z) =0}.

On a
[ est injective <= ker f = {0}.

On appelle image de f et on note Imf le sous-ensemble de F' suivant

Imf = f(E) ={f(z) / = € E}.
On a
f est surjective <= Imf = F.

De plus ker f est un sous-espace vectoriel de F, Imf est un sous-espace vectoriel de
F'; on appelle rang de f et on note rg(f) la dimension de Imf, i.e le rang du systéme
(f(e1),f(e2),....f(en)) pour toute base (eq,es,...,e,) de E. On a le théoréme suivant, appelé
théoréme du rang

dim(ker f) +rg(f) = dim £ = n.

En particulier, si n = p, on a les équivalences

f est injective <= f est surjective <= f est bijective <= ker f = {0} <= rg(f) = n.



2.2 Matrices

Soit f une application linéaire de F dans F' et choisissons une base B = (ej,es,...,e,,) de
E et une base B’ = (uq,us,...,u,) de F'; alors, pour tout x = x1e1 + xae2 + - - - + 2,65, ON
a:

f(l‘) - f(ajlel + xo€0 + -+ xnen) = xlf(el) + $2f(e2) +---+ xnf(en)
En d’autres termes, pour calculer f(z) en fonction des coordonnées de = dans la base
(e1,€9,...,€5), il suffit de connaitre la valeur de f(ey), f(ea),...,f(en). Or f(e1), f(ea),...,f(en)
sont des éléments de F' donc s’écrivent de maniére unique dans la base (uy,us,...,u,)

p
flej) = Z@ijui pour 1 < j < n.
=1

ou les éléments a;; sont dans le corps K.

Ainsi on associe & f un tableau & p lignes et n colonnes d’éléments de K

ay; Qi - Aip

Q21 Qg2 -+ QAagp
A= A

apl ap2 PR apn

appelé matrice représentative de I'application linéaire f dans les bases B et B’ et notée
Mpp (f). Les p composantes du jieme vecteur colonne de la matrice A = Mg (f) sont
donc les coordonnées du vecteur f(e;) dans la base (u1,us,...,u,).

Pour tout vecteur x = x1e1 + 1265+ - -+ 2,6, de E, on calcule facilement les coordonnées
de y = f(z) dans la base (u1,ug,...,up) : Yy = y1uq1 + Yaua + - - - + ypu, ol

Y1 = a11%1 + a12T2 + -+ A1pTy
Yo = Q21T + Q22T + - -+ + G Ty
Yp = Ap1T1+ Apala + -+ Apply

ce que I'on note Y = AX ou

U1 X

X

v=| ® lax=]™
Yn Ty

Onnote A= (ay ) 1<i<, : Gy est appelé terme d’indice (i,7) de la matrice A.

1<

I1<j<n
On notera M, ,(K) I'ensemble des matrices a p lignes et n colonnes & coefficients dans
K et simplement M,,(K) I'ensemble des matrices a n lignes et n colonnes a coefficients

dans K, appelées matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.

Lorsque f est un endomorphisme de F, c’est-a-dire une application linéaire de E dans lui-
méme, alors on prend la méme base B = (ey,es,...,¢,,) pour l'espace de départ et I’espace



d’arrivée et on considére la matrice de f dans la base B, notée Mp(f), qui est alors une
matrice carrée d’ordre n ; en particulier, ’application identique

Id: F — FE

r +— T

a pour matrice dans n’importe quelle base de F, la matrice

01 -+ 0
I, =

appelée matrice identité d’ordre n. On note I, = I lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur
I'ordre de la matrice.

Soit A une matrice de M, ,(K): on appelle noyau de A et on note ker A le sous-espace
vectoriel de K™ défini par

ker A= {X € K" / AX = 0}.

et on appelle image de A et on note ImA le sous-espace vectoriel de KP engendré par les
vecteurs colonnes de A. On appelle rang de A et on note rg(A) le rang du systéme formé
par les vecteurs colonnes de A, i.e la dimension de ImA.

Si f est une application linéaire de F dans F' et si A est la matrice de f dans des bases
de E et F', alors on a dimker(f) = dimker A et rg(f) = rg(A) d’oit le théoréme du rang
pour les matrices: si A € M, ,,(K), on a:

dimker A + rg(A) = dim(E) = n.
De plus, on a
f est injective <= ker f = {0} <= ker A = {0}.
et

f est surjective <= Imf =F <= ImA =F < rg(f) =p < rg(4) =p.
et dans le cas ott n = p on a les équivalences
f est bijective <= ker A = {0} <= rg(A) = n.

2.3 Opérations sur les matrices

On peut définir une addition et une multiplication par les scalaires sur M, ,(K) de la
maniére suivante :

xsiA=(aj) 1<i<p et B=(bj ) 1<i<p

1<j<n 1<j<n

sont dans M, ,,(K), on pose

A+B=C=(c¢j) 1<i<

S1Sp
1<j<n

avec ¢;; = a;; + by pour tous 1 <1 <p, 1<j<n.
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xsi\€ K,onpose \A=D = (d;; ) 1<,

<i<p
1<j<n

avec d;; = Aa;; pour tous 1 <i<p, 1<j7<n.

Muni de ces deux opérations, M,, ,(K) est alors un espace vectoriel sur K, de dimension
p X n.

De plus on peut définir la multiplication d'une matrice A = ((a;; ) 1<;<, de Mp,(K)
1<j<m
par une matrice B = (bj; ) 1 <;<m de My, ,(K) de la maniére suivante :
1<j<n

* on pose AB=CouC=(c;) 1<i<, estlamatricede M,,(K) définie par
1<j<n

m
Cij = Zaikbkj pourtous 1 <i<p, 1<7<n.
k=1

En particulier, si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, le produit C' = AB est une
matrice carrée d’ordre n. On a de plus AI = [A = A.

Soit A= (ajj ) 1<i<, une matrice de M,,(K): on appelle matrice transposée de A
1<j<n

et on note ‘A la matrice de M,, ,(K) dont le terme d’indice (4,j) est donné par aj;; en

d’autre termes ‘A a pour vecteurs colonnes les vecteurs lignes de A et réciproquement. On

dit que A est symétrique si A =" A (ce qui nécessite que A soit une matrice carrée). On a

les propriétés suivantes:

x(A+ B)="A+'B;

x H(AA) = NA;

x '(AB) =' B'A.
On dit qu’une matrice carrée A d’ordre n est diagonale si tous ses termes en dehors de
la diagonale principale sont nuls, i.e

a1 0 0 cee 0
0 a92 0 cee 0
A=
SO
0 O 0 apy
On dit qu'une matrice A = (a;; ) 1 <;<, de My,(K) est triangulaire
1<j<n

- supérieure si a;; = 0 pour ¢ > j;

- inférieure si a;; = 0 pour ¢ < j.



Ainsi, si A est carrée d’ordre n, A est triangulaire supérieure si

a1 a2 @13 -+ Aip
0 axp ax -+ a
A= 0 0 ass -+ asy
0 : . :
0O 0 -+ 0 au
et A est triangulaire inférieure si
a1 0 0 0
az az 0 0
A= :
0
an]_ an2 « e . « e a/nn

On dit qu’une matrice carrée A d’ordre n est inversible s’il existe une matrice carrée B
d’ordre n vérifiant AB = BA = I ; alors la matrice B est unique et on la note B = A%
On montre qu’une matrice carrée A d’ordre n est inversible si et seulement si rg(A) =n
ou, ce qui est équivalent, ker A = {0}.

Ces trois opérations définies sur les matrices correspondent a celles définies précédemment
sur les applications linéaires, plus précisément, on a le théoréme suivant :

Théoréme

x Soient f et g deux applications linéaires de £ dans F', A un scalaire,
B une base de E et B’ une base de I'; alors

Mpp(f+9) = Mpp(f)+ Mgp(g).
et
Mg (Af) = AMpp(f).

* Solent f une application linéaire de F dans F', g une application linéaire de F' dans G,
B une base de E, B’ une base de F' et B” une base de G, alors

Mgpi(go f)= Mp s (9)Mps(f)

En particulier, si f est un endomorphisme bijectif de F, considérons la matrice A de f
dans une base B = (ey,es,...,6,) de E; alors la matrice B de la bijection réciproque f!
dans la méme base B vérifie évidemment

AB=BA=1
puisque fo f~' = ftof=1Id Donc B= A1 ie Mg(f~!) = (Mg(f)) L.

Réciproquement, si la matrice A d'un endomorphisme f de E dans une base B de E est
inversible, alors rg(f) = rg(A) = n donc f est bijective et alors Mz(f~!) = (Mg(f))™";
pour résumer, si f est un endomorphisme de FE, alors on a:

f est bijective <= 3 B, Mg(f) est inversible <= VB, Mp(f) est inversible.



2.4 Changement de base

Soient B = (ey,e2,...,6,) et B = (€],€,,....el) deux bases de E'; on cherche a calculer les
coordonnées d'un vecteur x de E dans la base B’ a partir des coordonnées de = dans la
base B: Soit P la matrice carrée d’ordre n obtenue en prenant comme vecteurs colonnes
les coordonnées des vecteurs €],e,....e/, dans la base B = (e1,es,...,e,,) i.€

P11 P12 - Pin
p_ p?l p?z : p?n
Pn1 Pn2 ' DPnn

6/1 6,2 ) 6;7/

Alors rg(P) = rg(e,eh,...,e,,) = n donc P est inversible: P est appelée la matrice de

passage de la base B a la base B'.

/
. . X2 , 2

De plus, si x a pour coordonnées X = _ dans la base B et X' = _ dans la
Ty, x

base B’, on a
X = PX' ou encore X' = P71 X.

Considérons maintenant une application linéaire f de E dans F, A sa matrice dans les
bases B et B; et A’ sa matrice dans les bases B’ et B’;. Notons P la matrice de passage
de la base B a la base B’ et () la matrice de passage de la base B; a la base B';, alors on a

A =Q AP

En effet, si X et X’ désignent les vecteurs colonnes des coordonnées de x dans les bases
B et B et Y et Y’ désignent les vecteurs colonnes des coordonnées de f(z) dans les
bases By et By, alors Y = AX et Y/ = AX';or X = PX' et Y = Q7'Y, donc
Y =Q'Y = Q'AX = Q'APX' donc on a bien A’ = Q7'AP. On dit alors que les
matrices A et A’ sont équivalentes.

En particulier dans le cas o n = p, si A est la matrice de f dans la base B et A" est la
matrice de f dans la base B’ alors, si P désigne la matrice de passage de la base B a la
base B’, on a

A= PTAP.

On dit alors que les matrices A et A’ sont semblables.

3 Déterminant
3.1 Permutations

On appelle permutation de {1,2,...,n} toute bijection de {1,2,...,n} sur lui-méme et on
note S, ’ensemble des permutations de {1,2,....,n}: S,, posséde n! éléments.
Si o € 5, on note



On dit que o est paire (resp. impaire) si un nombre pair (resp. impair) d’échanges entre
deux éléments est nécessaire pour remettre o(1),0(2),...,0(n) dans I'ordre naturel.

Exemples :

3

o= ( Z1)> ; :1)) ) est une permutation impaire de {1,2,3}.
2
1 4 2

(1
7=\ 3

La signature (o) d’une permutation o € S,, est définie par:

) est une permutation paire de {1,2,3,4}.

e(o) =1 si o est paire;
g(0) = —1 si o est impaire.

3.2 Déterminants

Soit A=(a;; ) 1<i<n € My(K);on appelle déterminant de A I'élément de K défini

1<j<n
par
det(A) = Z 5(0)a10(1)a2a(2) © Qno(n)
oESy
ou encore
det(A) = Z 5(0’)@0(1)10,0(2)2 *Qg(n)n
oESy
Exemple :

Sin = 2,5, possede deux éléments: la permutation identique qui est paire et la permu-
S . . : S a;; a
tation échangeant 1 et 2 qui est impaire; ainsi, si A = all a12 ,on a
21 (22

det(A) = (+1)a11a22 + (—1)@120,21 = Q11G22 — A12G2].

@11 aiz -+ Aip a1 Qi -+ Aip

. Q21 Q22 -  Q2n a21 Q22 -+  Q2n
Si A= ' T . , on note det(A) = | .

Anp1 Ap2 - Ann anp1 Ap2 - Ann

3.3 Propriétés

* Si on multiplie une colonne de la matrice A par un scalaire A, det(A) est multiplié par
A en conséquence

det(AA) = A" det(A).

* Si deux colonnes (ou deux lignes) de la matrice A sont proportionnelles, det(A) = 0.

« Si on modifie I'ordre des colonnes (ou des lignes) par une permutation o € S,,, det(A)
est multipliée par (o).
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* Si on ajoute & une colonne (resp. une ligne) une combinaison linéaire des autres colonnes
(resp. lignes), on ne change pas la valeur de det(A).

x det(*A) = det(A) et det(AB) = det(A) det(B).

% Le déterminant d’une matrice triangulaire A est égal au produit de ses éléments diago-

naux:
n

i=1

3.4 Développement selon une colonne ou une ligne

Soit A = (ay) 1<i<n € Mu(K); on note A;; la matrice d’ordre n — 1 obtenue en
1<j<n
supprimant la iéme ligne et la jiéme colonne de A, alors on a la formule:

n

det(A) = Z(—l)iﬂai]‘ det(A;;)

i=1
appelée développement de det(A) selon la jiéme colonne.
De méme on a la formule du développement selon la iéme ligne :

det(A) = > (1) a;; det(A;).
j=1
3.5 Déterminants et matrices inversibles

Théoréme
Soit A € M,,(K); alors

A est inversible <= det(A) # 0

et dans ce cas ]

det(A™) = det(A)

On en déduit que deux matrices semblables ont méme déterminant :
en effet si A = P~1BP, alors

det(A) = det(P ') det(B) det(P) det(B) det(P) = det(B).

~ det(P)

On peut donc définir le déterminant d’un endomorphisme f de E': ¢’est la valeur commune
du déterminant de toute matrice représentant f dans une base quelconque de F.

4 Espaces vectoriels de polyndémes
4.1 Polyndémes a coefficients dans K

On appelle polynéme & coefficients dans K toute suite P = (ag,a1,...,ay,...) d’éléments
de K nulle a partir d'un certain rang, i.e

dpeNtel que k >p=—a, =0.
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Pour tout i € N, a; est appelé coefficient de degré i de P.

On écrit alors le polynéme P sous la forme
P=ay+a X+ +apX?

en adoptant la convention X% = 1.
On appelle polynéme nul et on note 0 le polynéme dont tous les coeflicients sont nuls; si
P n’est pas le polynéme nul, alors il peut s’écrire sous la forme

P=ay+a; X +---+a,X" avec a, # 0.
On dit alors que le polynéme P est de degré p. Par convention, on dit que le polynéme
nul est de degré —oc.

On note K[X] l'ensemble des polynomes & coefficients dans K et K,[X] 'ensemble des
polynémes a coefficients dans K de degré < p.

4.2 Opérations sur K[X]
On définit trois opérations sur K[X]

* 'addition: si P = ap + a1 X + -+ +a,XP et Q = by + b X + -+ + b, X" avec par
exemple n < p, on pose

P+Q= (a0+bo)+(a1+b1)X+---+(an+bn)X”+an+1X”+1+...+apo
autrement dit on additionne les coefficients degré par degré.

* la multiplication: si P =ap+ a1 X +---+a,XP et Q =by +b X + -+ b, X" avec
par exemple n < p, on pose

PQ = apbo + (agby +a1b) X +- - -+ (aghp 4+ arbp_1 4 - +ap_1by +arbo) X +- - -4a,b, X" P
c’est-a-dire qu’on développe le produit en appliquant la régle X*X™ = X*+m,
* la multiplication par un scalaire: si A € K et si P = ag+a; X +---+a, X", on pose
AP = Xag + A1 X + - -+ + Aap, X7P.

L’ensemble K[X] muni de I'addition et de la multiplication par un scalaire est alors un
espace vectoriel sur K et pour tout p € N, K,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Sip € N, le systeme (1,X,X?...,X?) est libre, en effet, si A\g,\1,...,\, sont des éléments de
K tels que
M+FMX+--+2,XP=0

alors le polynome P = Ao+ A\ X + -+ X, X? est le polyndome nul, i.e tous ses coefficients
sont nuls: \g = Ay = --- = A, = 0; d’autre part tout polynoéme de degré < p est combi-
naison linéaire des polynomes 1,X,X? ... X? et ainsi le systéme (1,X,X? ..., XP) engendre
K,[X]; par conséquent (1,X,X?,...,X?) est une base de K,[X], appelée base canonique
et ainsi K,[X] est de dimension p + 1.

Pour construire une base de K[X], il faut prendre par contre une infinité de polynémes;
en effet, tout polynéme P non nul a un certain degré p donc est combinaison linéaire de
1,X,X2,...,XP, mais p peut étre aussi grand que 'on veut, par conséquent il faut prendre
tous les polynomes X™, n décrivant N, pour avoir une base de K[X]: on dit que K[X] est
un espace vectoriel de dimension infinie.
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IT REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Dans tout le chapitre, F désigne un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur
K =R ou C.
1 Sous-espaces propres
1.1 Définition

Soit u un endomorphisme de £'; on dit qu’un scalaire \ est valeur propre de u s’il existe
un vecteur non nul x de E tel que u(z) = Az : un tel vecteur z est appelé vecteur propre
de u associé a la valeur propre \.

L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme u est appelé spectre de u et noté
Sp(u).

1.2 Proposition

Soient © un endomorphisme de E et A un scalaire; alors A est valeur propre de wu si et
seulement si ker(u — AId) # {0}.

Preuve:

Par définition, A est valeur propre de u si et seulement si il existe un vecteur x non nul de F

tel que u(z) = Az ce qui s’écrit encore (u—AId)(x) = 0, autrement dit ker(u—AId) # {0}.

O

1.3 Définition

Soient © un endomorphisme de E et A une valeur propre de u. Le sous-espace vectoriel
ker(u — A d) de E est appelé sous-espace propre de u associé a la valeur propre A;
tous ses éléments, hormis le vecteur nul, sont des vecteurs propres de u associés a la valeur
propre A.

1.4 Proposition

Soient u un endomorphisme de E et (Ay,...,A,) une famille finie de valeurs propres deux a
deux distinctes de u. Alors les sous-espaces propres ker(u— A Id),..., ker(u— \,1d) sont en
somme directe, i.e tout vecteur x de ker(u — A\ Id) +- - - +ker(u — A\, Id) s’écrit de maniére
unique sous la forme:

r=ay+ax+---+ap

ou a; € ker(u — A\;Id) pour tout i € [1,p]. En particulier, des vecteurs propres associés a
des valeurs propres distinctes sont linéairement indépendants.

Preuve:

Sion a deux écritures © = ay +as + -+ ap, = by + by + -+ - + b, ot a;,b; € ker(u — \;1d)
pour tout i € [1,p], alors

(a1—b1)+(a2—b2)+---—|—(ap—bp):O
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avec a; — b; € ker(u — A\ Id); il suffit donc de montrer que si z3 + --- + z, = 0 avec
z; € ker(u—\;Id) pour tout i € [1,p], alors z; = ... = z, = 0. On va faire un raisonnement
par récurrence sur p:

Considérons la proposition (P,) suivante :
(Pp) :sixi+-- -4z, = 0 avec x; € ker(u—\;Id) pour tout ¢ € [1,p], alors 1 = ... = x, = 0.
(P1) est trivialement vraie.
(Pa): sixy + a9 =0 avec z1 € ker(u — A\ 1d) et xo € ker(u — A\yId), alors u(x; + 23) =0
i.e u(z1) + u(zy) = 0 ou encore \jz1 + A2xe = 0; or en multipliant I’égalité x; + x5 = 0
par Ay, on obtient \ox; + Agxe = 0, d’ou par différence (A — Ay)x; = 0 et ainsi x; = 0
puisque A\; # A9, puis x5 = 0.
Supposons (P,_1) vérifiée;
Soient z; € ker(u — \;Id) pour i € [1,p] tels que z; + - - - 4+ x, = 0. Alors, on a
O=u(xs+ - +xp) =u(x) + - +ulx,) =Mz + -+ A7
D’autre part, on a aussi 0 = A\y(z1 + - - - + x,,) d’out par différence
0= ()‘p — /\1>ZE1 + - (/\p — /\p—l)xp—l‘

Avec I'hypothése de récurrence (P,_1), on en déduit alors

(Ap = M)z =+ = (A = Apo1)ap1 = 0.
Or les valeurs propres Ay,...,A\p,_1,A, sont distinctes deux a deux, donc z; = ... = 2,1 = 0.

On en déduit aussitot que z, = 0 également et ainsi (P,) est vérifice.

O

1.5 Proposition

Soit w un endomorphisme de E; alors, pour tout scalaire A, ker(u — AId) est stable par
u. En particulier, tout sous-espace propre de u est stable par wu.

Preuve:

Soit x € ker(u — AId), alors on a u(x) = Az, dout u(u(zr)) = u(Ar) = Au(z) et ainsi
u(z) € ker(u — AId).

2 Diagonalisation

2.1 Proposition

Soient © un endomorphisme de E et A un scalaire; alors A est valeur propre de wu si et
seulement si det(u — AId) = 0.

Preuve:

D’aprés 1.2, A est valeur propre de u si et seulement si ker(u — AId) # {0}, autrement dit
u — Al d est non injective ; en dimension finie, cela équivaut a u — Ald est non bijective,
ou encore det(u — Ald) = 0.

O
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2.2 Définition et proposition

Soit A une matrice de M,,(K). On appelle polyndéme caractéristique de A et on note
P4(X) le déterminant de la matrice a coefficients dans K[X] donnée par A — X1 ; P4(X)
est un polynome de degré n, plus précisément

Py(X) =det(A— XI)=(—=1)"X" + (=1)" ' (tr(A) X" + - + det(A).

Preuve:

Notons a; ; le terme général de la matrice A; alors, la formule du déterminant nous donne

det(A — XT1) =Y &(0) [ [(to)s — 0005 X)-

O'ESn J=

—

ot les ¢; ; sont les symboles de Kronecker: ¢; ; = 1si¢=jet ;,; =0 sii# j. Autrement
dit, chaque terme du développement de det(A — XT) est obtenu, au signe prés, en faisant
le produit de n coefficients de la matrice choisis de facon & prendre un et un seul coefficient
par ligne et par colonne. Par conséquent, le terme de plus haut degré en X s’obtient en
faisant le produit des n termes diagonaux (a1 — X) -+ (ann — X) (ce qui correspond a la
permutation identique): le terme de plus haut degré de P4(X) est donc (—1)"X". De la
méme facon, pour obtenir un terme en X"~ !, il est nécessaire de prendre n — 1 termes de
la diagonale ; mais alors, pour respecter la régle d'un et d’un seul terme par ligne et par
colonne, le dernier facteur est forcément lui aussi sur la diagonale. Donc le terme de degré
n —1 de Pa(X) provient du produit (a;; — X) -+ (an, — X) et de lui seul: il est donc
égala (—1)" May1 4 +an,) X"t = (=1)""1(tr(4)) X" !. Enfin le coefficient constant
de PA(X) est P4(0) = det(A).

2.3 Théoréme et définition

Soit u un endomorphisme de E. Alors le polyndéme caractéristique d’une matrice repré-
sentative de u dans une base de E est indépendant de la base choisie; on I'appelle le
polynoéme caractéristique de u et on le note P,.

Les valeurs propres de u sont exactement les racines sur K de P, ; 'ordre de multiplicité
d’une racine A de P, est appelé multiplicité de la valeur propre A de u et on la note m(\).

Preuve:

Si A et B sont deux matrices représentatives de u, il existe une matrice inversible P telle
que A= P 'BP;alors A— XI =P 'BP—XI=P(B-XI)P,doudet(A—XI) =
det(P~Y(B — XI)P) = det(P~')det(B — XTI)det(P) = det(B — XI).

On en déduit alors que les valeurs propres de u sont exactement les racines sur K de P,
en utilisant 2.1.
O
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2.4 Corollaire

Si E est un espace vectoriel sur C, tout endomorphisme de E posséde au moins une valeur
propre.

Preuve:

En effet, le polynome caractéristique est de degré > 1 et a coefficients dans C donc possede
au moins une racine dans C.

Remarque: le corollaire précédent est en défaut si le corps de base est R, puisqu’un
polynome & coefficients réels ne posséde pas toujours de racines réelles.
2.5 Proposition

Une matrice et sa transposée ont méme polynoéme caractéristique.

Preuve:

En effet det(*A — XT) = det("(A — XI)) = det(A — X1I).

2.6 Proposition

Soit u un endomorphisme de E et soit F' un sous-espace vectoriel de E non réduit a {0}
et stable par u. Soit u la restriction de u & F'; v': F' — F est alors un endomorphisme
de F' et le polyndme caractéristique de v’ divise le polynome caractéristique de w.

Preuve:

Choisissons une base B’ = (ey,...,e,) de F' et complétons-la en une base B = (ey,...,ep,...,€5)
de E'; soient A la matrice de u dans la base B et A’ la matrice de v’ dans la base B'.
Comme u(F) C F, les vecteurs u(ey),...,u(e,) sont combinaisons linéaires de (ey,...,e,)

seulement, autrement dit
A B
(0 e)

ol B est une matrice (p,n — p) et C' est une matrice carrée d’ordre n — p. Donc

A —XI B
Pa(X) = 0 C—-XI,,

= det(A'—X1,) det(C—X1I,_,) = Pa(X) det(C—XTI,_,).
O

2.7 Proposition

Soit u un endomorphisme de E et \ une valeur propre de u ; alors la multiplicité de A est
supérieure ou égale a la dimension du sous-espace propre de u associé a \:

1 < dimker(u — A d) < m(\).
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En particulier, si A est racine simple du polyndéme caractéristique, alors le sous-espace
propre de u associé & A est de dimension 1.

Preuve:

Le sous-espace propre ker(u — AI) est non réduit a {0} par définition et est stable par u
d’aprés 1.5, donc la proposition 2.6 s’applique & la restriction «’ de u a ker(u— AI) et ainsi
P, divise P, ; or v’ n’est autre que ’homothétie AId sur ker(u — AI), donc son polynome
caractéristique P, (X) = (A — X)P si p désigne la dimension de ker(u — AI). On en déduit
aussitot que m(A) > p.

O

2.8 Théoréme et définition

Soit u un endomorphisme de E. On dit que u est diagonalisable s’il vérifie une des
quatre conditions équivalentes suivantes :

a) Il existe une base de E dans laquelle la matrice représentative de u est une matrice
diagonale ;

b) Il existe une base de E formée de vecteurs propres de u;

¢) E est la somme directe des sous-espaces propres ker(u — Al d) quand A décrit le spectre
de u;

d) Le polynome caractéristique P, de u est scindé sur le corps K (i.e P, est produit de
polynémes du premier degré a coefficients dans K) et pour toute valeur propre A de u, la
multiplicité m()\) est égale & la dimension du sous-espace propre associé a A.

Preuve:

a)== b) Soit B une base de E dans laquelle la matrice représentative de u est une matrice
diagonale ; alors de facon évidente chaque vecteur de la base B est un vecteur propre de
u.

b)= ¢) Soit B = (ey,...,e,,) une base de F formée de vecteurs propres de u, alors chaque
vecteur e; appartient a un sous-espace propre de u; de plus, d’apres 1.4, les sous-espaces
propres de u sont en somme directe, on en déduit aussitdét que E est la somme directe des
sous-espaces propres ker(u — Ad) quand A décrit le spectre de u.

c)= d) Si F est la somme directe des sous-espaces propres ker(u — AId) quand A dé-
crit le spectre de u, alors, en prenant une base de chaque sous-espace propre de u et en
réunissant ces bases, on obtient une base B de E formée de vecteurs propres de u. La ma-
trice représentative de u dans cette base est alors diagonale. Notons Ay,...,\, les éléments
(distincts deux a deux) du spectre, et pour tout i € [1,p], m; = dimker(u — A\;Id) ; alors
on a

M, 0 - 0

0 Molp, -+ 0
MB(U): : : .. :

0 0 o Al

Donc P,(X) = det(Mg(u) — XI) = (A — X)™ --- (A, — X)™; on déduit aussitot que
P, est scindé et que pour toute valeur propre A de w, la multiplicité m(\) est égale a la
dimension du sous-espace propre associé a .
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d)=a) Si P,(X) =\ —X)™--- (N, — X)™ avec m; = dimker(u — \;/d) pour tout
i € [1,p], alors comme P, est de degré n,onan=m; +---+my,;

notons F' = @¥_, ker(u — A\;Id), on a donc dim F' = my + -+ +m, = n et ainsi F = E.
Prenons alors une base de chaque sous-espace propre ker(u— \;Id) et réunissons ces bases :
on obtient de cette fagon une base B de E formée de vecteurs propres de u; alors Mp(u)
est évidemment diagonale.

O

Exemple

Considérons I’endomorphisme f dont la matrice dans la base canonique de R? est donnée
par
-3 2 4
A=| -2 1 4
-2 2 3

Le calcul de son polynéme caractéristique donne Pa(X) = —(X + 1)*(X — 3).

Le sous-espace propre associé a la valeur propre —1, ker(A + I) est un plan d’équation
—x+y+2z =0 et de base (uy,uz) ot uy = (1,1,0) et uy = (2,0,1). Donc dimker(A+ 1) =
2 =m(-1).

D’autre part, la valeur propre 3 étant racine simple de P4, le sous-espace propre associé
ker(A — 31) est une droite, de base uz = (1,1,1); B = (uy,us,u3) est alors une base de R?
dans laquelle la matrice de f est diagonale:

-1 0 0
Mg(fy)=D=| 0 -1 0
0 0 3

2.9 Corollaire

Tout endomorphisme v d'un espace E de dimension n qui admet n valeurs propres dis-
tinctes deux a deux est diagonalisable.

Cette condition suffisante n’est évidemment nullement nécessaire: ’endomorphisme Id
admet une seule valeur propre 1 et est diagonalisable (sa matrice dans n’importe quelle
base est diagonale!)

2.10 Définition

On dit qu'une matrice A de M, (K) est diagonalisable si ’endomorphisme de K™ dont
A est la matrice dans la base canonique est diagonalisable, ou, ce qui est équivalent, s’il
existe une matrice diagonale semblable a A.
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3 Polynémes d’endomorphismes

3.1 Définition et proposition

n fois
. X . [P———
Soit © un endomorphisme de £ ; pour tout n € N* on note u” =% ouo...ou et u’ = Id.

On a les propriétés suivantes, pour tous p,q € N

a) uP oud = uPt? = ulouP;

b) (uP)? = uP? = (ud)P.

On peut alors définir la notion de polynéme d’endomorphisme
pour tout polynéme P € K[X] qui s’écrit

P(X)=a, X"+ ap 1 X" '+ +ag

on pose
P(u) = apu™ + apu™ '+ - +agld

P(u) ainsi défini est un endomorphisme de E. De la méme fagon, si A est une matrice de
M, (K), on pose
P(A) = apA" 4 a1 A" -+ aol.

Preuve: Les propriétés a) et b) s’obtiennent facilement par récurrence.

3.2 Proposition

Soient u et v deux endomorphismes de E et P et ) deux polynémes de K[X]. Alors on
a

a) (P+Q)(u) =Pu)+Qu) et (PQ)(u)=P(u)oQ(u)=(QP)(u);
b) si uov =wou, alors P(u) o Q(v) = Q(v) o P(u);
¢) Mp(P(u)) = P(Mp(u)).

Preuve: immeédiat.

3.3 Proposition

Soit u un endomorphisme de E'; alors on a la suite croissante des noyaux itérés
{0} Ckeru C keru® C ... C keru® C keru*™ C ... C E.

En particulier, si A est valeur propre de u, on a

{0} C ker(u — Ad) C ker(u — M[d)? C ... C ker(u — Md)* C ker(u — Md)*** c ... C E.
Preuve: soit k € N* et soit z € keru”, alors u*™!(x) = u(u*(z)) = u(0) = 0 et ainsi

x € ker uFtt.
O
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3.4 Théoréme de Cayley-Hamilton
Soit u un endomorphisme de F; alors on a P,(u) = 0. De méme, si A est une matrice de
M, (K); alors P4(A) =0.

Preuve: admis.

3.5 Définition

Soit u un endomorphisme de E dont le polyndéme caractéristique P, est scindé sur K
Pu(X) = (=1)"(X = A)™ - (X =)™

ol Ay,...,\, sont les valeurs propres distinctes de u de multiplicités respectives my,...,m,,.
On appelle sous-espace spectral (ou caractéristique) associé¢ a la valeur propre \; le
sous-espace vectoriel ker(u — \;Id)™ (qui est stable par u).

3.6 Théoréme

Soient w un endomorphisme de E, Py, P,...,P, des polynéomes de K[X| premiers entre

p
eux deux a deux, et P = H P;. Alors on a

i=1
ker P(u) = ker Py (u) & ker Py(u) & - - - & ker P,(u).

Preuve:

Démontrons ker P(u) = ker Py (u) @ ker Pa(u) @ - - - @ ker Py(u) par récurrence sur 'entier
p:
Si p =1, le théoréme est vérifié.

Sip=2, P= PP, avec P, et P, premiers entre eux ; alors, d’apres le théoréme de Bezout
il existe deux polynémes U; et U, tels que

1 =UP 4 UyPs
d’ou
Id = Uy(u) o Py(u) + Us(u) o Py(u). (%)

Montrons que ker Py (u) Nker Py(u) = {0} :
soit z € E tel que Pi(u)(x) = Pa(u)(x) = 0 alors, comme = = Uj(u)(Py(u)(z)) +
Us(u)(Pe(u)(x)) d’apres (%), on a x = Uy (u)(0) + Us(u)(0) = 0.

(
Montrons maintenant que ker P(u) C ker P;(u) + ker Py (u):
soit « € ker P(u), alors d’aprés (%), on a

z = Ur(u)(Pr(u)(2)) + Uz (u) (Pa(u)(z)).
Or Uy (u)(Py(u)(x)) € ker Py(u), en effet, d’aprés la proposition 3.2, on a
Py(u)(Ur(u)(Pr(u)(x))) = (Pa(u) 0 Ur(u) o Pi(u))(x) = (Ur(u) o Pi(u) o Pa(u))(x)

et
Ui (u) o Pi(u) o Pa(u) = Ui (u) o (P1P2)(u) = Ui (u) o P(u)
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donc
By(u)(Ur(u) (Pr(u)(2))) = Ur(u)(P(u)(z)) = Ur(u)(0) = 0.
De la méme fagon, Us(u)(Pe(u)(x)) € ker Pi(u) et ainsi ker P C ker P, + ker P.

Il reste & montrer que ker Pj(u) + ker Py(u) est contenu dans ker P(u). Soit = € ker P (u),
alors P(u)(x) = (P1P)(u)(x) = Py(u)(Pi(u)(z)) = Pe(u)(0) = 0 et ainsi ker Py(u) est
contenu dans ker P(u).

De méme ker P5(u) est contenu dans ker P(u), d’out ker Py (u) + ker Py(u) C ker P(u).

Ainsi on a prouvé que ker P(u) = ker Py (u) @ ker Py(u).

Sip > 3, supposons le théoréme démontré a 'ordre p—1; comme Py, P;,...,P, sont premiers
entre eux deux a deux, alors les deux polynomes P, et P --- B, sont premiers entre eux,
on peut donc leur appliquer le cas précédent

ker P(u) = ker Py (u) @ ker(Ps - -- Py)(u)

Or par hypothése de récurrence, on a ker(Ps - - - Py)(u) = ker Py(u) & - - - @ ker P,(u), d’ou
ker P(u) = ker Py(u) @ ker Py(u) & - - - & ker P,(u).

3.7 Théoréme

Soit u un endomorphisme de E dont le polynéme caractéristique P, est scindé sur K
Pu(X) = (=1)"(X = A)™ - (X =)™

avec Ai,...,A, distinctes deux & deux. Notons E; = ker(u — A\;Id)™ pour 1 < i < p les

sous-espaces spectraux de u ; alors

a) on a la somme directe E=FE; @ E, & --- B E,;

b) pour tout 1 <i < p, on a dim E; = m;;

¢) si u est diagonalisable, pour tout 1 < i < p, FE; = ker(u — \;Id)™ = ker(u — \;Id).

Preuve:

a) D’aprés le théoréeme de Cayley-Hamilton, P,(u) = 0 donc ker P,(u) = FE, de plus
(X =A™ ,...,(X —A,)™ sont premiers entre eux deux a deux, donc £ = E1 G E,@- - -G E,
d’apres 3.6.

b) Notons r; = dim E; pour 1 < i < p, alors d’aprés a) on a
n=dmkF=r+..+71,

D’autre part, on a
Py(X) = (=1)"(X = A)™ - (X =)™

donc
n=dP=m;+mg+---m,

Montrons que pour tout 1 < <p, r; < m;:
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D’aprés 3.3 on a pour tout 1 < ¢ < p, la suite croissante
ker(u — \iId) C ker(u — \Id)? C ... C ker(u — \Id)* C ... ker(u — \Id)™ = E;

On construit alors une base de E; de la maniére suivante: on commence par calculer une
base du sous-espace propre ker(u — \;Id); si ker(u — A\;Id) = E;, le calcul est terminé.
Si ker(u — A\;Id) # E; on calcule alors une base de ker(u — \;Id)? en complétant la base
de ker(u — \;Id) précédemment calculée puis une base de ker(u — \;Id)? et ainsi de suite
jusqu’a obtenir une base de Fj;; on voit alors facilement que la matrice de la restriction
u; de v & E; dans cette base est de la forme

P
0 N *x -+ %
=1 : .ol
0 O A *
0 0 0 N

On en déduit que le polynéme caractéristique P, (X) de u; est égal & (A;— X )" ; or d’aprés
2.6, P,,(X) divise P,(X) donc r; < m,.

Si on avait r; < m; pour un entier 1 < j < p, alors on aurait:
n=rm+.+r+.+p<m+.+m;+.+m,=n

ce qui est absurde, donc pour tout 1 < i < p, on a r; = m; et ainsi dim E; = m,.

¢) Si u est diagonalisable, alors d’aprés 2.8, pour tout 1 <i < p, on a
dimker(u — \;Id) = m; = dim E;
Or ker(u — \;Id) C E;, d'ou ker(u — N\ Id) = E;.

4 Trigonalisation
4.1 Définition

Soit u un endomorphisme de F'; on dit que u est trigonalisable si et seulement si il
existe une base de F dans laquelle la matrice représentative de u est triangulaire.

On peut imposer que cette matrice soit triangulaire supérieure ; en effet, si la matrice de
u dans une base (eq,...,e,) de E est triangulaire inférieure, alors la matrice de u dans la
base (ey,...,e1) est triangulaire supérieure.

4.2 Théoréme

Soit u un endomorphisme de E'; u est trigonalisable si et seulement si son polynéme
caractéristique est scindé sur K.

Preuve:

Supposons u trigonalisable, alors il existe une base B de E telle que la matrice Mp(u) est
triangulaire; si a; ; est le terme général de Mp(u), on a alors

P,(X) = det(Mp(u) — XT) = [ (ai; — X)

=1
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et P,(X) est scindé sur K.

Réciproquement, supposons que P,(X) est scindé sur K et montrons par récurrence sur
la dimension n de E que u est trigonalisable.

Sin =1, uest évidemment trigonalisable.

Soit n > 2 et supposons que tout endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension
n — 1 qui posséde un polynéme caractéristique scindé sur K, est trigonalisable.

Le polynéme P,(X) est scindé sur K, donc P, posséde au moins une racine A € K et ainsi
u admet au moins un vecteur propre e; associé a \: u(e;) = Ae;. Complétons le systéme
libre e; en une base B = (ey,...,e,) de E, alors la matrice de u dans cette base est de la

forme
AN B
= (o), o)

ol B est une matrice ligne et A’ une matrice de M,,_(K). Considérons le sous-espace
vectoriel F' de F engendré par e,,...,e, et v 'endomorphisme de F' dont la matrice dans
la base (ea,...,e,) est donnée par A’. Il est clair que

P.(X) = PA(X) = (A = X)Pa(X) = (A = X)P,(X)

ainsi P,(X) est scindé sur K, donc, par hypothése de récurrence, il existe une base
(€h,...,e,) de F' dans laquelle la matrice de v est triangulaire supérieure. Alors la ma-
trice de u dans la base (ej,65,...,¢/,) est aussi triangulaire supérieure.

(]

4.3 Définition et proposition

On dit qu’une matrice A de M, (K) est trigonalisable si elle vérifie I'une des conditions
équivalentes suivantes:

a) 'endomorphisme de K™ dont A est la matrice dans la base canonique est trigonalisable ;

b) il existe une matrice triangulaire de M, (K) semblable a A ;
¢) le polynéme caractéristique de A est scindé sur le corps K.

En particulier, toute matrice & coefficients complexes est trigonalisable.

4.4 Pratique de la trigonalisation

Soit 4 un endomorphisme de E dont le polynome caractéristique P, est scindé sur K
Pu(X) = (=1)"(X = A)™ -+ (X =)™
avec Ai,...,\, distinctes deux a deux. alors, d’aprés 3.7 on a la somme directe
E =ker(u— A\Id)™ & --- @ ker(u — A\, Id)™

On construit une base de chaque sous-espace spectral ker(u — \;Id)™ comme dans la
preuve de 3.7:
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on commence par calculer une base du sous-espace propre ker(u— A\;Id) ; si ker(u—\;Id) =
ker(u — \;Id)™, le calcul est terminé. Si ker(u — A\;Id) # ker(u — A\;Id)™, comme on a la
suite croissante

ker(u — A\ Id) C ker(u — A\ Id)* C ... C ker(u — AId)™

on calcule alors une base de ker(u — A\;Id)? en complétant la base de ker(u — \;Id) préce-
demment calculée et ainsi de suite jusqu’a obtenir une base de ker(u — A;1d)™ ; la matrice
de la restriction de u & ker(u — \;/d)™ dans cette base est alors de la forme

AN ke k%
Ak ek
T, = S U = Nl + N
0 0 Ai
0 0 0 XN

donc est triangulaire supérieure; de plus la matrice N; est nilpotente d’'indice < m; , i.e
N/™ = 0. Comme E est somme directe des sous-espaces spectraux, en réunissant toutes
ces bases, on obtient une base dans laquelle la matrice de u est formée de blocs diagonaux
donnés par les T; donc est aussi triangulaire supérieure.

Exemple

Considérons ’endomorphisme f dont la matrice dans la base canonique de R? est donnée
par

-8 1 5
A= 2 =3 -1
-4 1 1

Le calcul de son polynéme caractéristique donne Pa(X) = —(X + 4)%(X + 2).

Le sous-espace propre associé a la valeur propre —4, ker(A + 4I) est une droite de base
u; = (1,—1,1) donc A n’est pas diagonalisable ; on calcule alors une base de ker(A+41)? en
complétant la base u; de ker(A+471): ker(A+41I)? est un plan d’équation —z+y+2z = 0,
donc, en posant uy = (1,1,0), (u1,uz) est une base de ker(A + 47)2.

D’autre part, le sous-espace propre associé a la valeur propre —2, ker(A + 27) est une
droite de base uz = (1,1,1); B = (uy,us,u3) est alors une base de R® dans laquelle la
matrice de f est triangulaire :

—4 -3 0
Ms(fy=T=| 0 -4 0
0 0 -2

4.5 Corollaire

Soit A une matrice de M,,(K) dont le polynéme caractéristique P4 est scindé sur K
Py(X) = (=1)"(X = Ag)™ - (X = Ap)™

avec Ap,...,\, distinctes deux a deux. Alors il existe une matrice inversible P et une matrice
triangulaire supérieure T telles que A = PTP~!; de plus T est de la forme

T = diag(1h,...,T})
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ou chaque bloc diagonal T; = \;I,,, + NV; avec N; triangulaire supérieure et nilpotente
d’indice < m;.

Donc T' s’écrit T = D+N ot D = diag(A L, ,...,ApIm,) est diagonale, N = diag(Ny,...,Np)
est triangulaire supérieure et nilpotente et D et N commutent.

De plus, A est diagonalisable si et seulement si N = 0.

4.6 Calcul de la puissance kiéme d’une matrice
Soit A € M,,(C): on veut calculer A* pour tout entier k¥ > 1. Deux cas se présentent :

ler cas: A est diagonalisable. Alors on diagonalise A, c¢’est-a-dire on calcule une matrice
P inversible telle que A = PDP~! ou D est diagonale; il est alors facile de montrer par
récurrence que A* = PD*P~! et que si

AM 0O -0 0 MO0 -+ 0 0
0 X 0 - 0 0 XN 0 -+ 0
D = S e e alors D¥ = s : :
0 0 A1 0 0 0 A0
0 0 0 A\ 0 0 0 AF

d’otu le calcul de A*.

2éme cas: A n’est pas diagonalisable, alors comme le corps de base est C, A est trigo-
nalisable ; de plus, si on emploie la méthode décrite en 4.4 pour trigonaliser A, on peut
construire une matrice P inversible telle que A = PTP~! ou T est une matrice formée
de blocs diagonaux du type T; = M\I + N; ou N; est nilpotente d’indice < m;. Alors
AF = PT*P~1 et T* est une matrice formée par les blocs diagonaux T} : il ne reste plus
qu’a calculer T%. Comme T, = M1 + N; et les deux matrices ;I et N; commutent, on

(]
peut appliquer la formule du binéme de Newton :

k
7= S Clun ]

1=0
or (NIt = )\f_l[ et N' =0sil>m; dousik >m;
Tf = MI+MNTICEN + -+ ATt N™
d’ott le calcul de A*.

Exemple

Reprenons 'exemple traité en 4.4

-8 1 5
A= 2 -3 -1
—4 1 1
A= PTP ' ou
-4 -3 0 1 11 L[ 1 -1 0
T=| 0 —4 0 , P=| -1 11 etP*:5 2 0 -2
0 0 -2 1 01 -1 1 2



alors pour tout k > 1, A* = PT*P~1; de plus
- (34)
T, = ( —04 :i) et Ty = (—2)
(% )

Calculons TF : T} = —41 + N; ot N; vérifie N2 = 0 donc, puisque —41 et N; commutent,
on a:

avec

donc

TF = (=41 + N))¥ = (=4D)* + CL(—=4D)" "N, + 0

e C( (—4)F —3k(—4)F!
m= (9 TG
d’ou
(—4)F =3k(—4)*1t 0
TF = 0 (—4)k 0
0 0 (—2)k

il ne reste plus alors qu’a calculer A* = PT*P~1:
()M (=8k = 6) + (=2) 1 2(=4)" T = (=21 (= Bk +4) + (-2)F
AP = [ () B = 2) + (=2 =2(—4) T = (=2 (4 (=3k - 4) + (—2)

(=" (=3k —2) + (=21 2(=4) = (=2 (=" (3k) + (—2)*
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III EXPONENTIELLES DE MATRICES-SYSTEMES D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Dans tout le chapitre K désigne le corps R ou C.

1 Normes sur K" et M, (K)
1.1 Définition

Rappelons qu'une norme sur un K-espace vectoriel F est une application

E — R*f
z — |z

vérifiant les propriétés suivantes:

a) Ve € K", ||z]| =0 <= 2 =0;

b) Ve € K™, VA € K, || x| = |||z ;
¢) Yoy € K", ||z + ]l < e + .
1.2 Proposition

a) Les applications de K™ dans R* définies par:
pour tout X = (z1,29,...,2,) € K"

n
X[ = fail
i=1

[ Xloo = max |z;]
1<i<n
sont des normes sur K" et on a les inégalités

[ Xl < [[X1[ < nf|X][o0

b) L’application de M, (K) dans R* définie par
pour toute matriceA = (a;;) € M, (K), ||A] = n max ;]
>7,]5n
est une norme sur M, (K) et on a les propriétés suivantes:
« VA,B € M,(K), |[AB|| < [|A]l.[|B]]
x* VA € M, (K), Vk € N* [|A¥|| < ||A]|*.

Dans tout le chapitre, M,,(K) sera muni de cette norme ||.|.

Preuve: sans difficulté.
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2 Exponentielles de matrices
2.1 Théoréme et définition

Soit A = (a;;) € M,(K); pour tout entier N, posons
Sy=1+A ! A? ! AN
vET AL SA o

et notons sy, le terme général de la matrice Sy. Alors pour tous 1 < 4,57 < n, la suite
(3 Nij) Ney COnverge vers une limite s;; € K : on note alors e? la matrice de terme général
si; et on I'appelle exponentielle de la matrice A ; e’ est aussi la limite de la suite (SN)Nen
dans M, (K) muni de la norme ||.|| i.e Nl—ig-loo |Sx — e?|| = 0, ce que l'on écrit :

eA_+OOlAk
_Zk! ‘
k=0

Preuve:

Notons aﬁf) le terme général de la matrice A¥ pour tout entier k. Alors, pour tous

1<4,j5<n,ona:
1
SN = 5ij +(lij + -+ ﬁaz(év)

or, pour tout entier k£ et pour tous 1 <14,7 < n, on a d’aprés 1.2

Z;\ag \53;;Z;H/1!\f§;;z§HfH!-

: 1 :
Or la série de terme général E”AH’C converge dans R vers el4l donc la série de terme

1
général Hagf) est absolument convergente dans K et ainsi la suite (SNZ.].) NeN

vers une limite s;; € K. Notons et la matrice de terme général s;; et montrons que et est
aussi la limite de la suite (Sy)nyen dansM,(K) muni de la norme ||.|| :

converge

pour tout N € N, [le? — Sy|| =n max sy — s,
1<i,5<n

or pour tous 1 <4i,j <mn,ona |s;; — sy, | = rn,; — 0 quand N — +o00, donc 7y défini

par ry = max 7y, — 0 quand N — +oo et ainsi Sy — e” pour la norme ||.|| quand
1<ij<n

N — oo.
O

2.2 Proposition
Soient A et B € M, (K), alors on a:
a) si AB = BA, alors e85 = ¢4.e8 =B e,
b) e est inversible et (e?)™t = e™4;
c¢) 'application
R — M, (K)
t — etA
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d
est dérivable sur R et — (e1) = A = A ;

dt
d) si A est diagonale:
MO0 -0 0
0 X 0 - 0
0 0 A1 0
0 0 0 M\
alors e? est aussi diagonale et
eM 0 0 0
0 e 0 0
eA —= . . )
0 O ern-1 ()
0 O 0 et

e) si A est nilpotente, il existe p > 1 tel que A? = 0; alors

1
eA:]+A+5A2+---+ APL

(p—1)!
f) il existe une matrice inversible P telle que A = P71BP, alors e = P~1eBP.

Preuve:

a) se démontre comme dans le cas des exponentielles de réels, sachant que la condition
AB = BA permet de développer

k
(A+B)F=> CiAB".

Jj=0

b) On utilise a): e = €€ car A commute avec —A; or e = 60 = [ d’ou le
)
résultat.

c¢) Pour tout ¢t € R, on a
+oo
1
tA _ N Lk gk
e —kzk!t A
=0

donc

“+00 —+00 —+00
1 1 1
tA _ kAR gk AR+l Lk gk _ tA
Ae —Akg k!tA —kg k:!tA _<,§ k!tA)A—e A
=0 =0 =0

et ainsi A et e’ commutent ; de plus e = (s;; (t)),; o

+o00 1

_ (k)
Sij(t) = Zaij Htk

k=0
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Chaque fonction s;;(t) est donc la somme d’une série entiére de rayon de convergence
infini, par conséquent elle est dérivable et

+o0

d w1 e k1) L

+o0o

d 1
Ainsi —s;;(t) n’est autre que le terme général de la matrice Z EtkAk“ = A, d'on
k=0
d
E(etA) — AetA.
d) Si
A0 - 0 0 e 0 0
0 X O -+ 0 0 X 0 -~ 0
A= T alors A" = :
0O 0 -+ X1 O 0 0 -~ XN 0
o o0 --- 0 A\ o 0 --- 0 M
+oo
Comme e = Z EAI"’, on voit que e” est diagonale et que son terme diagonal d’indice i
k!
+o0 10
2 N k _ X\ [N
est egalazg)\i =e", d'ou
k=0
e 0 0 0
0 e 0 0
oA — ) .
0 0 et 0
0 0 0 e

e) clair puisque A* = 0 pour tout k > p.
f) Si A= P~!BP, alors A* = P~1B*P d’on

+oo +o00 +00
1 1 1
A k —1 Rk —1 k —-1_B
:E —A:E —P "B*P=P —B"|P=P P.
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2.3 Calcul de ’exponentielle d’une matrice

Soit A € M,,(K) dont le polynéme caractéristique P, est scindé sur K
Py(X) = (—1)"(X — A)™ (X = A)™

avec Ap,...,\, distinctes deux a deux.
ler cas: A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telles que A = PDP~! et D est de la forme:

D = diag(A i, s, ApIm,)

donc, d’aprés 2.2, et = PeP P! et P = diag(eM Iy, ... I, ).

2éme cas: A n’est pas diagonalisable, alors A est trigonalisable puisque P, est scindé;
d’apreés I1 4.4, il existe alors une matrice inversible P et une matrice triangulaire supérieure
T telles que A = PTP~!. De plus T est de la forme

T = diag(1h,...,T})

ou chaque bloc T; = A\ I,,,, + N; avec N; triangulaire supérieure et nilpotente d’indice
m;. Donc T s’écrit T = D + N ou D = diag(AiLp,,...;Aplm,) est diagonale et N =
diag(Ny,...,N,) est triangulaire supérieure et nilpotente: il existe ¢ > 1 tel que N¢ = 0;

de plus D et N commutent, donc d’aprés 2.2, on a e = ePe avec

e = diag(eM Iy, ,....e" I,

1 1
N 2 -1
=]+ N+=N*+---+ N1

‘ 2 (¢g—1)!

plus précisément
eN = diag(e™,...,e™)

avec . .
eNi =T+ N+ N+ ——— N
et e = PeT P71,
Exemple Reprenons 'exemple traité en 11 4.4
-8 1 5
A= 2 -3 -1
-4 1 1
A= PTP ! on
—4 -3 0 1 11 1 1 -1 0
T=| 0 —4 0 ., P=[ -1 11 etp—lz5 2 0 -2
0 0 =2 1 01 -1 1 2

donc e = PeT P71,
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Comme
(T 0
(4 2 )
—4 -3
le( 0 _4)etT2:(2)

T
T el 0
(% &)

d’autre part Ty = —4I + Ny ou N; vérifie N? = 0 et —41 et N; commutent, donc

avec

on a

et = M N — o= Ny — ([ 4 NY)

d’on

on en déduit

—Set—le? —let+le? 3ette?
3 Systémes d’équations différentielles linéaires

3.1 Définition

Soit A € M,(K) et B(t) un vecteur colonne formé de n fonctions coordonnées b;(t) définies
sur un intervalle J de R; on considére n fonctions inconnues dérivables sur J

zi(t): ] — K

et on note X () le vecteur colonne formé des n fonctions coordonnées x;(t) : ainsi X (¢) est
une fonction inconnue dérivable sur J a valeurs dans K" :

(1) 10
Za(t xh(t
X(t) = ( ) et %X(t) = ( )
1) 0

On appelle systéme d’équations différentielles linéaires a coefficients constants toute équa-
tion différentielle du type:

d

(E) T

X(t) = AX(t) + B(t).
On appelle systéme d’équations différentielles linéaires homogéne associé a (E) le systéme
suivant :

d

(H) 7

X(t) = AX (%)
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3.2 Théoréme
Avec les notations de 3.1:

a) la solution générale du systéme homogeéne (H) est donnée par :
X(t) =0

ou C' est un vecteur colonne de K™ quelconque ;

b) les solutions de (F) s’obtiennent en ajoutant a la solution générale de (H) une solution
particulicére de (F);

¢) pour calculer une solution particuliére de (E), on applique la méthode dite de "variation
de la constante" qui consiste & chercher une solution particuliére sous la forme

X(t) = C(t)

ou C(t) est une fonction inconnue dérivable sur J a déterminer : on obtient alors le systéme
différentiel

d —tA
ZC(t) = e B(1)

et il ne reste plus qu’a calculer n primitives pour obtenir une solution.

Preuve:

a) pour tout t € J, posons F(t) = e~ X (t), alors

d d _,4 _ad A
EF(t):(ae )X (t)+e EX(lt)_e (—A)X(t)+e

d’ou J
aF(t) —e™Mx0=0

donc F'(t) est un vecteur colonne constant C' pour tout ¢ € J. Réciproquement, si C' est
un vecteur colonne constant, alors il est clair que ¢ — e*AC est solution de (H).

b) clair.
¢) on cherche une solution de (E) de la forme X (t) = ¢"4C(t); alors on a
4y (t) = Ae'AC(t) + etAiC’(t) = AX(t) + etAiC’(t)
dt dt dt
mails aussl J
EX(t) = AX(t) + B(t)
d’ou
L) = B()
dt
ou encore ;
—C(t)=e "Bt
L0 =)
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Exemple Considérons le systéme différentiel

¥(t) = —8r+y+52
(E) y(t) = 22—-3y—=z
Z(t) = —de+y+z
Ce systeme s’écrit sous la forme
d
() : —=X((t)=AX(t)
dt
ou
-8 1 5
A= 2 -3 -1
-4 1 1
La solution générale de (E) s’écrit alors X () = e4C ou C est un vecteur constant
quelconque. Or A = PT P~ o
-4 -3 0 1 11 1 1 -1 0
T=| 0 —4 0 , P=| -1 11 etP*:5 2 0 -2
0O 0 =2 1 01 -1 1 2

et ainsi et = PeTP~!. Donc X(t) = PeTP7'C = Pe''T si on pose I' = P71(C':
[' = (71,72,73) est un vecteur constant quelconque, tout comme C'.

Le calcul de e!T donne
e~ _3te= 0

et = 0 et 0
0 0 e 2t
d’ou
yie” " — 3ypte
X({)="r Yo~
Y3e
et finalement
o(t) = (n+72—3yt)e " + yze
y(t) = (=7 472 +3yt)e™™ +yze™
2(t) = (11 = 3yat)e ™ + yze™

4 Equations différentielles linéaires homogénes d’ordre n a coefficients constants

4.1 Définition et théoréme

On appelle équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n a coefficients constants
toute équation différentielle du type

(E) y(”) + an_ly("_l) + -+ ay + agy = 0.

ol ag,ayq,...,a,—1 sont des nombres réels avec ay # 0 et la fonction inconnue y(t) est
supposée définie sur un intervalle J de R & valeurs dans R et n fois dérivable sur J.
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Considérons le polyndéme
PX)=X"+ap 1 X" "+ 4+ a1 X +ag
P(X) est scindé sur C et s’écrit
P(X)=(X =X )™ (X =A\)™
ol Ap,...,Ap sont distincts deux a deux. Alors les solutions de £ sont de la forme
y(t) = P (t) + - + M Py (1)
ou Pi,...,P, sont des polynomes vérifiant d°(P;) < m; — 1 pour tout 1 < i < p.

Si une racine \; est complexe non réelle, alors elle s’écrit \; = «; + i3; et dans ce cas le
J clic, J J ]

polynome P étant a coefficient réels, \; = a; — i, est aussi racine de P et est donc égale

a A pour un certain k et on écrit alors

NP (t) + M P(t) = e cos(B;t)Q;(t) + e sin(Bt) R;(¢)
ol ); et R; sont des polynomes (a coefficients réels) de degré < m; — 1.

Preuve:

On peut ramener la résolution de 'équation (F) a la résolution d’un systéme d’équations
différentielles linéaires de la facon suivante:

Posons
y(t) y'(t)
y'(t d y'(t
X(t) = ( ) alors —X(t) = ( )
: dt :
y" (L) y™(t)
or y est solution de (E) si et seulement si Y™ = —q,_1y™ Y — ... — a1y — apy donc si et

seulement si X (t) vérifie le systéme différentiel

d

E' —X(t) = AX(t
() SX()=AX()
ou A désigne la matrice
0 1 (I 0 0
0 1 0 0
A=
: : . . 1 0
0 0  cer ... 0 1
—Qp —ap —Qz -+ —Qp—2 —0p_1

alors les solutions du systéme (E’) sont données par
X(t) =eAC
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ou C est un vecteur colonne constant quelconque. Or, on voit facilement que le polynéme
caractéristique de A est égal a

PA(X)=(—1)" (X" + a1 X" "+ -+ ar X +ag) = (=1)"(X — \)™ (X = M)

de plus, chaque sous espace propre ker(A — A;I) est de dimension 1, engendré par le
vecteur

i\
U; = ,J
AT !
ce vecteur étant non nul puisque 0 n’est pas racine de P4. Donc, sauf dans le cas ou Py
posséde n racines distinctes, A n’est pas diagonalisable: pour calculer ¢ on trigonalise
alors A. Ainsi A = PTP~! ou T est triangulaire supérieure (ou diagonale dans le cas
diagonalisable), et alors et = Pe!T P~1 d’ou

X(t) = eC = P P7IC = P'T

en posant P7'C' = T'; or la fonction y(t) est la premiére coordonnée du vecteur X (¢) et
d’aprés le § 2.3 sur le calcul de 'exponentielle d’une matrice, il est facile de voir qu’en
effectuant le calcul Pe!’T, on obtient

y(t) = e P(t) + -+ e By(t)

ou Pi,...,P, sont des polynomes vérifiant d°(P;) < m; — 1 pour tout 1 < i < p.

Exemples

a) Considérons 1'équation différentielle suivante :
y® —6y®) 4+ 129 — 6y — 9y + 12y — 4y =0
Le polynome caractéristique associé est
P(X)=X%—6X°+12X" —6X° —9X* + 12X —4 = (X — 1)}(X —2)*(X + 1)
donc la solution générale de I’équation différentielle est donnée par
y(t) = (agt® + art + ag)e’ + (bit + bg)e* + coe™*
ou ag,a,as,by,b1,co sont des réels quelconques.

b) Considérons 1'équation différentielle suivante :
y(7) _ y(ﬁ) _ 2y(4) + 2y(3) + y/ —y=0
Le polynome caractéristique associé est
PX)=X"—- X0 —2X*42X3 + X — 1= (X - 1)3(X?+ X +1)?

donc la solution générale de 1’équation différentielle est donnée par
3 3
y(t) = (ast® + ayt + ag)e’ + €72 cos (%—t) (b1t + bo) + e”2 sin (%—t) (1t + co)
ol ag,a,as,by,b1,co,c1 sont des réels quelconques.
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IV ESPACES EUCLIDIENS

Dans tout le chapitre F désigne un espace vectoriel sur R.

1. Formes bilinéaires symétriques - Formes quadratiques
1.1 Définition

On appelle forme bilinéaire symétrique sur E une application ¢ de F x E dans R
vérifiant les propriétés suivantes:
a)y est linéaire par rapport a chaque variable, i.e:

vxl? T2, Y € EJ \V/OK7 B € R? QO(OZIl + ﬁx%y) - och(xl,y) + ﬁSO(IQJy)
v:L‘7 Y1, Y2 € Ea VO{, ﬁ € Ra (;D(x7ay1 +ﬁy2) = 0590(%3/1) "‘ﬁ‘;@(l’a%)

b)y est symétrique: Vr, y € E o(z,y) = ¢(y,z).

1.2 Exemples
a) La forme bilinéaire canonique dans R": VX = (z1,....x,), Y = (y1,...,y) € R"

b) o(P,Q) = ff P(t)Q(t)dt définit une forme bilinéaire symétrique sur R[X].

1.3 Définition
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur F, on appelle forme quadratique associée a

@ lapplication ¢ de E' dans R définie par:

Ve € E, q(x) = p(z,x).

1.4 Identités de polarisation

Vry € B, pley) = slae+y) — () — aw)] = {latw +y) — alz — 9]

1.5 Expression dans une base

Soit E' un espace de dimension finie n et soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur F.
On appelle matrice de ¢ dans la base B = (¢;)1<i<n de E et on note Mp(p) la matrice
dont le terme général a; ; = @(e;,e;). La matrice Mpg(yp) est symétrique et on obtient ¢ en
fonction de Mp(p) de la maniére suivante :

Pour tous = et y dans F, si X et Y désignent les vecteurs colonnes des coordonnées de x

et y dans la base B, alors:
p(zy) ="XMp(p)Y.

Réciproquement, si A est une matrice symétrique, en posant :

o(zy) ="XAY
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on définit une forme bilinéaire symétrique ¢ dont la matrice est A dans la base B. Si
(@1,esTp) (resp. (Y1,...,yn)) désignent les coordonnées de z (resp. y) dans la base B, on a
ainsi :

Zanxlyﬂr > iy + )

1<i<j<n

Z amx + 2 Z aUx ‘TJ

1<i<j<n

1.6 Changement de base

Soit £ un espace de dimension finie n muni de deux bases B = (¢;)1<i<n €t B’ = (€})1<i<n
et soit P la matrice de passage de B & B’. Alors pour toute forme bilinéaire symétrique ¢
on a:

Mg (p) = "PMp(p)P.

Preuve:
Soient x et y dans F et soient X (resp. X’) le vecteur colonne de = dans B (resp. B'),
Y (resp. Y’) le vecteur colonne de y dans B (resp. B'): on a X = PX' et Y = PY".
Notons A = Mp(p) et A" = Mp(p). Alors p(z,y) = 'XAY = X'A'Y’. On en déduit
HPX"APY' ='X'A"Y', dou ' X"PAPY' ='X'A'"Y". Donc ‘PAP = A'.

(]

1.7 Définition

On dit qu'une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E (ou la forme quadratique g associée)
est positive (resp. définie positive) si et seulement si:

Ve € E, q(x) >0 (resp. Vo € E — {0}, ¢(x) > 0).

1.8 Exemples:

a) La forme bilinéaire canonique dans R™ est définie positive; en effet ¢(z) = D1 | 27,
donc q( ) >0, et sig(z)=0,alors Y ;' 2?2 =0or Vi € [1,n] on a 27 > 0 donc la somme
des 22 ne peut étre nulle que si tous les 22 sont nuls donc x; = 0 pour tout i € [1,n] et
ainsi x = 0.

b) Si a < b, la forme bilinéaire p(P,Q) = f P(t)Q(t)dt dans R[X] est définie positive.
(cf. exercice)

SN SN

2. Espaces euclidiens
2.1 Définition

On appelle produit scalaire sur E une forme bilinéaire symétrique ¢ définie positive :
on le note souvent ¢(x,y) = (z|y).

On appelle espace euclidien tout espace vectoriel E muni d’un produit scalaire { | ), et
pour tout z € E on note ||z|| = y/(z|z): norme euclidienne de z.

On dit qu’un vecteur x d'un espace euclidien E est unitaire si |z| = 1.
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2.2 Proposition

Soit E un espace euclidien. Les identités de polarisation s’expriment sous la forme:
1 1
oy € B, (ely) = 5z +yll” = ll=1” = 1yl1"] = 7llle + yl* = ll= = I}

2.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit F un espace euclidien. On a:
Yoy € B, [(zly)] < [lz]llyll
Et on a I’égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
Preuve: Soient z et y dans E. Considérons P(\) = ||Az + y||? pour A € R. On a:
P(X) = Xla* + 2X\{(z]y) + [|y]|*.

Si x # 0, P est un polynéme en A de degré 2 et on a: VA € R, P(A) > 0 donc le
discriminant A de P est négatif ou nul: [(z|y)]* — ||z||*|ly]|* < 0 d’on I'inégalité cherchée.
Si A =0, P posséde une racine réelle \g, donc ||Agx +y|> =0 doa \gz +y=0et T et y
sont colinéaires et réciproquement.

Siz =0, pour tout y € E, 'inégalité se réduit a I’égalité 0 = 0 et 0 et y sont trivialement
colinéaires.

O
2.4 Théoréme
Soit E un espace euclidien: alors la norme euclidienne ||.|| est bien une norme, i.e elle
vérifie les propriétés suivantes :
Ve,ye E, VAR
a) ||z]| > 0 et||x|| = 0 si et seulement si z = 0;
b) [[Az] = [Al-flll
c) [lz+yl|l < |lz|| + ||y|l : inégalité de Minkowski.
De plus, on a:
d) ||z +yll* + ||z — yl|* = 2(]|=|]* + ||y||?) : identité de la médiane;
e) lzI* = lyll* = {x + ylz — y).
Preuve:
a) Le produit scalaire est une forme bilinéaire définie positive;
b) 1Azl = /(Az[Az) = /A (zlz) = [AL ]l ;
c¢) Provient de l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
Iz +ylI* = (@ + ylo +y) = (wl) + (yly) + 2(zly)
Done: [lz +yl* < (=]} + (yly) + 2ll=llllyll = (=]l + [lyl)*.
d) et e) proviennent de la bilinéarité du produit scalaire.
O
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2.5 Proposition
Soient A € M,,,(R), X € RP et Y € R™; alors on a

<AX|Y>]R7L — <X|tAY>]Rp

Preuve: En effet (AX|Y)gn =' (AX)Y =! XTAY = (X['AY )g».

3. Orthogonalité
3.1 Définitions
Soit E un espace euclidien.

a) Soient z, y € E'; on dit que z et y sont orthogonaux si et seulement si (z|y) = 0 ou,
ce qui est équivalent, si et seulement si (y|z) = 0.

b) Soient E7, Ey des sous-espaces vectoriels de E': on dit que F; et E, sont orthogonaux
si et seulement si:

YV, € El, Vo € Ez, <l‘1|l’2> = 0.

¢) Soit F; un sous-espace vectoriel de E : on appelle orthogonal de E; et on note Ei le
sous-ensemble :

Ef ={x € E /Va, € By, (,|z) =0}

3.2 Proposition
Soit E un espace euclidien. Alors
a) B+ ={0};
b) soit E; un sous-espace vectoriel de E, alors Ei est un sous-espace vectoriel de E ;
c) solent Ey, Ey des sous-espaces vectoriels de F, alors on a:
(B, + Ey))t = Ef N E;y
E, C By = FE} D Ey
(Ey N Ex)* D B + Ey
(EiH)* D Er.

Preuve:

a) Soit x € B+ : Vy € E, (z|y) = 0. En particulier (z|zr) =0 i.e ||z|| =0 d’ott x = 0.
Réciproquement il est clair que 0 € E*.

b) Vz, y € Ef, VA, u € R, Vz € By, Mz + pylz) = Maz|2) + u(ylz) = N0+ p0 = 0
donc Az + py € Ef-.

c) cf. exercice.
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3.3 Proposition
Soit E un espace euclidien.

a) Soient z, y € F, alors:
x et y sont orthogonaux si et seulement si || + y||*> = ||z||* + ||y||* (Pythagore)
b) soient x1,zs,....,x, € E deux a deux orthogonaux, alors:
[ e 1 el 21 e o 2 e o B

(la réciproque est fausse si p > 3)

c) solent x1,%9,....,x, € E non nuls deux a deux orthogonaux, alors (zi,za,....,x,) est
un systéme libre ;

d) soient Ey,Es,...,E, des sous-espaces vectoriels de £ deux a deux orthogonaux, alors
ils sont en somme directe dans E': on parle de somme directe orthogonale. En parti-
culier E; et Ei sont en somme directe orthogonale.

Preuve:
a) ||z +y||> = ||=]]® + ||y||* + 2(z|y) d’ou I'égalité si et seulement si (z|y) = 0;
b) par récurrence sur p en utilisant a) ;

¢) si x1,%2,....,x, € E sont deux & deux orthogonaux :

Soient Ap,Aa,...,A, € R tels que \jzq + ... + A\,x, = 0. Alors pour tout ¢ € [1,p] on a:

() Mxy 4+ oo 4+ Mpzp) = 0 = A\ (@i|z1) + ... + Np(@i|z,) = 0 = N\||i]|* = 0 car z; est
orthogonal & z1,%9,.....%;_1,%i41,..,2,. Donc A\; = 0 puisque ||z;|| # 0;

d) si Ey,E»,...,E, sont deux & deux orthogonaux, considérons x; € E; pour tout i € [1,p];
sizi+...4z, =0, alors Vi € [1,p], (z;|z1+...+x,) = 0 = ||a;||* = 0 car z; est orthogonal
& T1,22,.,Ti—1,Tit1,..,Lp, d'0U x; = 0: la somme est directe.

O

3.4 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace euclidien et soit (z1,22,....,z,) un systéme libre de vecteurs de E. Alors
il existe une famille orthogonale (y1,y2,....,y,) de vecteurs de E telle que les sous-espaces
vectoriels engendrés Vect(zy,zs,....,x,) et Vect(yr,yz,....,Yp) sont égaux. On l'obtient par
récurrence de la maniére suivante :

e T =1

® Iy =y + Ao 11 : on calcule Aoy de sorte que (y1]y2) = 0: (y1|z2) = (y1]y2) + Ao1{va|y1)
donc Aoy = (yi|z2)/||y1||* car y1 = 1 est non nul. Alors yp # 0 sinon x5 est colinéaire &
x1, et on a Vect(zy,x2) = Vect(yy,y2)-

o, =y + )\M_lyi_l + ...+ )\Myl en supposant construits yi,...,;_1 non nuls orthogo-
naux deux a deux tels que Vect(xy,...,x;_1) = Vect(y1,...,yi—1), et en imposant que y; soit
orthogonal & y1,...,y;—1. Alors pour tout j € [1,i — 1], (y;|x:) = 0+ .. + Nijlly; [P+ .. + 0
dou N j = (yjlzi)/|ly;]|* et yi # 0 sinon x; est combinaison linéaire de y,ya,....,yi—1 i.€
de z1,z9,....,7;_1. On a ainsi une famille orthogonale (y1,y2,....,4;) de vecteurs non nuls
donc libre. Donc Vect(y1,ys,....,y;) est de dimension i tout comme Vect(xy,xs,....,x;). Or
x; € Vect(y1,ya,....,y;) donc Vect(xq,xa,....,x;) = Vect(yy,yz,....,y;)-
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Il suffit alors de poursuivre le processus jusqu’au rang p. On remarque que le procédé
de Schmidt laisse les vecteurs z,...z,, invariants si x1,...x,, sont déja orthogonaux deux a
deux.

O

3.5 Déterminant de Gram

Soit £ un espace euclidien et soient (z1,%2,....,2,) € E.

On appelle matrice de Gram associée au systéme (z1,%9,....,2,) et on note Gram(zy,xs,....,2,)
la matrice de M,(R) dont le terme général est donné par (z;|z;). On appelle déterminant

de Gram et on note gram(zy,zs,....,x,) le déterminant de la matrice de Gram.

3.6 Proposition

Un déterminant de Gram est invariant lorsqu’on ajoute a un vecteur une combinaison
linéaire des autres.

Preuve:

Soient (z1,x2,....,x,) € E: il suffit de démontrer que gram(zy,xs,....,x,) reste inchangé
lorsqu’on remplace x; par x; + Az; : par itération on aura la proposition.

gram(xl,...,zi_l,xi + )\$j,fl'i+1,...3§'p) =

(z1]m1) (z1|zi + Axj) (z1|zp)
(x; + Axjlay) - (i + Aajlog + Axy) o0 (g + Axglzy,)
<:Ep|:(:1> s <Ip|xi + /\xj> T <xp|xp>

en développant le produit scalaire dans la iéme colonne, on obtient alors:
gram(xl,...,xi_l,xi + )\xj,xiﬂ,...xp) =

(z1|z1) (z1|zi) + AMw1|2) (T1|zp)
(4 Aejlen) (AT + M+ Agley) e (w4 Ayl
(Ipixﬁ T <xp|xi> + >‘<xp|xj> T <xpixp>

On trouve alors dans la i-iéme colonne, la j-iéme colonne multipliée par A: on peut donc
supprimer ce terme, d’ot :

gram(xy,...,Ti—1,%; + ATj,Tip1,...0p) =
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(z1|z1) (z1|zi) (z1|zp)

(plz1) T (plzi) e (plzp)
On fait la méme opération sur la iéme ligne et on obtient le résultat voulu:

gram(z,...,Ti—1,%; + ATj,Tit1,...20p) = gram(y,,...,Tp).

3.7 Théoréme

Soit E un espace euclidien et soient z1,zs,....,x, € E. Alors
(21,....,xp) est un systeme libre si et seulement si gram(xy,...,z,) # 0.
et dans ce cas gram(zy,...,z,) > 0.

Preuve:

Si (x1,22,....,7,) est lié, 'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres donc:

gram(zy,...,x,) = gram(xy,.,0,..,z,) =0

d’aprés 3.6, d’ou par contraposée, gram(xy,...,z,) # 0 => (x1,....,x,) libre.
Réciproquement, si (21,....,,) est libre: construisons par le procédé de Schmidt la famille
orthogonale (yi,....,y,) associée: comme ; = y; + A;i—1Yi—1 + ...+ Xi 191, il est clair d’aprés
la proposition 3.6, que gram(zy,...,x,) = gram(y,....y,). Or la famille (y1,...,y,) étant
orthogonale, on a:

nle 0 o
0 gl 0
gram(yi,...yp) = | . R = [ls1]*.[lyp[* > 0
0 0 -yl

car y; # 0, Vi € [1,p].
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4. Bases orthogonales et orthonormées
4.1 Définitions

Soit E un espace euclidien. On dit qu’'une base de E est orthogonale si ses vecteurs
sont orthogonaux deux a deux. On dit qu'une base de E est orthonormeée si elle est
orthogonale et si tous ses vecteurs sont unitaires.

4.2 Théoréme

Tout espace euclidien de dimension finie posséde une base orthonormée.

Preuve:

Soit (ey,...,e,) une base de F': il suffit d’appliquer le procédé de Schmidt au systéme libre
(é1,...,6n) pour obtenir une base orthogonale de E puis de diviser chaque vecteur obtenu
par sa norme.

4.3 Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

Soit (eq,...,en) une base orthonormée de l'espace euclidien E et soient x = ) . | z;e; et
y =, Y€ Alors on a:

(zly) = in?ﬁ et [|lzf| =
i=1

De plus

3

=Y (x|e;)e;.

=1

4.4 Proposition

Soit E un espace euclidien de dimension finie n et soit E;, Ey des sous-espaces vectoriels
de E. Alors:

e £ =FE; @ E{: E; et son orthogonal sont supplémentaires ;
[ ] (Ef‘)J‘ = E1 )
e (E1N E2>J_ = Ef‘ + E%‘

Preuve:

e On sait déja que F; et Ei sont en somme directe: il ne reste donc qu’a montrer
dim(E{) = n — dim E).

Soit (eq,...,e,) une base orthogonale de Ej : on la compléte en une base (ey,...,e,,) de E et on
applique le procédé de Schmidt a cette base. Les p premiers vecteurs sont inchangés puis-
qu’ils étaient déja orthogonaux deux a deux, d’ott une nouvelle base (ey,..,ep,€,, 1,565,
orthogonale pour E. Ainsi l'espace E' = Vect(e; 41,-,6) est contenu dans Ei donc

dim B > dim E' =n —p. Or B, ® E{ C E donc dim B < n —p, d’'ott dim Ei- = n — p.
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e On sait déja que E; C (Ef)*. Or dim B = n—p donc dim(Ei)* = n—(n—p) = dim B,
d’ou (Ef‘)J' = El.

e Ona (Ef + ES)E = (B 0 (EL)Y = By By done (Bf + ES)Y = (B, N Ey)* ie
El 4+ Ef = (Ey N Byt

5. Projection orthogonale - Symétrie orthogonale
5.1 Théoréme et Définition

Soit E un espace euclidien de dimension quelconque et soit £’ un sous-espace vectoriel de

E de dimension finie p: considérons une base orthonormée (ey,...,e,) de E' et pour tout
p

x € E, posons p(zx) = Z<x|e,~)ei. Alors on a:

=1

e p(z) € B
o p(x) —z € B
o [lp(x) — 2| = min{lly — x| / y € E'}.

e p(z) ne dépend pas de la base orthonormée (ey,...,e,) de E' choisie.

On dit que p(x) est la projection orthogonale de x sur E’. On définit ainsi une appli-
cation p : F — E appelée projection orthogonale sur £’ qui est linéaire et qui vérifie:

ker p=FE"*, Imp=FE e pop=p

Dans le cas ou E est de dimension finie, si on décompose x = z' + z” dans la somme
directe orthogonale E = E' @ E'*, alors p(z) = 2’

Preuve:

e Il est clair que p(x ) € E'. Pour tout ¢ € [1,p],on a:
(eilp(x = (e Z zleg)er) —(e;|x) = (e;lx)—(e;|z) = 0 car (ey,...,e,) est orthonormeée.

Donc p(x) —x € E’L

o pour tout y € E', [ly —|* = |[(y — p(x)) + (p(z) — 2)[* = |ly — p(2)|]* + || p(x) — z||* par
Pythagore puisque p(x) —z € E'™ et y —p(z) € E'. On en déduit : ||y —z||* > ||p(z) — z||?
d'ou |[p(z) — 2| = min{lly —zf| / y € E'}.

e p(x) ne dépend pas de la base orthonormée (ey,...,e,) de E’ choisie: prenons une autre
p

base orthonormée (e,...,e;,) de E’ et posons x" = Z(x|e§)eg. Alors il est clair que 2’ € F/,
i=1

d’ou p(z) — 2’ € F', et que 2’ —x € E'". D’autre part, p(x) — 2’ = (p(z) — z) + (v — 2)

d'ou p(x) — 2’ € E’L Comme E' N E'* = {0}, on en déduit aussitot que p(z) = 2.

Montrons que ker p = E't: si @ € E', alors, pour tout i € [1,p], on a (z]e;) = 0,
p p

d'ou p(z) = Z(m]ei)ei = 0. Réciproquement, si p(z) = Z(w|ei>ei = 0, alors, pour tout
i=1 i=1
i € [1,p], on a (z|e;) = 0 et ainsi x € E'™*.
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Montrons que Im p = E’: on a vu que Im p C F’; réciproquement soit y € E’, alors,
p

(é1,...,e,) étant une base orthonormée de E’, on a, d’aprés 4.3, y = Z(y|ei)ei, d’ou
i=1

y=py) € Impet £/ C Im p . On en déduit également que p o p = p, puisque, pour
tout © € E, p(z) € E' d’ou p(x) = p(p(x)).

Enfin si £ est de dimension finie, on a £ = E' @ E'* et tout v € E se décompose de
maniére unique sous la forme z = 2’ +2” o 2/ € E' et 2” € E'. Complétons la base
orthonormée (ey,...,e,) de E’ en une base orthonormée (es,...,e,) de E par le procédé de
Gram-Schmidt ; alors, par construction, (ep41,...,e,) est une base orthonormée de E'* et
x s’écrit dans la base orthonormée (ey,...,e,) sous la forme

n p

T = Z<$|€¢>6i = Z(x|ei>ei + Z (zleiye; = p(x) +y

i=1 i=1 i=p+1
n
ouy = Z (z]e;ye; € B, On en déduit que p(z) = 2’ et y = 2 par unicité d’écriture.

1=p+1
O

5.2 Définition

Soit E un espace euclidien de dimension finie n et soit £’ un sous-espace vectoriel de E.
Pour tout € E, décomposons = 2’4" dans la somme directe orthogonale £ = E'¢ E'™*
et posons s(x) = a2’ — 2”. L’application s : E — E ainsi définie est appelée symétrie
orthogonale par rapport a £’

5.3 Théoréme

Soit E un espace euclidien de dimension finie n et soit £’ un sous-espace vectoriel de E.
On considére s la symétrie orthogonale par rapport & E’ et p la projection orthogonale
sur E’. Alors on a:

e s =2p— Id donc s est linéaire;
e 52 = Id donc s est un automorphisme et s! = s;

o ker(s — Id) = E' et ker(s + Id) = E'*.

Réciproquement, si s est un endomorphisme de E vérifiant les deux conditions suivantes :
o 52 =1d;

e ker(s — Id) = ker(s + Id)*.

alors s est la symétrie orthogonale par rapport a ker(s — Id).

Preuve: La premiére partie du théoréme est immédiate & vérifier.

Réciproquement, soit s vérifiant s> = Id et ker(s + Id) = ker(s — Id)*.

On a (s—1Id)(s+ Id) = 0, d’out la somme directe E = ker(s — Id) @ ker(s + Id) d’aprés le
théoréme de décomposition des noyaux 113.6, donc, comme ker(s+ Id) = ker(s — Id)*, en
décomposant x = 2’ +2” dans la somme directe orthogonale E = ker(s —Id) ©ker(s+1d),
on a bien s(x) = 2’ — 2”, d’ou le résultat.
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6 Problémes de moindres carrés

Dans ce paragraphe on munit R? du produit scalaire canonique et de la norme euclidienne
||.|| associée.

6.1 Approximation de fonctions

Soit y(t) une fonction qui dépend linéairement de n parameétres z; :
y(t) =i f5(t)
j=1

ou les fonctions fi,fa,...,f, sont choisies linéairement indépendantes.

On connait par des mesures la valeur de y(¢) en p points t;,....t,: y(¢;) = y; pour 1 <i <p
avec p > n et on cherche & calculer les paramétres z; pour connaitre y(t); comme on a
plus d’équations que d’inconnues, il n’y a pas toujours de solution. On cherche alors a
calculer z,...,x,, pour que la quantité

E(xq,...,x,) = Z (Z xfi(t:) — yz)

soit minimale, & défaut d’étre nulle.

Si on note A la matrice de M, ,(R) de terme général f;(t;) et

€ Y1

X2 Y2
T = . et y =

T, Yp

alors
E<I17”'7In) = HAJ: - yH2

Un vecteur x qui réalise le minimum de E est appelé une solution du systéme au sens
des moindres carrés.

6.2 Régression linéaire

On a mesuré sur p individus n variables Y, X1,...,X,,_1 : on note X la mesure de la variable

X (resp. Y, la mesure de la variable V') sur I'individu ¢ pour 1 <j<n-—1let1<i<p.
Y

Considérons Y le vecteur de RP défini par y = : . On cherche a calculer Y a l'aide
yp

des prédicteurs X, supposés linéairement indépen_dants, sous la forme
Y =uy+u Xy +- -+ w1 Xy

ou uo,...,U,_1 sont des réels a déterminer.
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Y1
Considérons y le vecteur de R? défini par y = : ol

Yp
Yi = U+ WLy + -+ Up1Zy,
On veut que y soit le plus proche de y en ce sens que ||y —y |? soit minimal ; en notant
Lozy o 2y Uo
A=11 : : et u =
1 x T Up—1

Ty 0 Ty

cela revient a chercher u tel que ||Au — y||* soit minimal: on est ramené a un probléme
de moindres carrés comme en 6.1.
6.3 Théoréme

Soit A € M, ,(R) avec p > n et soit y € RP; on note ¢ la projection orthogonale de R?
sur ImA.

Alors la fonction E(z) = ||Az —yl|? atteint son minimum en tout vecteur A € R" vérifiant

AN =q(y)

De plus A vérifie
PAAN =" Ay.

Si la matrice ‘AA est inversible, i.e si 7g(A) = n, on a alors une unique solution donnée
par A = (‘AA)~ Ay.

Preuve :
On a min F(z) = min ||Az — y||> = min |Jv — y||?, donc d’aprés 5.1, ce minimum est
zERM zeRn velma

atteint pour v = ¢(y) la projection orthogonale de y sur ImA ; ainsi il existe A € R™ tel
que v = A\ et A réalise le minimum de F.

n
De plus, si (ey,...,6,) désigne la base canonique de R™ et si A = Z Aiei, v = AN s’écrit

=1
n

v= Z \iAe; et ainsi y s’écrit dans la somme directe orthogonale RP=ImA®(ImA)* sous
i=1
la forme

y=v+z=> NAe+z
i=1
ot z € (ImA)*.
Or d’apres 2.5 on a pour tout 1 < j <n

n

("Ayle;) = (ylAe;) = > NilAeilAej) + (2] Ae;) = > Aifesl'AAe;) +0 = (A['AAe;)
=1

i=1

donc (‘Ayle;) = (*("AA)Ne;) = (("AA)Ae;)
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d’ot Ay =t AAN.

Il reste & montrer que la matrice carrée d’ordre n ‘AA est inversible si et seulement si
rg(A) = n; or rg(A) = n si et seulement si les vecteurs Aey,...,Ae, sont linéairement
indépendants, ou encore d’aprés 3.7, si et seulement si la matrice de Gram associée au
systéme (Aey,...,Ae,) est inversible; or il est facile de voir que

Gram (Aey,...,Ae,) ="' AA

puisque la base canonique (ey,...,e,) est orthonormée, d’ou le résultat.

Exemple
Soit f : R — R; on cherche & approximer f par un polynoéme P(t) de degré < n — 1
connaissant les valeurs de f en p points distincts ¢;,s,...,¢, avec p > n. Posons

P(t) = an_lt”_l + - —|— alt —|— Qo

et considérons
p

E(an-1,...,a1,a0) = Z[P(tz) — f(t)]? = [[Az — y|?

ou
f(t1) Ap—1 P(ty)
t Ay P(t
Y= f(.2> , T = | et Ax = (.2>
f(tp) ap P(tp)
ainsi
A A to1
A ot t’;f ty 1
n.—l n.—2 N . .
T R A |

La matrice A est de rang n car t1,ts,...,t, sont distincts deux a deux, donc le probléme de
moindres carrés considéré posséde une unique solution A € R™ vérifiant A = (*fAA) ™' Ay.
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V ESPACES HERMITIENS

On va exposer dans ce chapitre une théorie analogue a celle des espaces euclidiens mais
cette fois pour des espaces vectoriels complexes. Dans tout le chapitre, £ désigne un
espace vectoriel sur C.

1. Formes sesquilinéaires hermitiennes - Formes quadratiques
1.1 Définition

On appelle forme sesquilinéaire hermitienne sur £ une application ¢ de E x E dans
C vérifiant les propriétés suivantes :
a) o est sesquilinéaire, i.e:

Va1, 29, y € B, Va € C, p(x1 + 12,y) = @(21,y) + 0(22,y) et p(ax1,y) = ap(z1,y)
Vo, y1, y2 € E, Vo € C, p(x,y1 + y2) = 0(z,31) + @(2,12) et (x,0y1) = ap(x,y1).

b) ¢ est hermitienne: Vz, y € E ¢(x,y) = ¢(y,x).

1.2 Exemples

a) La forme hermitienne canonique dans C": VX = (x1,....x,), Y = (y1,...,y) € C"
e(X)Y) = Z%E
i=1

b) o(P,Q) = f;’ P(t)Q(t)dt définit une forme sesquilinéaire hermitienne sur C[X].

1.3 Définition

Soit ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne sur £ : on appelle forme quadratique her-
mitienne associée a ¢ 'application ¢ de F dans R définie par:

Vr € E, q(x) = p(z,x).

Remarque: la forme quadratique hermitienne ¢ est bien a valeurs réelles puisque:

Vo € B, pla,r) = pla0).

1.4 Identités de polarisation

Elles sont beaucoup moins “sympathiques” que dans le cas réel: Vx,y € £

o(ry) = 5lg(z+y) +iglz +iy) — (1+4)(q(z) + q(y))]

[q(z +y) — q(z — y) +i(q(z +iy) — q(z — iy))]

=~ =N =
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1.5 Définitions

Pour toute matrice A = (a;;)1<i j<n & coefficients complexes, on appelle matrice conju-
guée de A et on note A la matrice dont le terme général est donné par @ ;.

On dit que A est hermitienne si et seulement si A = A.

1.6 Expression dans une base

Soit F un espace de dimension finie n et soit ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne sur
E. On appelle matrice de ¢ dans la base B = (e;)1<i<n, de E et on note Mp(p) la matrice
dont le terme général a; ; = ¢(e;,e;). La matrice Mp(p) est hermitienne et on obtient ¢
en fonction de Mg(p) de la maniére suivante :

Pour tous = et y dans FE, si X et Y désignent les vecteurs colonnes des coordonnées de x
et y dans la base B, alors:

o(z,y) ="XMs(p)Y.

Réciproquement, si A est une matrice hermitienne, en posant :
o(zy) ="XAY

on définit une forme sesquilinéaire hermitienne ¢ dont la matrice est A dans la base B.

n n
On a ainsi, si z = E xrie; et y = g yi€i
i—1 i=1

n

p(z.y) = Z AiiTiYi + Z (aijzi¥; + @)

i=1 1<i<j<n

i=1

1<i<j<n

1.7 Changement de base

Soit E un espace de dimension finie n muni de deux bases B = (€;)1<i<n €t B’ = (€})1<i<n €t
soit P la matrice de passage de B & B’. Alors, pour toute forme sesquilinéaire hermitienne
psur £, on a:

Mg () ="PMg(p)P.

Preuve: analogue a celle faite dans le cas réel.

1.8 Définition

On dit qu'une forme sesquilinéaire hermitienne ¢ sur £ (ou la forme quadratique ¢ asso-
ciée) est positive (resp. définie positive) si et seulement si:

Vo € B, q(x) > 0 (resp. Vo € E — {0}, ¢(x) > 0).

1.9 Exemples: cf. Exemples 1.2.
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2. Espaces hermitiens
2.1 Définition

On appelle produit scalaire hermitien sur E une forme sesquilinéaire hermitienne ¢
définie positive: on la note comme dans le cas réel o(x,y) = (z|y).

On appelle espace hermitien tout espace vectoriel £ muni d’'un produit scalaire hermi-
tien ( | ), et pour tout = € E on note ||z| = y/(z|z): norme hermitienne de z.

On dit qu’un vecteur x d'un espace hermitien £ est unitaire si ||z| = 1.

2.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace hermitien. On a:
Vay € B, [(zly)| < [lz]lllyll-
Et on a I’égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Preuve: Remarquons d’abord qu’ici | . | désigne le module d’un complexe. Soient = et y
dans E et notons (z|y) = pe? avec p = |(z|y)|. Considérons P(\) = |[[Ae ®x + y||* pour
A€eR. Ona:

P(A) = X[l ]|* + 2ARe(e™ (z[y)) + [ly]* = N*[|=[|* + 2| {zly)| + [ly]*.

Siz # 0, P est un polynéme en A a coefficients réels de degré 2 et on a VA € R, P(\) >0
donc le discriminant A de P est négatif ou nul: [{x|y)|> — ||z]]*||y||* < 0 d’ou 'inégaliteé
cherchée.

Si A = 0, P posséde une racine réelle \g, donc || Aoe™?z + y||> = 0 d’ott \pe ™z +y =0
et x et y sont colinéaires et réciproquement.

Si z = 0, l'inégalité se réduit a I’égalité 0 = 0 et 0 et y sont trivialement colinéaires.

2.3 Théoréme

Soit E un espace hermitien ; alors la norme hermitienne ||.|| est bien une norme, i.e elle
vérifie les propriétés suivantes:
Ve, ye E, Ve C

a) ||z|| > 0 et ||z|| = 0 si et seulement si x = 0;

b) [[Az]l = [Al-flll

¢) |z 4 y|| < ||z]| + [|y]| : inégalité de Minkowski.
De plus, on a:

d) |z +yl]? + ||z — yl|* = 2(||z||* + ||y]|)?: identité de la médiane.

Preuve: quasiment identique a celle faite dans le cas euclidien.
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3. Orthogonalité
3.1 Définitions
Soit E un espace hermitien.

e Soient z, y € E; on dit que = est orthogonal a y si et seulement si (x|y) = 0 ou, ce
qui est équivalent, si et seulement si (y|z) = 0: la condition est donc symétrique en = et

Y.
e Soient F4, Fy des sous-espaces vectoriels de F ; on dit que F; et E5 sont orthogonaux

si et seulement si:
VYV, € El, Vo € Eg, <$1‘I2> =0.

e Soit F; un sous-espace vectoriel de E ; on appelle orthogonal de E; et on note Ei le

sous-ensemble :
Bl ={r € E /Vx, € Ey, {z;|7) = 0}.

3.2 Proposition
Soit E un espace hermitien.
a) B+ = {0};
b) soit E) un sous-espace vectoriel de E, alors Ei- est un sous-espace vectoriel de E ;
c) soient Fy, Ey des sous-espaces vectoriels de F, alors on a:
(B, + Ey))t = Ef N Ey
E, C Ey = E{ D E;
(E, N Ey)t D Ef + Ef
(E{)*t D Ey.

Preuve: quasiment identique a celle faite dans le cas euclidien.

3.3 Proposition
Soit E un espace hermitien.

a) Soient z, y € E, alors, si x et y sont orthogonaux, on a ||z + y||* = ||z||* + ||y|]
(Pythagore).
La réciproque est fausse: si ||z + y||*> = ||z* + ||y||%, on a seulement Re ({x|y)) = 0.
b) solent x1,zs,....,x, € E deux & deux orthogonaux, alors:
21 + 22 + o+ 2p|° = [z ||® 4 |22l + - + |z

c) soient x1,xa,....,x, € F non nuls deux a deux orthogonaux, alors (zi,za,....,x,) est
un systéme libre ;
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d) soient Ey,FEs,...,E, des sous-espaces vectoriels de E deux a deux orthogonaux, alors
ils sont en somme directe dans E': on parle de somme directe orthogonale. En particulier
E; et E{ sont en somme directe orthogonale.

Preuve: quasiment identique & celle faite dans le cas euclidien.

3.4 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Tout ce qui a été dit dans le cas euclidien est encore valable dans le cas hermitien.

4. Bases orthogonales et orthonormées
4.1 Définitions

Soit £ un espace hermitien. On dit qu’'une base de E est orthogonale si ses vecteurs
sont orthogonaux deux a deux. On dit qu'une base de E est orthonormeée si elle est
orthogonale et si tous ses vecteurs sont unitaires.

4.2 Théoréme

Tout espace hermitien de dimension finie posséde une base orthonormée.
Preuve: quasiment identique a celle faite dans le cas euclidien.

4.3 Expression du produit scalaire dans une base orthonormée
n

Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de l'espace hermitien F et soient z = E x;e; et
i=1

Y= Zyiei. Alors, on a:

=1

(aly) = @i et |zl =
i=1

4.4 Proposition

Soit F un espace hermitien de dimension finie n et soient F;, Fs des sous-espaces vectoriels
de E. Alors, on a:

e £ =FE; @ E{: E; et son orthogonal sont supplémentaires ;
o (Bi)"=En;
o (B\NEy))*t =E++ Ef.

Preuve: quasiment identique a celle faite dans le cas euclidien.
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VI REDUCTION DES MATRICES NORMALES

Dans tout le chapitre, on considére le produit scalaire hermitien canonique (.|.) sur C".

1. Matrice adjointe
1.1 Définition
Soit A une matrice de M,,(C) ; on appelle matrice adjointe de A et on note A* la matrice

de M,,(C) définie par

A* = TA.

1.2 Propriétés
a) Soit A € M,,(C); pour tous X et Y € C", on a

(AX]Y) = (X]|A*Y) et (A" X|Y) = (X|AY) ;

b) soient A et B € M,,(C) et A € C, alors on a
x (A+ B)* = A*+ B*

x (AB)* = B*A*
x (A=A
* (AA)* = \A*;

¢) les valeurs propres de A* sont les conjuguées des valeurs propres de A.

Preuve :

a) On a (AX|Y) =t (AX)Y =! XTAY et (X|A*Y) =t XA*Y =t XtAY =! X'AY d'ou
(AX]Y) = (X]|A*Y). De méme (A*X|Y) = (X|AY).

b) On a (AB)* =t (AB) =! (A B) =t (B)!(A) = B*A*; les autre égalités s’obtiennent de
maniére analogue.

c) Soit A € C; on a det(A* — M) = det(*A — M) = det(*A — A\I) = det(A — \I), d’ou

A valeur propre de A <= det(A — A\I) = 0 <= det(A* — M) = 0 <= X valeur propre
de A*.

1.3 Définitions et proposition
Soit A € M, (C). On dit que
x A est hermitienne si A* = A;

* A est unitaire si A*A = I: alors A est inversible et A7! = A* dou AA* = |
également ; de plus les vecteurs colonnes (resp. lignes) de A forment une base orthonormée
de C" et pour tout X € C", on a ||AX| = || X].
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x La matrice de passage entre deux bases orthonormées d'un espace hermitien de
dimension finie est une matrice unitaire.

Preuve :

Si wuq,usg,...,u, sont les vecteurs colonnes d’une matrice unitaire A, alors AA* = [ si-
gnifie que pour tous i,j € [1,n], (w;|u;) = 0;; le symbole de Kronecker, autrement dit
(u1,ug,...,u,) est un systéme orthonormé de n vecteurs, donc une base orthonormé e de
C". De méme pour les vecteurs lignes.

D’autre part, soit X € C", alors |AX]|? = (AX]AX) = (X|A*AX) = (X|X) = || X].

Soit P la matrice de passage entre deux bases orthonormées B et B’ d’un espace hermitien
E de dimension finie n; si on note ¢ le produit scalaire hermitien sur F, on a d’apreés
V1.7,

My (p) = "PMp(p)P

or B et B’ sont orthonormées donc Mz(p) = Mg/ () = I, on en déduit alors que tPP =1
d’ou, par passage a la transposée, PP = [ i.e P est unitaire.
(]

1.4 Proposition

Soit f un endomorphisme de C™ dont la matrice A dans une base orthonormée B de C”
est unitaire ; alors si F' est un sous-espace vectoriel de C" stable par f, F* est également
stable par f:

f(F)CF = f(F)c F*

et la matrice de f dans toute base orthonormée de C™ est unitaire.

Preuve :

La matrice A étant unitaire est inversible, donc f est bijectif et par conséquent dim f(F') =
dim F'; or f(F) C F par hypothese, d’ou f(F) = F puis f~'(f(F)) = f~'(F), autrement
dit F = f~1(F).

Considérons maintenant € F* et montrons que f(z) € F*;

soit y € F, alors (f(z)|ly) = (AX]Y) si X et Y sont les vecteurs colonnes coordonnées
respectivement de z et y dans la base orthonormée considérée. Ainsi

(f(@)ly) = (AX]Y) = (X]AY) = (X]ATY) = (2] f ().

Ory € F, donc, d’aprés ce qui précede, f~1(y) € F d’ou (z|f~(y)) = 0d’ou (f(z)]y) =0:
f(z) e F*.
Soit B’ une base orthonormée de C™" et soit B la matrice de f dans cette base B'; si
on note P la matrice de passage de la base B a la base B', alors on a B = P 1AP,
or d’aprés 1.3, P est une matrice unitaire donc B = P*AP d’ou B* = P*A*P et ainsi
BB* = P*APP*A*P = P*AA*P = P*P = I, i.e B est unitaire.

([l
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1.5 Théoréme de Schur

Soit A € M,(C); alors il existe une matrice unitaire U et une matrice triangulaire

supérieure 1’ telles que
A=UTU* =UTU .

Ainsi A est trigonalisable dans une base orthonormée.

Preuve :
On fait une démonstration par récurrence sur la dimension n.
Le théoréme est vrai pour n =1: A = (a) = (1)(a)(1).

On suppose le théoréme vrai pour les matrices de M,,_1(C):

soit A € M,,(C) et soit f I'endomorphisme de C" dont A est la matrice dans la base
canonique ; A possédant au moins une valelg propre A, considérons x un vecteur propre
[z
procédé de Gram-Schmidt on peut construire une base orthonormée B = (uq,us,...,u,) de
C™ dont u, est le premier vecteur. Notons P la matrice de passage de la base canonique a
la base B, alors, d’aprés la formule de changement de base (V 1.7) on a [ =* PIP =t PP
et ainsi P est unitaire.

Posons B = P7'AP = P*AP: B est la matrice de f dans la base B, donc B est de la
forme

associé a la valeur propre \: alors u; = est un vecteur propre unitaire, et par le

>

. B1
0
ol By est une matrice de M,,_1(C). Appliquons I’hypothése de récurrence & Bj : il existe

une matrice unitaire U; et une matrice triangulaire supérieure 77 dans M,,_;(C) telles
que By = U;ThU; ou encore 17 = U B1U;. Posons alors

1 0 --- 0
~ 0
U = .
: U1
0
alnsi
1 0 0 1 0 0
_ 0 0
U*: pr— _1
Ut Uy
0 0

d’'ott U*U = I et ainsi U est unitaire. De plus, on a

A . . A

~ 0 0

U*BU = . = . =T
: UikBlUl . Tl
0 0
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ou T est triangulaire supérieure, ou encore B = UTU*. On en déduit
A= PBP* = PUTU*P* = (PU)T(PU)" = UTU*

en posant U = PU ; or U* = (PU)* = U*P* = U'P~! = (PU)™" = U~ donc U est
unitaire et ainsi les vecteurs colonnes de U forment une base orthonormée dans laquelle
la matrice de f est triangulaire.

2 Matrices normales
2.1 Définition

Soit A € M,,(C); on dit que A est normale si elle commute avec sa matrice adjointe :
AAT = AT A.

2.2 Exemples
a) Toute matrice hermitienne est normale.

b) Toute matrice unitaire est normale.

2.3 Proposition

Soit A € M,,(C) une matrice normale; alors on a
a) pour tout X € C", ||[AX| = [|[A*X||;

b) pour tout A € C, ker(A — A\I) = ker(A* — \I);

c) les sous-espaces propres de A sont orthogonaux deux a deux.

Preuve :

a) pour tout X € C" on a:
[AX|* = (AX|AX) = (X[|A"AX) = (X[|AA"X) = (A" X|A"X) = [ A"X]|]* ;

b) pour tout A € C, A — Al est normale, en effet :
(A=A (A=X)* = (A=XI)(A*=XI) = AA* XA XA +IN = A*A—- XA NA*+ I\ =
(A* — NI)(A — M) = (A — X)*(A — M) ; donc, d’aprés a) on a pour tout X € C",
[(A=XDX| = [(A=X)*X]|| = ||[(A*=A)X|| et ainsi (A—A)X =0 <= (A-AX])*X =0
d’ott ker(A — A1) = ker(A* — \I).
c) soient A et p deux valeurs propres distinctes de A et soient X € ker(A — AI) et
Y € ker(A — pul), alors on a: (AX|Y) = (AX|Y) = MX|Y) mais aussi (AX]Y) =
(X|AYY) = (X|pY) = u(X]Y). On en déduit (A — p)(X|Y) =0, d’oit (X|Y) = 0 puisque
A # p; done X et Y sont orthogonaux.

(]
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2.4 Théoréme

Soit A € M,,(C); alors on a
A est normale <= 1l existe U unitaire et D diagonale telles que A = UDU™.
Ainsi une matrice normale est diagonalisable dans une base orthonormée.

Preuve :

S’il existe U unitaire et D diagonale telles que A = UDU* alors A* = UD*U* et ainsi
AA* =UDU*UD*U* =UDD*U* et A*A=UD*U*UDU* =UD*DU*; or D et D* sont
diagonales donc commutent entre elles d’ott AA* = A*A et A est normale.

Réciproquement, considérons une matrice normale A; d’aprés le théoréme de Schur, il
existe une matrice unitaire U et une matrice triangulaire supérieure 7' telles que

A=UTU*, d’ou A* = UT*U*. On a alors
AA* = A'A = UTUUT" U =0T U UTU" <= U(TT")U* =U(T"T)U* <= TT* =T1"T

ainsi T est aussi une matrice normale. On va montrer par récurrence qu’alors 7' est
diagonale.

Notons t;; le terme général de T', b;; le terme général de TT™ et ¢;; le terme général de
T*T: on a ainsi pour tous ¢,j € {1,2,...,n}

n n
bij = thktj_k = Cij = Zt_litlj~
k=1 =1

En particulier, pour i = j

n n n n

— — 2 2
g tintin = g titi; ou encore E [ti|” = E |t]”
k=1 =1 k=1 =1

Or T est triangulaire supérieure, donc t;; = 0 pour ¢ > k, d’ou, pour tout i € {1,2,...,n}
n %
Dol =l (%)
k=i =1

n n
Pour i = 1, on obtient donc Z tie|® = [t |?, dou Z [tix|> = 0 et par conséquent

k=1 k=2
t1y = 0 pour 2 < k <n.

Hypothése de récurrence : dans les p-1 premiéres lignes de 7', tous les termes, sauf éven-
tuellement le terme diagonal, sont nuls:

tiw=0pour 1 <i<p—1,1<k<neti#k.

L’égalité (%) pour i = p donne

n p
Z |tpk|2 = Z |tlp|2 = |tpp|2
k=p =1
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puisque ¢, = 0 pour 1 < [ < p — 1 par hypothése de récurrence. On en déduit que

Z |tpk|2 =0,douty =0pour p+1 <k <njorty =0pourl <k<p-1
k=p+1
puisque T est triangulaire supérieure. Donc tous les termes de la piéme ligne sont nuls

sauf éventuellement le terme diagonal. On en déduit par récurrence que dans la matrice
T, tous les termes en dehors de la diagonale sont nuls: T est diagonale.

On a ainsi A = UTU* = UTU ! avec T diagonale ; de plus, U étant unitaire, ses vecteurs
colonnes forment une base orthonormée de C" et ainsi A est diagonalisable dans une base
orthonormeée.

O

2.5 Proposition
Soit A € M,,(C) une matrice normale; alors on a:
a) A est hermitienne <= les valeurs propres de A sont réelles ;

b) A est unitaire <= les valeurs propres de A sont de module égal a 1.

Preuve :
A est une matrice normale donc il existe U unitaire et D diagonale telles que A = UDU™.

a) Si A est hermitienne, alors A = A* i.e UDU* = UD*U*, d'on D = D*; or D est
diagonale

A0 0 A1 2 0

0 X 0 A 0
D= ] donc D* = .

0 0 A 0 0 A\,

on en déduit \; = \; pour tout 1 < i < n, i.e \; est réel.

Réciproquement, si toutes les valeurs propres de A sont réelles, alors D = D* donc
UDU* = UD*U*, c’est-a-dire A = A*: A est hermitienne.

b) Si A est unitaire, alors par un raisonnement analogue, on a D* = D~ donc \; = (\;)™!
pour tout 1 < i < n, d’ott |\ = vV \ih = 1.

Réciproquement, si toutes les valeurs propres \; de A sont de module égal a 1, alors
Ai = (X)) 7! pour tout 1 <7 < n et ainsi D* = D!, d'ot A* = A1 A est unitaire.

O

2.6 Corollaire

a) Soit A une matrice hermitienne de M,,(C); alors ses valeurs propres sont réelles et A
est diagonalisable dans une base orthonormée de C™.

a) Soit A une matrice unitaire de M,,(C); alors ses valeurs propres sont de module égal
a 1 et A est diagonalisable dans une base orthonormée de C".

3 Cas des matrices réelles
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3.1 Définition et proposition

Soit A € M, (R); on dit que A est orthogonale si et seulement si ‘AA = I. Alors A
est inversible et A™! = A, d’ou A'A = I également. De plus les vecteurs colonnes (resp.
lignes) de A forment une base orthonormée de R".

Remarque: Une matrice orthogonale n’est donc rien d’autre qu’une matrice unitaire
a coefficients réels; de la méme fagon, une matrice symétrique a coefficients réels est
hermitienne.

3.2 Proposition

a) Soient A et B € M,(R); §'ll existe une matrice inversible P € M, (C) telle que
A = PBP™! alors il existe une matrice inversible Q € M, (R) telle que A = QBQ™'.
Autrement dit si deux matrices a coefficients réels sont semblables dans M,,(C), alors
elles sont semblables dans M,,(R).

b) Soit A € M, (R); si on considére A comme une matrice a coefficients complexes et si
A est une valeur propre de A complexe non réelle, alors A est aussi une valeur propre de

A

Preuve :

a) S'il existe une matrice inversible P € M,,(C) telle que A = PBP™, écrivons P =
P, +iP, ou P, et P, sont a coefficients réels; alors A = PBP~! donne AP = PB
ou encore A(P; + iPy) = (P, + iP,)B, on en déduit, en séparant partie réelle et partie
imaginaire, que AP, = PiB et AP, = P,B.

Considérons 'application f de C dans C définie par f(z) = det(P, +zP,); alors f est une
fonction polynomiale de z, donc f s’écrit sous la forme

f(2) =’ + ...+ a1z 4+ o

ol ag,a1,...,a, € C. De plus, f(i) = det(P; + iP») = det P # 0 donc f n’est pas l'ap-
plication nulle et par conséquent les coefficients «,aq,...,a;, ne sont pas tous nuls. On
en déduit alors qu’il existe au moins un réel a tel que f(a) # 0: en effet si on avait
f(z) = 0 pour tout réel z, le polynéme o, X? + ... + oy X + «p aurait une infinité
de racines dans R, et par conséquent serait le polyndéme nul, ce qui n’est pas le cas
puisque les coefficients og,a1,...,a;, ne sont pas tous nuls. Posons alors () = P, + aPs:
() est une matrice a coefficients réels et det Q = f(a) # 0, i.e @ est inversible; de plus
AQ = A(Py+aPy) = AP, +aAP, = P B+aP,B = (P, +aP,)B = QB dout A=QBQ™'.

(I

3.3 Théoréme

Soit A une matrice symétrique de M,,(R); alors il existe une matrice orthogonale P de
M, (R) et une matrice diagonale D € M, (R) telles que

A=PD'P=PDP !
Autrement dit, A est diagonalisable dans une base orthonormée de R".

Preuve :
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La matrice A vue comme matrice de M,,(C) est hermitienne, donc ses valeurs propres sont
réelles et il existe une matrice unitaire U € M,,(C) et une matrice diagonale D € M,,(C)
telles que A = UDU* = UDU™!. La matrice diagonale D est en fait a coefficients réels
puisque ses termes diagonaux sont les valeurs propres de A; donc d’aprés 3.2, il existe
une matrice inversible @ € M, (R) telle que A = QDQ™!, autrement dit les vecteurs
colonnes de () forment une base de R™ formée de vecteurs propres de A. Or, d’apres
2.3, les sous-espaces propres de A sont orthogonaux deux a deux; en appliquant alors
le procédé de Gram-Schmidt dans chaque sous-espace propre ker(A — \;I), on construit
une base orthonormée de ker(A — \;I) (formée de vecteurs & coordonnées réelles), et
en réunissant toutes ces bases, on obtient une base orthonormée B = (ey,es,...,6,) de R”
formée de vecteurs propres de A. Soit P la matrice obtenue en prenant (ej,es,...,e,) comme
vecteurs colonnes: alors P est une matrice orthogonale, puisque (ey,ea,...,e,) est une base
orthonormée, et A = PDP~!.

3.4 Théoréme

Soit A € M,,(R) une matrice orthogonale ; alors il existe des entiers p,q,k € N vérifiant
p+ q+ 2k = n, une matrice orthogonale P de M,,(R) et une matrice A" de M,,(R) telles
que A = PA'P~! ou A’ est de la forme:

I, 0 0
0 —1
A= : A,
0

0 0 A

avec '
a= (o ) o€l )

Preuve :

La matrice A vue comme matrice de M,,(C) est unitaire, donc ses valeurs propres sont
de module égal a 1, A est diagonalisable dans M,,(C) et les sous-espaces propres de A
sont orthogonaux deux a deux. Notons f ’endomorphisme de C" dont A est la matrice
dans la base canonique.

Considérons une valeur propre A de A, onadonc [A\| =1;si A € R alors A\ =1ou )\ =—1
et si A ¢ R, alors A = € ot § €] — 7,7[—{0} et A = e7 est aussi valeur propre de A: si
e est vecteur propre de A pour \, € est vecteur propre de A pour \ et réciproquement, en
effet on a:

Ae=de<= Ae=de+= A=) e<+= Ade=)\¢
puisque A est a coefficients réels: on en déduit que dimker(A — AI) = dimker(A — \I);
ainsi on peut construire une base B de C" telle que

MB(f) = diag<lp7 - Iq>>\1[m1 7/\_1[m17"'7Ak'Imk 7>\_k:Imk)
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en prenant a chaque fois pour base du sous-espace propre ker(A — W ) la base conjuguée
de celle du sous-espace propre ker(A — A\;1). On va construire maintenant a partir de B,
une base orthonormée B’ de R™ telle que Mp/(f) = A":

Si A =1ou A= —1, alors si e est un vecteur propre de A pour A, € est aussi un vecteur

- et+e e—e

propre de A pour A = \. Alors u = et v = sont des vecteurs propres de A
7

pour A\ a coefficients réels et linéairement indépendants sur R: ainsi, on peut construire

une base du sous-espace ker(A — AI) formée de vecteurs de R", que l'on peut rendre

orthonormée par le procédé de Gram-Schmidt.
Si A € R, alors A\ = €% et si e est vecteur propre de A pour )\, € est vecteur propre de A

e+e e—e
et v =

pour A et e et € sont orthogonaux ; ainsi en posant v = u et v sont a

P

7
coefficients réels, toujours orthogonaux, et on a

A w '\ [ cosf —sind U
v )]\ sinf cosf v )’

Ainsi, en remplacant a chaque fois les vecteurs e et € de la base B par les vecteurs u et v
correspondants et en réordonnant les vecteurs, on peut construire une base ' de R", qui
est orthonormeée, et telle que Mp (f) soit de la forme A’, d’ou le théoréme.

3.5 Etude pratique d’une matrice orthogonale en dimension 2

Soit f un endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est orthogonale,
alors det(A) = £1:

a) si det(A) = 1, alors
A= ( sy —eme ) ol ¢ est défini mod(27).
sing  cosgp

On dit que f est la rotation vectorielle de mesure ¢ mod(27) dans le plan vectoriel R?
orienté par la base canonique.
De plus f n’est pas diagonalisable sauf si f = Id ou f = —Id.

b) si det(A) = —1, alors

A= ( sy BNy ) ol ¢ est défini mod(27).
sing —cosy

L’endomorphisme f n’est autre que la symétrie orthogonale par rapport a la droite ker(A—
Id) et f est diagonalisable.

Preuve:

La matrice A est de la forme

a b
A= ( o b > _
a) Sidet(A) =1, alors ad—bc = 1, de plus ‘AA = I donc a®>+c* = b*+d* = 1, ab+cd = 0.
On peut donc poser a = cos ¢ et ¢ = sin; de plus ab + cd = 0 donne abd + cd?® = 0, or
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ad =bc+1 donc b(bec+ 1) +cd* =01iec(b*+d*)+b=0=c+bdoub=—c= —sinp.
De méme on prouve que d = a = cos . Donc

A— [ cosy — sin ¢
~ \sing cosgp )
Si A posséde une valeur propre, ce ne peut étre que 1 ou —1 d’aprés 2.5. Or on voit

facilement que si A # +1, alors det(A —I) # 0 et det(A + I) # 0, donc A ne posséde pas
de valeur propre, donc n’est pas diagonalisable.

b) Si det(A) = —1, par un calcul analogue avec cette fois-ci det(A) = ad — be = —1, on
obtient a = —d = cosp et b = ¢ = sin .

Le calcul du polynéme caractéristique donne P,(X) = X% — 1: P4(X) a deux racines
réelles distinctes 1 et —1, donc A est diagonalisable et f2 = Id d’aprés le théoréme de
Cayley-Hamilton.

Un calcul simple montre que le sous-espace propre ker(A — Id) est la droite de vecteur
directeur e; = (cos(¢/2),sin(¢/2)) et que le sous-espace propre ker(A + Id) est la droite
de vecteur directeur ey, = (—sin(p/2),cos(¢/2)), donc ker(A + Id) = ker(A — Id)*. On
en déduit que f est la symétrie orthogonale par rapport a la droite ker(A — Id).

3.6 Etude pratique d’'une matrice orthogonale en dimension 3

Soit f un endomorphisme de R? dont la matrice A dans la base canonique est orthogonale:
son polyndme caractéristique P4(X) est alors un polyndéme de R[X] de degré 3 donc
posséde au moins une racine réelle qui ne peut étre que 1 ou —1. On étudie alors ker(A—1):

a) Si dimker(A — 1) =3, alors A= 1 et f = Id.

b) Si dimker(A — I) = 2, alors f est la symétrie orthogonale par rapport au plan
ker(A — I): on dit que f est la réflexion vectorielle de plan ker(A — I).

c¢) Si dimker(A — I) = 1, alors, en prenant e; un vecteur unitaire directeur de la droite
ker(A — I), e5 un vecteur unitaire orthogonal a ej, et e3 = e; A eq, la matrice de f dans
la base orthonormeée (ey,e,e3) de R? est de la forme:

1 0 0
A'=| 0 cosp —sing ou ¢ # 0 mod(2m).
0 sing cose

On dit que f est la rotation vectorielle d’axe A = ker(A — I) dirigé par e, de mesure ¢
dans le plan A+ orienté par la base (eq,e3).

1
Calcul de ¢: cosp = 5(157“(14) —1) et sinyp = (f(eq)|es).

d) Si dimker(A — I) = 0, alors on calcule ker(A + I) (et dans ce cas seulement!) qui est
nécessairement de dimension 1 sauf dans le cas particulier ot A = —1.
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Si A # —1, en prenant e; un vecteur unitaire directeur de la droite A = ker(A+ 1), e; un
vecteur unitaire orthogonal a ey, et e3 = e Aes, la matrice de f dans la base orthonormée
(e1,69,e3) de R3 est de la forme:

—1 0 0
A= 0 cose —sing ot ¢ # 0 mod(2m).
0 singp cosgp

Alors f = sor =ros ol s est la réflexion de plan P = A+ et ou r est la rotation d’axe
A dirigé par e; et de mesure ¢ dans le plan P orienté par la base (eg,e3). On dit que f
est la réflexion-rotation d’axe A = ker(A + I) dirigé par ey, de plan P = A+ et de mesure
¢ dans le plan P orienté par la base (ea,e3).

Calcul de ¢: cosp = %(tr(A) + 1) et sinp = (f(ea)les).

Preuve:
a) Il est clair que si dimker(A — 1) =3, ker(A—I)=R3>et A=1.

b) Si dimker(A — I) = 2, alors 1 est racine de P4 de multiplicité au moins égale a 2 et
ainsi P4 posséde une troisiéme racine réelle qui ne peut étre que 1 ou —1. Si —1 n’est pas
racine de Py, alors 1 est racine de multiplicité 3 de P4, donc P4(X) = —(X — 1)3. Or,
comme —1 n’est pas valeur propre de f, d’aprés 3.4 il existe une base orthonormée de R3
dans laquelle la matrice A" de f est de la forme:

1 0 0
A =10 cosp —sing ol ¢ # T mod(2T).
0 sinp cosyp

Alors Py (X) = —(X —1)(X?2 —2X cosp + 1) = P4(X) donc cosp = 1 et ainsi A’ = T
d’ot f = Id, ce qui est impossible puisque dim ker(A — Id) = 2. Donc —1 est racine de Py4
et ainsi A est diagonalisable avec —1 comme valeur propre de multiplicité 1, et 1 comme
valeur propre de multiplicité 2 donc A est semblable & la matrice

-1
D = 0
0

O = O
_ o O

on en déduit que D? = I et ainsi f? = Id. De plus, d’aprés 2.3, les sous-espaces propres
ker(A — I) et ker(A + I) sont orthogonaux donc ker(A + I) = ker(A — I)* puisque
dimker(A—1TI) =2 et dimker(A+I) = 1. On en déduit que f est la symétrie orthogonale
par rapport au plan ker(A — I') d’aprés IV 5.3.

¢) Si dimker(A — I) = 1, alors ker(A — I) est une droite A et la restriction de f & At ne
posséde plus 1 comme valeur propre. Donc, d’aprés 3.4, en prenant e; un vecteur unitaire
directeur de la droite A, e; un vecteur unitaire orthogonal a e, et e3 = e; A ey, la matrice
de f dans la base orthonormée (ey,eq,e3) de R3 est de la forme:

1 0 0
A'=1 0 cosp —sing ou ¢ # 0 mod(2m).
0 sing cose
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d) Si dimker(A — ') = 0, alors 1 n’est pas valeur propre de f et nécessairement —1 lest.
On en déduit, par un raisonnement analogue a celui fait dans b), que dimker(A + 1) =1
ou dimker(A + I) = 3, ce dernier cas signifiant que A = —I et ainsi f = —Id.

Si dimker(A + I) = 1, alors ker(A + I) est une droite A, et en prenant e; un vecteur
unitaire directeur de la droite A, e; un vecteur unitaire orthogonal a e, et e3 = e; A es,
la matrice de f dans la base orthonormée (ey,eq,e3) de R3 est de la forme:

-1 0 0
A = 0 cosp —singp ou ¢ # 0 mod(2m).
0 sing cosp

Alors f = sor = ros oil s est la réflexion de plan P = A* et o r est la rotation
d’axe A dirigé par e; et de mesure ¢ dans le plan P orienté par la base (es,e3). En effet
AI = A1A2 = A2A1 ou:

1 0 0 -1 0 0
A1=1 0 cosp —singp et Ay = 0 10
0 sing cosgp 0 01

3.6 Etude d’une matrice orthogonale en dimension 4

Soit f un endomorphisme de R* dont la matrice A dans la base canonique est orthogonale ;
alors, d’apreés le théoréme 3.4, si p = dimker(A — I) et ¢ = dimker(A + I), p + ¢ est pair
et il y a 4 possibilités pour la forme réduite de la matrice:

ler cas: A’ = ( ‘8) _OI ) avec p + ¢ = 4 (éventuellement p ou ¢ nul);
q
+1 0 0 0
0 +1 0 0
N . ! 3 _ — —
2éme cas: A’ = 0 0 cosd —sing | OO0 0 €] — m,w[—{0} (cas p+q = 2).
0 0 sinf cos#
cosf; —sinb, 0 0
. o sinf; cosb, 0 0 . B B
3éme cas: A" = 0 0 cosly —siny | OO 0y et O €] — m,w[—{0} (cas
0 0 sinfy  cosfy

p=q=0).

Comme A est orthogonale, si A posséde des valeurs propres réelles, ce ne peut étre que 1
ou —1; on commence donc par calculer p = dimker(A — I) et ¢ = dimker(A + 1) :

a) si p+ q =4, alors A est diagonalisable et on est dans le premier cas;

b) si 0 < p+ g < 4, alors nécessairement on a p + ¢ = 2 (éventuellement p ou ¢ = 0) et
on est dans le deuxiéme cas; on calcule une base orthonormée (u;,us) du plan

P = ker(A —I) @ ker(A + I) et, d’aprés 1.4, PL est stable par f puisque P l'est; on
calcule alors une base orthonormée (us,uy) du plan Pt et la matrice de f dans la base
orthonormée (uq,us,us,uq) a la forme réduite;
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¢) sip=q =0, alors on est dans le 3éme cas: A ne posséde pas de valeurs propres réelles,
et on doit travailler dans C; on suit alors la démarche expliquée dans le théoréme 3.4:
on calcule le polynéme caractéristique de A et on cherche ses racines complexes qui sont
nécessairement de module 1 et conjuguées deux & deux. Soit e 1'une d’entre elles: on
calcule un vecteur propre e € C* pour e et ainsi € est vecteur propre pour e‘wl, puis

e+ e e—e
et v =

on considére les deux vecteurs de R* u =

qui sont orthogonaux et on

pose u; = u/||ul| et uy = v/||v||; alors le plan P de base orthonormée (u;,us) est stable
par f et la matrice de la restriction de f & P est exactement

cosfy —sinb,
sinf; cosf,

Ensuite on détermine P+, qui est donc stable par f; il ne reste plus qu’a calculer une
base orthonormée (us,uy) de Pt et la matrice de la restriction de f a P+ est du type

cosfy —sinbs
sinfly  cosf,

ot €2 et e~ sont les deux autres valeurs propres de A. La matrice de f dans la base
orthonormée (u,us,us,uy) est alors la matrice réduite

cosf; —sinb, 0 0
A - sinf; cosf, 0 0
0 0 cosfly —sinb,
0 0 sinfy  cosfy
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