Année universitaire 2003-2004

UNIVERSITE D’ORLEANS

Olivier GARET

Chaines de Markov et algorithmes stochastiques






Table des matieres

[Table des matieresl i
1__Chaines de Markovi 1
(1.1  Dynamique markovienne| . . . . . . . . . ... ... ... ... 1
(1.2 Matrice stochastique| . . . . . . .. ... ... ... ... ... 2
(L.2.1 Existence des chaines de Markovl . . .. ... ... .. 3
[1.2.2 Puissances des matrices stochastiques| . . . . . . . . .. 3
1.3 Graphe associé a une matrice stochastiquel . . . . . . . . . .. 4
1.4 Exercicesl. . . . . . . . ..o 6
2__Recurrence et mesures invariantes| 11
2.1 Temps d’arret et propriété de Markov fortel . . . . . . . . . .. 11
2.2 Classification des etatsl . . . . . . .. ... ... oL 12
2.3 Mesures invariantesl . . . . . .. ..o 0oL 15
[2.4  'Theoreme de la probabilité stationnairef . . . . . . . . . . . .. 17
[2.5 Théoreme ergodique des chaines de Markov| . . . . . ... .. 20
2.6 Exercices|. . . . . . ... 21
[3 Quelques algorithmes stochastiques| 25
[3.1  Un algorithme de Metropolisf. . . . . .. ... ... ... ... 25
[3.1.1  Exemple : mesures de Gibbs associés a une interaction| 27
[Modele d’Ising en dimensiond . . . . ... .. ... .. 28
i ibbsl. . . ... 29
[3.2.1  Application au modele d’Isingf . . . . . ... ... ... 30
[3.3  Algorithme de Propp et Wilson| . . . . . . .. ... ... ... 30
[3.3.1  Loi 0-1 pour ['algorithme de Propp et Wilson| . . . . . 31

[3.3.2  Algorithme de Propp et Wilson pour des dynamiques|
[monofones . . . . . . . ... 32
[3.3.3 miseenceuvrel . . ... ..o 33




i

TABLE DES MATIERES

36



Chapitre 1

Chaines de Markov

1.1 Dynamique markovienne

Définition: Soit S un ensemble fini ou dénombrable, ¥ une mesure de pro-
babilité sur S et P = (p; ;) jjesxs une matrice a coefficients positifs. Soit
(Xn)n>o0 une suite de variables aléatoires définies sur un espace (2, F, P).
On dit que la suite (X,,)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale v et de
matrice de passage M sil’on a, pour tout entier n > 1 et toute suite zg, ... x,
d’éléments de S :

n—1
P(Xo =0, X1 =21,... X,y = x,) = v(x0) Hpmi’xiﬂ.
i=0
Exemple : une suite (X, ),>o de variables aléatoires indépendantes de
meéme loi v a valeurs dans S dénombrable est une chaine de Markov. En
effet, il suffit de poser pour (,j) € S x S p;; = v(j).

Propriétés :

1. Si (X,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de passage M et que
xo, ..., Ty_1 sont tels que P(Xg = xg, X1 = x1,... X_1 = T,,_1), alors
P(Xn = l’n)|X0 = [L’le = T1,y... aXn—l = ilfn_l) = an—lﬂfn‘ Autre—
ment dit,

P(Xn :$n|X0,...,Xn_1) = PXp_1,2n- (].1)
Cela signifie que toute 'information que X, ..., X, 1 peuvent nous

apporter sur X,, est comprise dans X,,.

2. (LI) implique que P(X,, = z,|Xn-1) = Dx,, 120

Qu’est ce concretement, qu’une chaine de Markov? On va voir que c’est
une suite de réalisations, au cours du temps, des états d’'un systeme soumis a
des transformations aléatoires, la suites des transformations est une suite de
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transformations indépendantes, de méme loi. Evidemment, le résultat de la
transformation dépend de la transformation choisie et de 1’état du systeme
avant la transformation.

Lemme 1. Soit S un ensemble fini ou dénombrable, v une loi sur S et 6 une
mesure sur S° = F(S,S).

Soit (fn)n>1 une suite de v.a.i.i.d. de loi 0 et Xy une variable aléatoire de
loi pv indépendante de (fy)n>1. On définit (X,)n>1 par

vn >0 XnJrl = fnJrl(Xn)

Alors (X,,)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale v et de matrice de
transition M, ou M est définie par

V(i,j) € S xS mi;=0({f € 5% f(i) = j}).
Démonstration. Soit A ¢ S{0--n},

= P{(Xo,..., Xy) € A} 0 {X, =i} N {fura(d) = j})

= P({(Xor.... X0) € A} O {X, = i})P (i (i) = j)

= P{(Xo..., Xn) € AAN{Xy = iDP(furr €S % ... {j} x...5)

= P{(Xo,..., Xn) € AYN{X, =iDO(S x ... {j} x ...8)
P{(Xo,..., X)) € AAN{X, = i})my,

]

Exemple : la marche de l'ivrogne (ou marche aléatoire sur Z)
Un ivrogne sort du café passablement éméché. A chaque pas, il prend une
décision (enfin, si tant est que cela lui soit possible...) : aller a gauche, ou
aller a droite. Si on repere par X, sa position dans la rue au temps n, on a
S =7, X1 = fur1(X,), ou f, est une suite de translations indépendantes :
Pfp=@—a+1)=P(fr=(@@—2x—-1))=1/2.

Comme on va le voir, ce procédé permet de fabriquer toutes les chaines
de Markov.

1.2 Matrice stochastique

Définition: Soit S un ensemble dénombrable et P = (p; ;)(ij)esxs une ma-
trice a coefficients positifs. On dit que P est une matrice stochastique si on

a

jes
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1.2.1 Existence des chaines de Markov

Théoreme 1. Soit S un ensemble dénombrable, P = (p;;)ijjesxs une
matrice stochastique et v une mesure de probabilité sur S. Alors, on peut
construire une chaine de Markov de loi initiale v et de matrice de passage

P.

Démonstration. Définissons une mesure fp sur S° par
0P - ® iy

ou y; est la mesure sur S définie par p;(j) = p; ;. Alors Op vérifie Op(S x
Ay} x...9) =pi; et il suffit d’appliquer le lemme précédent. O

Lorsque la matrice P est fixée, on note souvent P, une probabilité sous
laquelle (X,,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P telle que
la loi de Xg sous P, est v. De méme, on note [E, 'espérance correspondante.
Dans le cas ou la loi initiale est une masse de Dirac, on écrit simplement P;
(resp. E;) au lieu de Py, (resp. Eg,).

1.2.2 Puissances des matrices stochastiques

Théoreme 2. Soit (X,,) une chaine de Markov de matrice de transition P
et de loi initiale Px, = v. Alors, la loi p,, de la chaine au temps n s’écrit
Wy = VP™, ou on a écrit v et u, comme des vecteurs lignes.

Démonstration. 11 suffit de montrer que p,+1 = p,P, puis procéder par
récurrence sur n. D’apres le principe de partition, on a

:un—&-l(j) - PV(Xn+1 :])
= Z]PV<Xn = i,Xn+1 = ])
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1.3 Graphe associé a une matrice stochas-
tique

Soit P = (pi;)(i,j)esxs une matrice stochastique. On peut associer a la
matrice P (ou aux chaines de Markov correspondantes) un graphe orienté
G = (S, A) avec

A={(z,y) € Sx S;p;; >0}

Considérons une chaine de Markov associée a la matrice stochastique P avec
la condition initiale déterministe xy, autrement dit v = d,, et notons P, la
mesure de probabilité correspondante Alors, comme

n—1
Prg(XO = Zo, X, = L1y 7Xn = xn) - Hpmi,mi_‘_p
=0

il est clair que P, (Xo = x¢, X1 = 21, ..., X,, = 2,,) est non nul si et seulement
si (zg,x1,...,x,) constitue un chemin dans le graphe G.

D’apres le principe de partition, on a pour une chaine de Markov avec
une loi initiale v

P(I/)(Xl :.Tl,Xn:.fEn) = Z ]P)i(X(]:.Z'O,XQ :X27'--anl :.fn,l,Xn:xn).
(xo,...xn_1)€S"

(1.2)
(n) _ P;(X, =j), on a

o -
En particulier, si l'on pose p; ;

pl(z) = Z PZ<X1 =T, X2 = XQ, e anl = Tp—1, Xn = j)
zesn—1
Donc pgz) > (0, autrement dit il est possible d’aller en n étapes de 1'état ¢ a

I’état j si et seulement si on peut trouver dans le graphe G un chemin de
longueur n allant de 7 a j.
On en déduit que

Pi(3n > 0X, = j) = Pi( U {X, =j}),

qui représente la probabilté que, partant de 7, on puisse arriver a j, est non
nulle si et seulement si il existe dans le graphe G un chemin allant de 7 a j.

Siil y a a la fois un chemin de 7 vers j et un chemin de j vers ¢, on dit
que les états i et 7 communiquent et on écrit i < 7.
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Si tous les états communiquent, on dit que la chaine de Markov est
wrréductible.

On appelle période d’un état x d’une chaine de Markov et on note d(z)
le pged (plus grand commun diviseur) des longueurs des circuits du graphe
G contenant x. Lorsque la période est 1, on dit que 1’état x est apériodique.

Lemme 2. Si deux états communiquent, alors ils ont méme période.

Démonstration. Soient i,j avec i <> j. Soit 7 un chemin de 7 & 7, 7 un
chemin de j a 7. Soit C un circuit quelconque (éventuellement vide) contenant
j.v—°"ety—C—+ sont deux circuits contenant i. Donc d(i) divise leurs
longueurs ainsi que la différence de leurs longueurs, soit la longueur de C.
Ainsi d(i) divise les longueurs de tous les circuits contenant j, donc divise
leur pged, soit d(j). De la méme maniere, on montre que d(j) divise d(i),

d’ou d(i) = d(j)- O

Définition: Si une chaine irréductible a ses états de période 1, on dit qu’elle
est apériodique.
Les lemme suivant se révélera tres utile par la suite

Lemme 3. Soit x un état de période 1. Il existe un entier N(z) tel que pour
tout n > N(x) le graphe associé a la chaine de Markov possede un circuit de
longueur n contenant x

Soit A I'ensemble des valeurs de n telles que le graphe associé a la chaine
de Markov possede un circuit de longueur n contenant x. Il est clair que
A est stable par addition (concaténation des circuits). Il existe p > 1 et
ni, Mo, ...,n, tels que le pged de ny,n9,...,n, soit 1. D’apes le lemme de
Bezout, il existe des relatifs ay,...a, tels que 1 = Zi:l apny. Posons P =
D pays0 @y €6 N =37 (—ay)n,. Ona P € AN € Aet 1 =P —N.
Soit n > N(N — 1). On peut écrire n = bN +r, avec b > N — 1l et r €
{0,1,...N—=1}.Onan=bN+r=bN+r(P—N)=rP+(b—r)N € A
car b —r € N et A est stable par addition.

Corollaire 1. Si7 x est un état de période 1 et qu’il existe un chemin de
longueur d(x,y) allant de x ay, alors pour toutn > N(x,y) = N(x)+d(z,y),
il existe un chemin de longueur n allant de x a y.Ainsi, st P est la matrice
associée, P"(z,y) > 0.

Démonstration. 11 suffit de concaténer le chemin allant de 2z & x avec un
chemin allant de = a y. [
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Corollaire 2. Si une chaine de Markov est irréductible, apériodique, a va-
leurs dans un ensemble fini S, alors il existe un entier N tel que pour tout
n > N et tout couple (i,7), il existe un chemin de longueur n allant de i a j.
Ainsi, si P est la matrice associée, P™ est a coefficients strictement positifs.

Démonstration. 1l suffit de prendre N = max(N(z),z € S) + diam(G). O

1.4 Exercices

1. Chaine a deuz états. Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov a valeurs
dans {0, 1} et de probabilité de transition :

11—« «
P::( 3 1_5),0§a,ﬁ§1.

(a) Montrer que pour (a, 3) # (0,0) :

n_ L (fa), (U-a-f"(a -a
P_oz+ﬂ(504>+ ot P <—ﬁ 5)
8

Que se passe-t-il lorsque « = 0 ou f =0oua = =07 On

supposera pour la suite de I'exercice que (o, 3) # (0,0).

(b) Vérifier (par récurrence) que, pour toute loi initiale y :

PH<Xn=o>:afﬁﬂl—a—mn(u(m—afﬁ).

(¢) Si(a, ) # (1,1), montrer que {X,, : n > 0} converge en loi vers
une variable aléatoire de loi v. Que vaut v 7 On supposera pour la
suite de l'exercice que (a, §) # (1,1).

(d) (Mesure stationnaire) Prouver que, pour tout n € N,
P,(X, € A) =v(A).

2. Représentation canonique et simulation des chaines de Markov.

(a) Soit (Z,)n>1 une suite de vaiid a valeurs dans F, soit g : F X F —
E et soit Xy une variable aléatoire a valeurs dans F indépendante
de (Z,)n>1. Montrer que la suite (X,),>o définie par X, =
9(Xy, Zn11) est une chaine de Markov homogene. Donner sa ma-
trice de transition.
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(b) On suppose qu’on dispose d'un générateur de nombres aléatoire de
loi uniforme sur [0, 1], noté rand’. Soit p une mesure de probabilité
sur N. Donner un algorithme pour générer des nombres aléatoires
suivant la loi p.

(c) Soit P = (p;;) une matrice de transition sur N. On note s;;, =
Z?:o Pij- S0it (Z,)n>1 une suite de vaiid de loi uniforme sur [0, 1]
et Xy une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante de
(Zn)n>1- On construit la suite (X,,),>0 par récurrence de la fagon
suivante :

si Xp(w) =i et Zyp1(w) €]sij, sij+1) alors X, 41 = 7.
Montrer que la suite (X,,),>0 ainsi définie est une chaine de Mar-

kov homogene. Donner sa matrice de transition.

(d) Application. Comment simuler une chaine de Markov homogene
de matrice de transition P = (p; ;) ? Ecrire un algorithme explicite
si

025 0.5 0.25
P = 05 0 05
05 05 0

3. La ruine du joueur Un joueur possédant une fortune de a unités joue a
pile ou face jusqu’a ce qu’il ait fait sauter la banque ou qu’il soit ruiné.
Les réserves de la banque sont de b unités. Chaque victoire rapporte une
unité et chaque défaite en cotite une. On suppose que les lancers sont
indépendants et que la probabilité de gain de la banque est p =1 —q.
On veut déterminer la probabilité p, que la banque résiste.

On note (X,,),>1 une suite de v.a.i.i.d. de loi pd; + ¢d_1, puis
Sp =>4 X et T =inf{n > 0;5, = —bou S, = a}. Si 'on pose
S! = Spar, 1l est aisé de constater que S/ représente la suite des gains

relatifs de la banque.

(a) Montrer que S! est une chaine de Markov homogene a espace
d’états F = {—b,...,a} dont on déterminera la loi initiale et la
matrice de transition.

(b) Considérons les chaines de Markov ayant la méme matrice de tran-
sition que (S)),>0 Montrer que la suite (u,)_p<n<q, définie par

u, = P,({la banque résiste})
vérifie la récurrence linéaire
PUnt1 — Up + QUp—1 = 0.

Que valent u, et u_;?
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(c¢) Résoudre I’équation de récurrence et en déduire

@1

Py = (]g))aer 1

(1.3)

. Le joueur inruinable Le probleme est le méme que le précédent, a ceci
pres que 'on suppose maintenant que le joueur est infiniment riche. On
cherche toujours la probabilité que la banque résiste (ce qui ne signifie
pas ici que le joueur est ruiné).

Intuitivement, il suffit de faire tendre a vers 400 dans la formule (I3]),
le tout étant de le justifier...

Indications : poser T" = inf{n;S, < —b} et, pour tout a > 0, U, =
inf{n; S, > a} et G* = {U, < T"}, puis montrer que
hm ]lGa — ]]-{T/:+OO}'

a—-+00

. Madame Brisby dans le labyrinthe Madame Brisby s’est perdue dans
le labyrinthe que forment les galeries ou vivent les rats de Nim. Quelle
est la probabilité qu’elle rencontre le sage Nicodémus avant de croiser

f)4 (Brutus)

1

,15 (Nicodémus)

le belliqueux Rufus? 3

. Soit M la matrice d'une chaine de Markov. Montrer que si m;; > 0,
alors I’état ¢ est apériodique. Qu’en déduire pour une chaine irréductible ?
. Soit a un entier supérieur ou égal a 2, (D,,),>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z/aZ x Z/aZ vérifiant P(D; = (0,1)) =
P(Dy = (1,0)) = 3. On pose

So =5+ Dy

k=1

Montrer que (S,) est une chaine de Markov . Est-elle irréductible,
apériodique 7
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8.

10.

11.

Madame Brisby I1

Soit f: E — C telle que Ve € A f(z) =0.
On pose F' = 3,25 f(Xy).

Montrer que E|F| < (ET — 1) f|co-
Montrer 'identité

E,F Eif(X1)
(I—N)| EF = Eof(Xy) ,
EsF Esf(X1)

En déduire E T, E, T, E5T.
Evolution d’un genotype avec fixation
Nous travaillons ici sur une population de taille fixe formée de 2N genes.
Il y a deux types de genes possibles : le type “a” et le type “A”. Chacun
des genes au temps n + 1 est engendré par deux des 2V genes présents
au temps N. Son type est celui d’'un de ses deux parents (choisi au
hasard).
On considere la variable aléatoire X,, égale au nombre d’individus de
type “A” dans la population a ’étape n.
(a) Montrer que X, est une chaine de Markov a valeurs dans E =
{0,...,2N}.
(b) Montrer que la loi de X, 41 sachant X,, = k est une loi binomiale
de parametre 2N et (k/2N).

(¢) Montrer que (X,,),>0 converge presque sirement vers une variable
aléatoire X .

(d) Déterminer la loi de X, en fonction de la loi de X,. (On pourra
remarquer que la suite (EX,,),>1 est constante.)

L’image d’une chaine de Markov n’est pas (toujours) une chaine de

Markov. On considére la chaine de Markov (X,,) sur £ = {0, 1,2} de
0 01

transition {0 1 0| et de loi initiale my = (3,5,3). Soit f : E —
100

{0,1} telle que f(0) = f(1) =0, f(2) = 1. Montrer que (f(X,)) n’est

pas une chaine de Markov.

L image d’une chaine de Markov peut étre une chaine de Markov. Soit

(X,,) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable £ de ma-

trice de transition P. Soit ¢ une application surjective de F dans un

ensemble F' telle que

VeeF,Vo,ye B (x) =9(y) = Pz, (2) = Py, v (2)) .
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Montrer que la suite (Y;,) définie par Y,, = 9 (X,,) est une chaine de
Markov et déterminer sa matrice de transition. Montrer que si 7 est
une probabilité stationnaire pour la chaine (X,,) alors I'image de 7 par

1 est stationnaire pour (Y},).



Chapitre 2

Récurrence et mesures
invariantes

2.1 Temps d’arrét et propriété de Markov forte

On dit que variable aléatoire T a valeurs dans N U {+o00} est un temps
d’arrét adapté a la suite Xy, X1,...,X,,,... si pour tout n € N, ’événement
T <nest 0(Xg, X1,...X,)-mesurable.

En d’autres termes pour tout n , il existe un borélien B de R™! tel que
{T = TL} = {(Xo,Xl, cee ,Xn) S B}

Comme {T" = n} = {T < n}\{T < n — 1}, il sensuit que T = n est
également (X, X1, ... X, )-mesurable.

Exemple : si Xj,..., X, est une suite de variables aléatoires a valeurs
dans S et A un borélien de S, alors

Ty=inf{n>1;X, € A}

est un temps d’arrét.

Preuve : {T4 <n} =Up_ {X; € A}.
Définition: On dit qu'un événement A se produit avant T si pour tout n,
I'événement A N{T < n} est o(Xo, Xy, ...X,)-mesurable.

Théoréme 3. Soit (Xy)r>o une chaine de Markov de matrice de passage P
et T un temps d’arrét adapté a cette suite. Soit A un événement se produisant
avant le temps T'. Conditionnellement a I’événement {T < 400} NA, la suite
(Xr1ik)k>0 est une chaine de Markov de matrice de passage P.

Démonstration. Comme étre une chaine de Markov est une propriété de la
loi, on peut supposer que (X,),>o est obtenue par le procédé décrit plus

11
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haut © X411 = for1(Xn) ot (fn)n>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi ), indépendante de X,.

Posons Y, = Xpix si T' < 400 et Yy = X sinon. De méme posons
Gn = foir 81T < 400 et gr, = fi, sinon. Il est facile de voir que (Y})r>o vérifie
la récurrence Y11 = gni1(Yn)

Soit p un entier et B un borélien de F(S, S)". On a

P(T=p,A,ge€ B) = P(T=p,A, f,. €B)
= P(T'=p, A)P(fpr. € B)
P(T = p, A)P(fpy. € B)

car comme 'événement {T" = p} N A est o(X, f1,..., f,)-mesurable, il est
indépendant de I'événement {f,y € B} qui est o(fp+1, fpr2, )-mesurable.
Maintenant la loi de f,y est la méme loi que celle de f : c’est @%%N*. On a
donc P(T'=p,A,g € B) = P(T = p, A)P(f € B). En faisant la somme pour
p variant de 1 a 400, on obtient

P(T < 4+00,A,g€ B) =P(T < +o00,A)P(f € B)

Autrement dit , sachant {T" < +00} N A (gn)n>1 (gn)n>1 est une suite de va-
riables aléatoires indépendantes de loi 6, indépendante de A, donc (X7x)r>0
est une chaine de Markov de matrice de passage P. O

Remarque : une constante étant un temps d’arrét, le théoreme précédent
s’applique lorsque T est une constante. Dans ce cas, le résultat porte simple-
ment le nom de Propriété de Markov.

2.2 Classification des états

Définition: Soit P = (p; ;)@ j)esxs une matrice stochastique. Pour ¢ € S, on
considere une chaine de Markov (X,,),>0 partant de 1’état i et de matrice de
passage P. On pose T; = inf{n > 1; X,, = i}. Si P;(7; < +00) = 1, on dit
que I'état ¢ est récurrent. Inversement, si P;(7; < +00) < 1, on dit que I'état
1 est transient.

Théoreme 4. Soit P = (p; ;)i j)esxs une matrice stochastique. Pouri € S,
on considere une chaine de Markov (X,,)n>0 partant de I’état i et de matrice
de passage P. On pose T; = inf{n > 1;X,, = i} et N; = > /51y (Xi). N
représente le nombre de passage de la chaine en i a partir de ['instant 1.
— Si 1 est transient, alors 1+ N; suit la loi géométrique de parameétre 1 —
P;(T; < 400). En particulier N; est presque sturement fini et intégrable.
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— Si 1 est récurrent, alors N; est presque surement infinie. En particulier

Démonstration. Si T; < +oo (ou de maniere équivalente si IV; > 0, on a

“+o0o
Ny =1+ Z]l{i}(XTJri)-
k=1

Soit k£ un entier positif ou nul. On a

+o0
Pi(N; > k+1) = Py(N; > k+1,T; < +00) = Pi(T; < +00)P;( > iy (X745 > K|T; < +00).
k=1

Or T; est un temps d’arrét. Donc, d’apres la propriété de Markov forte,
sachant T; < 400, (Xr4:)i>0 a la loi d’une chaine de Markov commencant
en ¢ et de matrice de transition P, c’est a dire la méme loi que (X;);>o. On
en déduit

Pi(N; > k+ 1) = Pi(T; < +00)Pi(N; > k).

Par récurrence, on en déduit

D’apres le théoreme de continuité séquencielle décroissante, on a P(N; =
+00) = limy_, 1 oo P;(N; > k). Cette limite vaut donc 0 si ¢ est transient, 1 si
1 est récurrent. Pour £ > 1, on a

Pi(1+N; =k) =

Pi(1+N; > k) — P(N; > k)
= P
P

Ty < 4+00)f 1 — Py(T; < 4o00)*
(T < +oo)k_1(1 —Py(T; < +0)),

ce qui montre que 1 4+ N; suit bien une loi géométrique de parametre 1 —
P;(T; < +o0). De plus

+o00 +o00
EN; =Y Pi(N; > k) =Y =Pi(T; < +o0)t = < +o0.
k=1 k=1

-~ 1—-P(T; < +o0)

O

Corollaire 3. Un état i est transient si et seulement si

+oo
D Pi(X) =1i) < +o0.

k=1
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Démonstration. D’apres le théoreme précédent, ¢ est transient si et seulement
si V; est intégrable sous P;. Or

—+o00
BN, = Ei) I (Xe)
k=1
—+00
= ) Eillgy(Xy)
k=1
—+00
= ) Pi(Xp=1)
k=1

(On utilise le théoreme de Tonelli pour échanger la somme et 1'espérance)
Ceci acheve la preuve. O

Corollaire 4. Soient i et j deux états d’une chaine de Markov de matrice
de transition P = (p; ;)i jiesxs. On suppose que i et j communiquent. Alors
1 et j sont tous les deux transients ou tous les deux récurrents

(n)

n
(2%

> 0 et pi¥)

Démonstration. Soit n, p tels que p i

> 0. Pour tout £ > 0, on a

(n+p+k) (p), (k) (n)
5. > P;iDiiDij -

Ainsi, si la série de terme général pl(-i-) diverge, la série de terme général pgc-)
aussi. Comme les roles de i et j sont symétriques, les deux séries sont de
meéme nature. Comme pgﬁ-) = P;(Xy = i), le résultat découle du corollaire
précédent. Il

Corollaire 5. Considérons une chaine de Markov irréductible de matrice
de transition P = (pi;)@jesxs et pour tous les i € S, notons P; les lois
markoviennes correspondantes. Les propriétés sutvantes sont équivalentes

1. 3i,5 € S Pj(N; = +00) > 0.

2. di €S, i est récurrent

3. Vi€ S, i est récurrent

4. Vi, j €5 P;(N; = +o0) = 1.

Démonstration. — (1) = (2). Soit L tel que P;(X; = j) > 0. OnaP;(N =
i =+00) > Pi(X; = 5, 230 Xeyr = 1) 2 Pi( Xy = j)P;(N; = +00) > 0,
donc 7 est récurrent.

— (2) = (3). C’est une conséquence du corollaire précédent.
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~ (3) = (4). Considérons P;(7; < +oo,Vk > T, X}, # x). Comme ¢ et
j communiquent P;(7; < 4o00) > 0). D’apres la propriété de Markov
forte, on a

P;(T; < +o00,Vk > T; X), # i) = Py(T) < +00)P;(Vk > 0X, # i) = P;(T; < +00)P;(T; = +00)

Mais {7} < 4o00,Vk > T; X, # i} C {N; < 400}, donc comme i est
récurrent, P;(N; < +00) = 0, donc P;(T; = +00) = 0. Mais

+0o0
N, =1+ Zﬂ{i}(Xk+Ti)7
k=1
Donc d’apres la propriété de Markov forte
+o0
P;(N; = +00) = Pi(D iy (Xy) = +00) = Pi(N; = +00) = L.
k=1

~ (4) = (1). Evident.
0

Définition: Si une chaine de Markov vérifie une des 4 propriétés équivalentes
ci-dessus, on dit que c¢’est une chaine récurrente.

2.3 Mesures invariantes

Définition: On dit qu'une mesure p est invariante sous l'action de la matrice
de transition markovienne M si uM = pu, c’est a dire.

VieS Y uliymi; = p(j).
i€s

Si p est invariante sous 'action de M, une récurrence immédiate donne
Vn > 0uM™ = p. Ainsi, si (X,,),>0 est une chaine de Markov de matrice de
transition M et de mesure initiale Px, = p, alors pour tout n, la loi de X,
est Px, = p.
Définition: On dit qu'une mesure pu est réversible sous l'action de la matrice
de transition markovienne M si

Vi,j €S p(t)mi; = p(j)my;.

Théoréeme 5. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov de loi initiale v réversible
sous l’action de M. Alors

Vn > 1(Xo, X1,... X,) et (X, Xn_1,. .., Xo) ont méme loi sousP,.
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Démonstration. 11 suffit de procéder par récurrence sur n que

V(Xo,... Xn) €SP (Xo =20, X1 =21, ..., Xpn=20) =P, (Xo =20, X1 = 01, ..., X, =
Pour n = 1, il suffit de voir que

P, (Xo = xo, X1 = x1) = v(20) My 0y = V(T1) My 2o = Pu(Xo = 21, X7 = 20).

Ensuite

]PV(XO = .CE(),Xl =T1,... 7Xn = .’L‘n) = IPU(XO = Ty, X1 =T1,..- 7Xn71 = .’I‘nfl)mxnil’xn
m:r:n_1,:(;n]PV(X0 = Tp-1, Xl =Tp—2,--- aXn—l = IO)
n—1

- m$n717xnl/($n_1) | | mxn—iyxm—i—l
=1

n—1

- V(xn_l)ml'nflyxn | | mxn—i@x—i—l
=1

n—1

- V(xn)mxnaxnfl | | mxn—i,mz—i—l
=1

n—1
= I/(In> H mxn—iymz—i—l
i=0
= P,(Xo=a,, X1 =2pn_1,..., X, = T9).
O
I1 est facile de voir que toute mesure réversible est invariante.

Théoreme 6. Si la matrice de transition M est irréductible et admet une
probabilité invariante, alors les chaines de Markov associées a M sont récurrentes.

Démonstration. Soit p une probabilité invariante Pour tout n > 0, on a
puM™ = p, soit
VieS vn>0 > uliym") = p(j)
i€s
Si une chaine de Markov irréductible n’est pas récurrente, les états sont

tous transitoires et  lim u(z)mg? = 0 quels que soient ¢ et 7. D’apres le
n—-+o00 ’
théoreme de convergence dominée, on a alors

viesS 0=u(j),

ce qui est impossible. O
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Théoreme 7. Toute chaine de Markov sur un espace d’états S fini admet
une probabilité invariante.

Démonstration. L’ensemble M(S) des mesures de probabilité sur S s’identi-
fie au compact K = {(z1,...,2,) € R}; Y, xp = 1}, avec n = |S]. M(S)
est un convexe stable par u — pM. Ainsi, si u est une mesure quelconque
sur S, la suite (p,)n>o définie par
n—1 &

=0

est a valeurs dans M(S). On a u,(I — M) = w Comme la suite
(ud — M™)) >0, est bornée, il s’ensuit que toute valeur d’adhérence de (145, )n>0

est laissée fixe par M. Comme M (S) est compacte, (i, ),>0 & au moins une
valeur d’adhérence donc M au moins une mesure invariante. O]

Corollaire 6. Une chaine de Markov irréductible dont l’espace d’états est
fini est récurrente.

2.4 Théoreme de la probabilité stationnaire

Théoreme 8. Soit M la matrice de transition d’une chaine de Markov
irréductible apériodique admettant ;i comme loi stationnaire. Alors pour toute
loi v sur S, la chaine de Markov de matrice de transition M et de loi initiale
v converge vers [i.

Démonstration. Soit Xy, X|, deux variables aléatoires indépendantes, X sui-
vant la loi p, X la loi v. On note également Yy = X|. Soit également (f,,)n>1
et (f!)n>1 deux suites de variables aléatoires i.i.i.d. de loi 8, définie au lemme
1, ces deux suites étant indépendantes de Xy et X{. On définit par récurrence
les suites (gn)nZh (Xn)n21 et (X;AL)nZl; (Yn)nZI par

( n+l = fnJrl(Xn)
Yn—i-l - 7,L+1(Yn)
fn+1 sl Xn - X;L
In+1 = / .
n.1 sinon

Il n’est pas difficile de voir qu’en tout point w on a
(Xn(w) = X3 (W) = (far1(@) = gnt1 (W) = (Xn1(w) = X; (W)

Ainsi, les processus X,, et X/ évoluent de maniére indépendante jusqu’au
moment ot ils se rencontrent. A partir de la, X/ demeure scotché a X,.
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Lemme 4. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov de matrice de transition M
et de loi initiale o , (Yy,)n>o une chaine de Markov de matrice de transition
N et de loi initiale v. On suppose en outre que les suites (Xp)n>0 €t (Yn)n>0
sont indépendantes sous P. Alors la suite (Zy,)n>0 définie par Z, = (Xn, Yn)
est une chaine de markov de matrice de transition M ® N.

Démonstration. Soient (zg,...,z,) € S" et (yo,...,yn) € S"T.

P(Vi € {0,n}(X,,Y)) = (wi,0:)) = P({Vi € {0,n}X; =z} n{Vi e {0,n}Y; = yi})
= P(Vi € {0,n}X; = z;)P(Vi € {0,n}Y; = y;)

n—1 n—1
= p({zo}) H M, w1 X v({yo}) H My, i1
=0 i=0
n—1

= lu({xo}) yo} H mxz Iz+1nyz Yi+1

=0

n—1
= (L®@v)({zo,y0}) H (M & N)(wi, yi), (Tit1, Yir1))
=0

]

Lemme 5. Soit U,V deux variables aléatoires de loi 6. On suppose que sous
P, U et V sont indépendantes de la tribu A. Soit A un événement A —
mesurable. On définit W par

Ulw) siwe A
W(w):{ V(w) siw¢ A

Alors, sous P, W suit la loi 0 et W est indépendante de A.

Démonstration. Soit A’ un événement A — mesurable et B un borélien

PAN{WeB}) = PANAN{W e B})+ P(A“NA'n{W € B})
P(ANA'N{U € B}) + P(A°N A'n{V € B})
P(ANA)YP(U € B) + P(A°N AP(V € B)

= P(ANAY(B)+ P(A°N A")0(B)

(P(AN A+ P(A°N A"))A(B)

= P(A)I(B)

En prenant A" = €, on en déduit d’abord que P(W € B) = 6(B) pour
tout borélien B. 6 est donc la loi de W sous P. En réinsérant dans la formule
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précédente, on a pour tout événement A—mesurable A’ et pour tout borélien
B :
P(A'Nn{W € B}) = P(A")P(W € B),

ce qui veut dire que W est indépendante de A. l

En appliquant le lemme précédent a A = o(Xo, X{, f1,- -5 fu, [1o- -5 [1),
A=1{X, =X}, U = fos1, V = fl,1 et W = gny1 on voit que g,41 suit
la loi 6y et que g,41 est indépendante de o(Xo, X{, f1,. -y fu, f1o- -1 [1)-
Comme (g1, ..., gn) est o(Xo, X{, f1, -+, fus f1,- -+, f),)-mesurable, il s’ensuit
que (gn)n>1 est une suite de v.a.i.i.d de loi y.

D’apres le lemme [I (X)) est une chaine de Markov de matrice de tran-
sition M et de loi initiale p tandis que (X)) est une chaine de Markov de
matrice de transition M et de loi initiale v.

On va maintenant montrer que 7 = inf{n; X,, = X/ } est presque sirement
fini. I est facile de voir que 7 = inf{n; X,, = Y,,}. Ce qui est intéressant, c’est
que (X,)n>o0 et (Yn)n>o sont indépendants.

Ainsi, d’apres le lemme] (X,,,Y;,) est une chaine de Markov de loi initiale
v®pu et de matrice de transition N = M ® M. Soient (x,vy, z,t) € S*. Comme
M est la matrice d'une chaine de Markov irréductible et apériodique, on
peut, d’apres le lemme [I], trouver un entier ng tel que M™ soit a coefficients
strictement positifs. Or N™ = (M @ M)" = M"™ ® M™ : on a

N0 (2, y), (2 ) = M (2, 2) M" (g, £) > 0.

Ainsi ((Z,)n>0 = ((Xn, Ya))n>o0 est une chaine de Markov irréductible. Comme
M ® M admet p ® p comme mesure invariante, la dynamique est donc
récurrente : (Z,),>0 passe donc presque sirement en tout point de S x S.
En particulier, elle passe presque stirement sur sa diagonale, ce qui implique
que P(1T < +00) = 1.

Soit f une fonction bornée de S dans R. Pour n > 7, on a f(X,) = f(X]).
Donc f(X,,) — f(X]) converge presque surement vers 0. D’apres le théoréme
de convergence dominée, on en déduit que E(f(X,) — f(X],)) converge vers
0. Comme g est invariante E(f(X,,) — f(X})) = [ f dp — Ef(X]). Ainsi
pour toute fonction f, Ef(X)) converge vers [ f du, ce qui veut dire que X/,
converge en loi vers f.

]

Corollaire 7. Une chaine de Markov irréductible apériodique a au plus une
loi stationnaire.

Remarque-exercice : 'hypothese d’apériodicité est importante. En ef-
fet, on peut construire deux chaines de Markov indépendantes (X,,),>0 et
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(Y,)n>0 ayant la méme matrice de transition irréductibles, telles que (X, Y, )n>0
ne soit pas irréductible et que (X,,, Y, )n>0 ne coupe jamais la diagonale.
Donner deux exemples d’un tel phénomene, I'un avec S fini, 'autre avec S
infini.

2.5 Théoreme ergodique des chaines de Mar-
kov

Théoréme 9. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov irréductible et récurrente.
Pour tout x € S, on a

n—1
1 1
lim — E (X .

n——+oo N,

Démonstration. Pour tout k > 1, posons T% = inf{n > 0, >}_ L, (Xy) > k.
Comme la chaine est récurrente, les T* sont presque stirement finis. Il est
aisé de constater que la suite (T%),>; est croissante. Soit k > 1 et A €
o(TY, ..., TF) : il est clair que A se produit avant T*. Donc
k n
P (AT =Ty >n) = Po(A N1, 1 (X;) =0)
= Po(AP(N_iliy (X5) = 0)
= P (A)P,(T" > n)

On en déduit que, sous la loi P,, les variables aléatoires 7%, T? — T1, T3 —
T?,... forment une suite de variables aléatoires positives indépendantes
ayant méme loi que T = T,. D’apres la loi forte des grands nombres on
en déduit que L= = (T (T? = T1) + (T3 = T?) + ... (T" — T™') converge
presque surement vers [E,7T™. Lorsque la loi initiale n’est pas la masse de

. . . n ~
Dirac en z, il suffit de remarquer que la suite TT a le méme comportement
Tnle
n—1

asymtotique que la suite et appliquer a nouveau la propriété de Mar-

kov forte : la loi sous P de (Wﬁ—:lTl)nzz est la loi sous P, de (%)@1, d’ou

le résultat. Posons S5,, = ZZ;(l) Iz (X%). Un instant de réflexion montre que
TS5 < n < T On en déduit

TS
Sn

TSn+1 Sn+1
Sp.+1 S,

<n<
=3

Comme z est récurrent lim,, ., S, = 400, donc lim, Sin =E,T,, dou
le résultat. O



2.6. EXERCICES 21

Théoréme 10. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov irréductible admettant
une probabilité invariante p. Pour tout x € S, on a

lim ~ D Iy (X) — BT ().

Démonstration. Une chaine de Markov irréductible admettant une proba-
bilité invariante est toujours récurrente. Le théoreme précédent s’applique
donc. Comme |+ S L2y (X%)| < 1, le théoreme de convergence dominée
s’applique et on a

1
E. T,

n—1
1
lim — ) P, (X, =
o 2 P = 1) =
Si 'on prend pour nu la mesure invariante p, on a pour tout & > 0 P, (X =
x) = pu(x). On en déduit que ﬁ = u(x), ce qui acheve la preuve. O

2.6 Exercices

1. Temps d’atteinte d’un état absorbant.
Soit (X)) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable E de
noyau de transition @), et @ € E un état absorbant (ie : Q(a,a) = 1).
Montrer que P(X,, = a) = P(T, < n).

2. Temps d’entrée : une propriété d’invariance.
Soit (X,,) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable E de
noyau de transition ). Pour f : F — R, soit ) f la fonction définie
par Qf(v) = >, cpQ(z,y)f(y). Pour B C E on note D = inf{n >
0; X,, € B} le temps d’entrée dans B. Montrer que la fonction f définie
par f(z) =P, (Tp < +o0) vérifie (I —Q)f =0sur F\ B, et f =1 sur
B.

3. Chaine de Markov arrétée.
Soit (X,) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable E de
noyau de transition ¢). Etant donné un ensemble B C E, on pose Y,, =
Xnapg- Montrer que (Y;,) est une chaine de Markov sur E de noyau
de transition @’ défini par Q' (z,y) = 6,({y}) si x € B et Q'(z,y) =
Q(z,y) siz ¢ B.

4. Chaine observée quand elle bouge. Soit (X,,),en une chaine de Markov
homogene sur 'espace d’états F, de matrice de transition P. On définit
la suite (T )ken de la fagon suivante : Tp = 0 et

Ty1 = min{n > T}, X,, # Xq, }.
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On suppose que la chalne n’admet aucun état absorbant.

(a) Montrer que les (T))ren sont des temps d’arrét pour (X, )nen, finis
presque stirement.

(b) On définit Y, = Xp,. Montrer que (Yx)ken est une chaine de
Markov homogene, donner son espace d’états et sa matrice de
transition.

5. Chaine restreinte. Soit (X, ),en une chaine de Markov homogene d’es-
pace d’états E' dénombrable et de matrice de transition P = (p; ;)i jer.
Soit J une partie de E. On observe cette chaine de Markov seulement
lors de ses passages par J, et on note Y,, la mi®™¢ observation. Plus
formellement, pour m > 1, on note

Tm:inf{n21—|—Tm_1‘Xn€J} etTozinf{nZO‘XnEJ}.

On suppose que VYm > 0, T,,, < +00, et on pose Y, = Xr, .
(a) Montrer que T, est un temps d’arrét, que Xr,, est mesurable pour

Fr,, et que pour k < m, T}, et Xp, sont Fr, -mesurables.

(b) Montrer que (Y;,)nen est une chaine de Markov homogene.
Indication. On pourra montrer, en décomposant sur les valeurs
possibles de T,,, — Ty,_1, que, si (ko, ..., kn) € J™ ! alors P(Y, =
Koy Yim = k) = P(Yo = koy . Yoot = k1 )Pr (X = k),

oﬁSzinf{nZl‘XnEJ}.

(c) On note @ = (¢;;)ijes la matrice de transition de (Y},)nen. Mon-
trer que

Gij = Pij + Zpi,lPl(XTo =J)
IgJ
et donner une caractérisation des (Py(Xz, = 7))igJ,je-
(d) Exprimer, en fonction de la loi initiale py de (X,,)nen, la loi initiale
Vy de (Yn>n€N‘
(e) Exemple. On considére la marche aléatoire symétrique aux plus
proches voisins sur I'hypercube {0, 1}%, et on choisit J = {(x;)1<i<d, Y, 2; impaire}.
Déterminer les caractéristiques de (Y;,),en dans ce cas.

6. Marche aléatoire sur Z/dZ. On considere X = {X,, : n > 0} la marche
aléatoire sur Z/dZ dont les pas sont indépendants de méme loi pd; +

(1 - p)5_1.

(a) Quelle est sa matrice de transition P 7 Dessiner son graphe.
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(b) Calculer P". (Indication : écrire P = pA+ (1—p)B et trouver une
relation entre A et B.)

(c) Calculer la probabilité stationnaire .

(d) (calculatoire) Calculer la loi p, de X,. Discuter l'existence de
lim,, iy, lim,, P".

7. Modéle d’Ehrenfest. Etant donné deux enceintes séparées par une paroi
poreuse et contenant ensemble N particules diffusant a travers cette
paroi, on décrit le nombre aléatoire X,, de particules se trouvant dans
la premiere enceinte (0 < X,, < N) aux instants successifs n € N
de transition des particules par une chaine Markov de probabilité de
transition :

N —=x
N

x
p(x,x—l)::ﬁ,p(x,x—i—l):: ,0<xz<N.

A chaque instant n, les probabilités que la transition se fasse de la
premiere enceinte vers la seconde ou de la seconde enceinte vers la
premiere sont donc proportionnelles aux nombres de particules en présence
dans la premiere et la deuxieme enceinte :

plz,z—1)  plr,z+1)
x N—z

Montrer que cette chaine est récurrente irréductible et trouver sa pro-
babilité invariante.

8. Chaine de Markov avec décision.

Le n®™® Lundi de I'année, une petite entreprise recoit A,, propositions
de travail de type A, et B,, propositions de travail de type B. Un travail
de type A mobilise toute la capacité de travail de I'entreprise durant
une semaine et lui rapporte 200 euros, alors qu'un travail de type B
I'occupe deux semaines pour un rapport de 360 euros. Une semaine
d’inactivité cotite 100 euros, un travail non traité pendant la semaine
ou il arrive est perdu. On suppose A,,B, indépendants, les couples
(An, Bp)n>1 indépendants, et

P(A, =1) = 1-P(4, =0)=0,5, P(B,=1)=1-P(B, =0) = 0,6.

Modéliser la situation par une chaine de Markov , avec si possible un
nombre d’états minimal. Quelle est la meilleure stratégie, quand on
recoit simultanément une offre de chaque type : donner la préférence a
celle de type A ou a celle de type B ? On pourra faire appel au Théoreme
ergodique pour départager les deux politiques.
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Un modéle de prédiction météo (!) On suppose que le temps qu'il fera
demain depend des deux jours précédents. On suppose que :

P( il pleut demain | il a plu hier et aujourd’hui) = 0,7

P( il pleut demain | il a plu aujourd’hui mais pas hier) = 0,5

P( il pleut demain | il a plu hier mais pas aujourd’hui) = 0,4

P( il pleut demain | il n’a pas plu ni hier, ni aujourd’hui) = 0, 2
Montrer qu’on peut modéliser ceci par une chaine de Markov. Quelle
est la probabilité, sachant qu’il a plu lundi et mardi qu’il pleuve jeudi?
Sur le long terme, quelle proportion de jours de pluie observe-t-on ?

Chaine de Markov réversible

(a) Soit P une matrice de transition sur un espace d’états E dénombrable.
On suppose qu’il existe une probabilité 7 telle que

TiPij = TjDji-

Montrer que 7 est stationnaire pour la P.

(b) Trouver rapidement la probabilité stationnaire de la marche aléatoire
symétrique sur les sommets de I’hypercube de dimension d.

(c) Marche aléatoire symétrique sur un damier. Calculer les temps de
retours moyens des différents points de 1’échiquier.

Modele de Laplace-Bernoulli. N boules noires et N boules blanches
sont placées dans deux urnes de sorte que chacune contienne N boules.
Apres chaque unité de temps on choisit au hasard une boule de chaque
urne; les deux boules ainsi choisies changent d'urne. On note par X,
le nombre de boules noires dans la premiere urne. Montrer que {X,, :
n > 0} est une chaine de Markov irréductible réversible et trouver sa
mesure stationnaire.



Chapitre 3

Quelques algorithmes
stochastiques

3.1 Un algorithme de Métropolis

Le but de cette partie est de montrer comment on fabrique une dynamique
markovienne admettant une mesure donnée comme mesure d’équilibre.

On suppose que S est un ensemble fini ou dénombrable et ;1 une mesure
sur S chargeant tous les points de S. On peut alors supposer sans restriction
que p s’écrit

p(z) = Kexp(=V(z)).

On suppose qu’on a su construire une matrice de transition P irréductible
et symétrique sur S correspondant a un processus que 1’on sait simuler.

On cherche une matrice stochastique P pour laquelle p est réversible : on
veut

Vi,j €S p(x)P(x,y) = pu(y)P(y,z) (3.1)

Bien sur, si p est constante (c’est a dire si p la mesure invariante sur un
ensemble fini), nous n’avons rien & faire car P convient.

Il est évident que l'identité ([B.1]) est vide si = y. On va chercher, pour
z et y distincts, P(z,y) sous la forme P(x,y) = P(z,y)a(z,y), avec 0 <
a(z,y) < 1. La matrice A est appelée matrice d’acceptation. Il suffira alors

de poser P(xz,x) = 1— > P(x,y) pour compléter la diagonale de P de
yF#

maniere a avoir une matrice stochastique.
L’équation traduisant la réversibilité se traduit sur A par

V(z,y) € § z#y= exp(—[V(y) —V(2)]) = (3.2)

25
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Nous allons maintenant chercher a sous la forme a(z,y) = F(V(y) —

V(z)). Ainsi (3.2) devient

V(z,y) €S z#y= exp(~=[V(y) - V(2)]) = (3.3)
il suffit alors d’avoir

F(u)
F(—u)
Il est facile de voir que la fonction F' définie par

Flu) = e S?UZO
1 siu<0

VueR exp(—u) = (3.4)

satisfait cette équation.
Si o n’est pas la mesure uniforme, alors la matrice de transition P est
irréductible et apériodique.

Démonstration. L'irréductibilité de P provient de celle de P et du fait que
la probabilité d’acceptation a(z,y) est toujours strictement positive.

Passons a I'apériodicité. Remarquons tout d’abord que comme S est fini
ou dénombrable et que ) _cexp(=V(z)) < +oo, V atteint nécessairement
son minimum sur S. Soit maintenant M l’ensemble des éléments de S ou V'
est minimale. Comme V n’est pas constante, M n’est pas S tout entier, donc
il existe (z,y) € M x (S\M) tel que P(z,y) > 0, sinon cela contredirait
lirréductibilité de P. On a alors

1—-P(z,x) = Z P(z, z)a(x, z)
2F#x
= Z P(z, 2)a(z, 2) + P(z,y)a(z,y)

2F£T,Y

> P(x,2) + Pz, y)alx,y)

zF#xY

Z ]5($, z) + P(Z’,y)(a([[;?y) -1
zF#T

< 1+ P(z,y)(a(z,y) — 1)

IN

IN

Ainsi P(z,2) > (1 - a(z, y)Ple,y) = (1 - e VOV Pz, ) > 0,
Ainsi x est de période 1 : comme la chaine est irréductible, la chaine est
alors apériodique. O
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Mise en ceuvre concrete : pour passer de X,, = x a X,,1, on propose
suivant la méthode utilisée pour simuler P de se déplacer au point y. Si
xr =y, le “changement” est accepté. Sinon, le changement est alors accepté
avec probabilité a(z,y) : si V(y) < V(z), le changement est toujours ac-
cepté, tandis que si V(y) > V(z), le changement est accepté avec probabilité
exp(—(V(y) — V(x)) — par exemple si une variable aléatoire uniforme U sur
[0,1] vérifie U < exp(—(V(y) — V(z)). Si le changement est accepté, on a
alors X,,,1 =y, sinon on a X, = x.

Ainsi, quelle que soit la situation de départ, le processus simulé converge
en loi vers p, puisque (X,),>0 est une chaine de Markov irréductible et
apériodique dont p est une mesure invariante.

Notons que la connaissance de K n’est pas nécessaire pour la mise en
ceuvre de la simulation.

3.1.1 Exemple : mesures de Gibbs associés a une in-
teraction

Soit E un ensemble fini. Pour toute partie finie V' de Z?, soit ®y une
variable o(V') mesurable. La famille des @y, quand V' décrit I'ensemble des
parties finies de S, est appelée potentiel d’interaction du systeme. Soit A une
partie finie de Z.

La quantité

Hy = Z Py

B|BNA#2

est appellée (lorsquelle existe) le hamiltonien du systéme sur le volume fini
A. On appelle portée de 'interaction la borne supérieure des diametres des
parties V pour lesquelles @y, n’est pas ’application identiquement nulle.
Considérons maintenant # > 0. On écrit parfois § = %, ou T représente
la température du systeme.
Si on se fixe “condition extérieure” n € EA°, on s’intéresse alors a la
mesure de Probabilité p, définie par EA

palea) = ZAl(n) exp(—FHa(Tam4e)).

ou

Za(n) = exp(=BHA(y)mae))-

yeEA
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Modele d’Ising en dimension d

Ici E = {—1,+1}. On définit le potentiel d’interaction par :
O p(w) = —wiw; sifli —j|| =1 les autres interactions étant nulles.

On parle ici d’interaction aux plus proches voisins.
Physiquement, ce modele représente le phénomene du magnétisme : chaque
site correspond a un sommet d’un réseau cristallin occupé par un spin ne
pouvant prendre que deux orientations ou deux valeurs —1, +1.

Décrivons maintenant un algorithme de Métropolis adapté au modele
Ising dans un volume A a température inverse 3

Décrivons d’abord la dynamique de P.

Voila comment on passe de I’état au temps n a ’étape au temps n + 1.

On note x la configuration au temps n.

1. Choisir uniformément k£ € A.

2. Définir la configuration y au temps n + 1 par

{x, sil e A\k
Yy =

—x; sil=k

Il est alors tres facile de voir que la chaine P est irréductible : on peut
toujours passer d’une configuration a une autre en inversant un nombre fini
de sites.

Ainsi deux états (ou configurations) z, et y4 communiquent (ou de maniere
équivalente P(z,1) # 0) si et seulement elles different en exactement un site.
Si xp et yy different en un unique site k, on a

- 1

P(z,y) = W

Il est alors aisé de constater que la matrice P est bien symétrique.
Si xp et yp different exclusivement au site k, alors il en est de méme pour
TaNAe €t yanae on a alors

Hy(yanae) — Ha(zamae) = Y @p(yamae) — > @n(zamse)
B:kCB B:kCB

= Z (—ykyr) — Z (—zx71)
k1] =1 lb—]=1

= 2 Z Ty

L:||k—1]|=1
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On peut maintenant décrire la dynamique de P.
Voila comment on passe de 1’état au temps n a ’étape au temps n + 1.
On note x la configuration au temps n.

1. Choisir uniformément k& € A
2. Choisir U suivant la loi uniforme sur [0, 1].
3. Définir la configuration y au temps n + 1 par
—x; sik=1let U <exp(—20z, Y. ;)
Y= i:||k—il|=1
T sinon.

3.2 Echantillonneur de Gibbs

Cette méthode est particulierement utile lorsque 'espace d’états S est
inclus dans £, ou E et A sont des ensembles finis. On note p la mesure
cible et S son support

Voila comment on passe de 1’état au temps n a ’étape au temps n + 1.

On note x la configuration au temps n.

1. Choisir uniformément k& € A.

2. Choisir e € E suivant la loi p conditionnée par le fait que la configura-
tion coincide avec z en tout point de A\k.

3. Définir la configuration y au temps n + 1 par

{xl sile A\k
Yy =

e sil=k

Ainsi, si deux configurations x et y different en plus d’un site, la probabilité
de passage p(x,y) de x a y vaut zéro. En revanche, si x et y different en un
unique site k£, on a

zE€Szpc=wKC

Il est alors aisé de constater que

Va,y € S xS p(x)p(z,y) = u(y)ply, v),

c’est a dire que p est réversible sous cette dynamique, donc invariante.
Comme p(z,x) > 0 pour tout z, la chaine est apériodique.

Si la chaine est irréductible, alors ¢’est une chaine irréductible apériodique
qui converge vers son unique mesure invariante pu.



30 CHAPITRE 3. QUELQUES ALGORITHMES STOCHASTIQUES

3.2.1 Application au modele d’Ising
Soit z € {—1,1} et k€ A. On a

pa (@ xy L)
pa (@ gry (—1)x)

= eXp(—ﬁ(HA(l‘A\{k}lk) — HA(I'A\{k}(_l)k>))

= exp(20 Z x;)

irlli—k[=1

On peut maintenant décrire la dynamique de I’échantilloneur de Gibbs
du modele d’Ising

Voila comment on passe de I’état au temps n a ’étape au temps n + 1.

On note x la configuration au temps n.

1. Choisir uniformément k£ € A
2. Choisir U suivant la loi uniforme sur [0, 1].

3. Définir la configuration y au temps n + 1 par

x; sik#l

=<1 sik=letU<1/(1+exp(—26 > . x;))
ik =1

—1 sinon.

Pour tout n > 0 x € {—1,+1}*, et tout k € A, il est possible d’inverser
I’état du site k& avec une probabilité non nulle. On en déduit que tous les
états communiquent ; la chaine est irréductible apériodique, donc I’algorithme
converge bien vers la mesure d’équilibre iy .

3.3 Algorithme de Propp et Wilson

Théoreme 11. Soit M la matrice d’une chaine de Markov irréductible ad-
mettant i comme mesure invariante et (f,)n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes suivant une loi 0 telle que Vi,j € S 0(f € F, f(i) = j) =
mg ;.
On pose gy = Idg, puis pour n > 0 gui1 = gn © frr1. Soit A une partie
infinie de N. On note

T =inf{n € A, g, est une fonction constante}.

Si P(T < +00) =1, alors gr(xo) suit la loi pu, ot xg € S est quelconque.
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Démonstration. Soit X, une variable aléatoire suivant la loi v indépendante
de la suite (f,,)n>1. Pour n > T, comme g, = gro (fr+10 frya0---0f,), on a
9n(Xo) = gr(Xo). On en déduit que pour y € S et n > T, on allyy, (xo)=y} =

Iy, (x0)=y}- On a donc presque strement limy, .1l (x0)=y3 = Ligr(x0)=y}-
On appliquant le théoreme de convergence dominée, on obtient

Jim P(ga(Xo) = y) = Plgr(Xo) = y)-
Or g,(Xo) = fio fo---o fu(Xo) ala méme loi que f, 0 f,_1---0 fi1(Xp), c’est
a dire la loi que suit au temps n une chaine de Markov de mesure initiale u et
de matrice de transition M, c¢’est a dire p. (Attention : (g, (Xo))n>0 n’est pas
une chaine de Markov!) On a donc pour tout n > 0 (g.(Xo) = y) = p(y),
d'ott P(gr(Xo) =y) = pu(y). O

Dans la pratique, la suite f, est souvent générée de la maniere sui-
vante : on construit un ensemble X, une suite i.i.d. Z,, de variables aléatoires
aisément simulables et une fonction déterministe f : X x S — S telle que
la suite f, définie par f,(z,y) = f(Z,,y) vérifie les conditions mentionnées
ci-dessus.

On peut légitimement se demander pourquoi on ne prend pas tout sim-
plement A = N. Théoriquement, en effet, rien ne 'empéche. Cependant il
faut voir que passer de n a n 4+ 1 n’augmente que tres peu la probabilité que
la fonction soit constante et tester si g, est constante et augmente de maniere
non négligeable le temps de calcul.

Explication : si A = {aq,as,...,} et que infn > 0;n est constante = ny.
on aap_1 <t <ng < ag, le temps de calcul est proportionnel a Zle a;.
Ainsi, le choix ay = k (c’est a dire A = N) conduit a un temps

ZZ_ n0+1) n_%
27

tandis que le choix a, = 257", conduit pour & Y7, o>, 2°7". Cette somme
vaut 2ng — 1 si ng est une puissance de 2, et au pire 4(ng — 1) — 1.

Ainsi, on considere généralement que le choix A = {2¥:k > 0} est un bon
choix.

3.3.1 Loi 0-1 pour I’algorithme de Propp et Wilson

Théoreme 12. On reprend les hypotheses du théoréeme précédent

— Si il existe n > 0 tel que P(g, est une fonction constante) > 0, alors
P(T < +o00) = 1.
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~ Sinon P(T < +00) = 0.
En particulier, l'issue ne dépend pas du choix de A.

Démonstration. Il est clair que si
Vn >0 P(gn) est une fonction constante) = 0,

alors par réunion dénombrable on a P(T < +00) = 0. Supposons donc qu’il
existe n tel que P(g, est une fonction constante) > 0. Comme A N (n, +00)
est une partie infinie de N, il est possible d’en extraire un ensemble infini B
tel que la différence entre deux éléments distincts quelconques de B dépasse
n. Pour k € B , notons

A ={ft—ns1° fr_ni20-+-0 fr_1 0 f est une fonction constante}.

Les événements A, sont des éléments indépendants, de méme probabilité
P(g, est une fonction constante.) > 0. On en déduit que

P(UgepAi) = 1.

Comme g, = fiofy - -of, il est facile de voir que Ay C {gx est une fonction constante},
d’ou

P(T < +00) = P(Ugkeaygr est une fonction constante)

> P(Ugkeny gk est une fonction constante) = 1.

3.3.2 Algorithme de Propp et Wilson pour des dyna-
miques monotones

On suppose ici que S est un ensemble fini muni d’un ordre partiel, possédant
un plus grand élément et un plus petit élément. Un exemple classique de tel
ensemble est S = EL, oil L est un ensemble fini et E une partie finie de R.
Définition: On dit qu'une dynamique associée a une matrice de Markov M
est monotone si on peut construire un ensemble F' C F(S,.S) et une mesure
0 sur F(S,S) tel que

- Vi,jeS 0(fel fi)=7)=mj.

— F ne comprend que des fonctions croissantes.
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3.3.3 mise en oeuvre

Dans la pratique, la mesure # est souvent construite comme I'image d’une
mesure aisément simulable par 1’application

z = (y— fz,y)),

ou f est une fonction de deux variables qui est croissante par rapport a la
deuxieme variable.

Théoreme 13. Soit M la matrice d’une chaine de Markov irréductible ad-
mettant i comme mesure invariante. On suppose qu’on a construit un en-
semble ' C F(S,S) et une loi 0 a support dans F telle que

- Vi, j €S O(f € F f(i) =7)=m;.

— F ne contient que des fonctions croissantes.
(Ceci signifie que la dynamique est monotone).

Soit maintenant (f,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
sutvant la loi 6.

On pose gy = Idg, puis pour n >0 gpi1 = gn © frni1-

Soit A une partie infinie de N. On note

T =inf{n € A, g, est une fonction constante}.

Alors P(T < +00) =1 et gr(xzo) suit la loi i, ot xg € S est quelconque.

Démonstration. Notons min le plus petit élément de S et Max le plus grand
élément de S. Commengons par une remarque simple : si une fonction crois-
sante h de S dans S vérifie h(min) = Max, alors elle est constante, car

Vo € S; Max = h(min) < h(z) < Max,

ce qui montre que h est une fonction constante. Soit n € A fixé. Pour k €
{1,...,n}, notons hy = f, o0 fu_10...fars1- 1l est facile de voir que pour
tout k € {1,...,n}, (hy constante) implique h, constante. Comme hy est
croissante (comme composée de fonctions croissantes), on a

(hi(m) = Max) = (hy, constante ) = (h,, constante ).
Ainsi

P(T'>n) = P(g, non constante)

P(h,, non constante)
< P(Vk e {l,...n}, hi(min) # M).
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Mais la suite (hj(min))geqi,..»} est (un morceau d’) une chaine de Markov
partant de m est de Matrice de passage M. Ainsi P(T > n) < Puin(Tvax >
n), Aot P(T" = +00) < Ppin(Tvax = +00) Comme M est irréductible et
admet une mesure invariante, elle est récurrente, on a donc P, (Thax =
+00) =0, d’ou P(T = +o0) = 0. O

3.4 Exercices

1. Programmer une dynamique de Metropolis pour le modele d’Ising.

2. Programmer la dynamique de I’échantillonneur de Gibbs pour le modele
d’Ising.

3. Montrer que la dynamique de I’échantillonneur de Gibbs pour le modele
d’Ising est monotone.

4. Evolution d’un génotype avec mutation

Nous travaillons ici sur une population de taille fixe formée de 2N
genes. Il y a deux types de genes possibles : le type “a” et le type
“A”. Chacun des genes au temps n + 1 est engendré par deux des 2N
genes présents au temps N. Son type est normalement celui d'un de
ses deux parents (choisi au hasard). Cependant, au cours du processus
de reproduction, des erreurs de codage peuvent se produire : un gene
qui aurait du étre de type “a” peut se transformer en gene de type “A”
avec probabilité u; > 0, tandis qu'un gene qui aurait du étre de type
“A” peut se transformer en gene de type “a” avec probabilité us > 0.
On considere la variable aléatoire X,, égale au nombre d’individus de
type “A” dans la population a 1’étape n.

(a) Montrer que X,, est une chaine de Markov a valeurs dans F =
{0,...,2N}.

(b) Montrer que la loi de X1 sachant X,, = k est une loi binomiale
dont on déterminera les parametres.

(c) Montrer que cette chaine admet une unique probabilité invariante
1.

(d) Simuler une trajectoire de cette chaine. A I’aide du théoreme ergo-
dique, tracer un histogramme approchant celui de la loi invariante
1.

(e) On suppose maintenant que u; + us < 1. Montrer que la dyna-
mique markovienne associée a cette chaine est monotone.
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(f) En utilisant I’algorithme de Propp et Wilson, simuler de maniere
exacte des échantillons indépendant suivant la loi p. Tracer I'his-
togramme correspondant et comparer avec le résultat de la simu-
lation précédente.
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