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Chapitre 1

Construction de N

1.1 Lois de composition interne

Définition: Soit X un ensemble. On appelle loi de composition interne sur
X toute application x de X x X dans X :

XxX — X
(z,y) — wxy:=x*z,y)

Ici, on choisira d’utiliser la z * y plutot que x(z,y). Voici pourquoi :
Définition: Soit X un ensemble et * une loi de composition interne sur X.
On dit que x est associative si on a

V(z,y,2) e X x X X X (xxy)*xz=x*(y*2)

Ainsi, pour une loi de composition interne associative, on peut écrire z*y* z
sans que cela soit source d’ambiguité.

Exemples: + et X sont des lois de composition internes sur R. / est une loi
de composition interne sur ]0, +oo.

De plus, + et x sont des lois de composition internes associatives sur R.
Cependant, / n’est pas une loi de composition interne associative sur |0, +oo|
car 1/(1/2) = 2 n’est pas égal a (1/1)/2 =1/2.

Définition: On dit qu'un élément e est neutre pour la loi de composition
interne x sur X si
Vre X exx=z*e=uwx.

Il y a toujours au plus un élément neutre, car si e et €’ sont deux éléments
neutre e = exe’ = €.
Définition: Le couple (X, *) formé par un ensemble X et une loi de com-
position interne associativesur X possédant un élément neutre est appelé un
monoide.
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Exemples: Si G est une famille d’applications d’'un ensemble F dans lui
meéme telle que

- Idg € G.

*V(f,g)égxg fog€g7
alors (G, o) est un monoide

Par exemple, I'ensemble des applications affines sur R forme un monoide.
Définition: On dit quun élément z d’un monoide (X, *) dont I’élément
neutre est noté e est inversible s’il existe un y € X tel que

TxY=Yy*xxr=e€.

S’il existe, un tel élément est nécessairement unique : en effet si xxy = yxxr = e
et zxy =y *xx = e, alors

Y =y xe=yx@xy) =W rx)xy=exy=y.

Usuellement, on note x~1 l'inverse de x lorsqu’il existe. (On trouvera plus
rarement 2*~!) : cette notation n’est employée que si plusieurs structures de

groupe psont mises sur I’ensemble considéré et qu'une ambiguité est possible.)
1

1.2 Groupes, sous-groupes

Définition: Un monoide (G, *) dont tous les éléments sont inversibles est
appelé un groupe.
Exemples: Si G est une famille de bijections d’un ensemble E dans lui méme
telle que

- Idg € G.

~V(f,9) €GxG fogeg,
alors (G, 0) est un groupe.

Lorsque X est un ensemble fini, on note S(X) le groupe formé par I'en-
semble des bijections de X dans lui-méme muni de la composition

Traditionnellement, on appelle “permutations” les éléments de S(X), et,
fort logiquement, on appelle ce groupe le groupe des permutations.
Définition: Soit (G, ) un groupe, H une partie de G. On dit que H est un
sous-groupe de G si (H,*) un groupe.

On montre (le faire!) que H est un sous-groupe de G si et seulement si
pour tous z,y de H, zxy~ ' € H.

On dit souvent d’un sous-groupe de S(X) qu’il est un “groupe de permu-
tations”. Historiquement, c’est ’étude de groupes de permutations qui ont
amené a l'invention de la notion de groupes
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1.3 Axiomes de Peano

Les axiomes de Peano postulent 'existence d’un ensemble N contenant
un élément 0 et d’une application injective

s:N — N\{0}

r — s(x)

et vérifiant la propriété suivante : si A C N, 0 € A et s(A) C A, alors A = N.
Cette propriété est appelée principe de récurrence.

Notation : on note couramment 1 = s(0), 2 = s(1), 3 = s(2), 4 = s(2),
5=s(4),6=s(5),7=1s(6),8=s(7),9 = s(8).

Dans la suite, on verra que s(n) est ce que nous avons ’habitude n + 1,
ou plus précisément que 1'on peut définire une addition “+” (en fait une loi
de composition interne) de telle maniére que n + 1 = s(n).

On connait plus souvent la propriété de récurrence sous la forme suivante :
si P(n) — P(n+ 1) et que P(0), alors P(n) est vraie pour tout n. Pour
démontrer cela, il suffit d’appliquer le principe de récurrence a ’ensemble
A ={n € N;P(n) est vrai}.

Une autre conséquence simple du principe de récurrence est que pour tout
n # 0, exists k € N;n = s(k). En effet notons A = {0} U {s(k);k € N : il est
facile de voir que 0 € A et que s(A) C A. On en déduit que A = N, ce qui
signifie que tout entier naturel est soit 0, soit 'image d’un entier naturel par
s.

1.4 N, ce monoide

1.4.1 Définition de ’addition

Il est possible de définir une loi de composition interne + sur N ca-
ractérisée par les identités
( _
n+1=s(n
in + s(p) = s(n+p)

Il n’est pas évident d’écrire une preuve rigoureuse de l'existence d'une
telle loi de composition interne. Donnons juste quelques idéees. Si on met
ensemble les deux propriétés ci-dessus et que 'on fait p = 0, on a s(n) =
n+1=n+s(0)=s(n+0). Comme s est injective, on doit nécessairement
définir n+0 = n. On sait donc comment définir n+0 et n+1. Voyons comment
définir n + 2 : comme 2 = s(1), il faut définir n +2 = n + s(1) = s(n + 1),
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ce qui est bien une définition correcte puique s + 1 est définie. De méme on
définit n + 3 par n + 3 = s(n + 2), etc. Toute la difficulté consiste a donner
un sens rigoureux a ce “etc.” Nous préférons renvoyer le lecteur a un ouvrage
de référence pour cette preuve assez technique.

1.4.2 Propriétés de I’addition

Nous allons montrer que la loi de composition interne définie ci-dessus est
une loi associative et commutative pour laquelle 0 est 1’élément neutre.

Montrons d’abord que pour tout n, 0 + n = n (rappelons qu’on sait déja
que n + 0 = n car on I'a défini comme cela). Soit Ay = {n € N;0+n =n}.
On a clairement 0 € Ay car 0+ 0 = 0. Maintenant montrons que n € Ag —
s(n) € Ay : on a pour tout n € N 0+ s(n) = s(0 +n). Mais si n € A, alors
0+n =mn,dou 0+ s(n) = s(n), ce qui montre que s(n) € Ag. D’apres le
principe de récurrence Ag = N.

On va maintenant montrer I'associativité : soit B = {n € N ;V(p,q) €
N?  (p+q)+n = p+(¢g+n). Comme 0 est neutre pour +, 0 € B. Maintenant
montrons que n € B — s(n) € B :on a

(p+q) +s(n) = s((p+q)+n)définition de l'addition
= s(p+ (¢ + n))hypothése de récurrence
= p+ s(q+ n)définition de l’addition
= p+ (q+ s(n))définition de l’addition

Montrons maintenant la commutativité. On va commencer par montrer que
VneN 14+n=n+1 NotonsC={neN;n+1=1+n}.0¢e C car 0 est
neutre pour +. Ensuite, notons C' = {n € N;n+ 1 =1+ n}. Montrons que
neC —s(n)eC :ona

1+s(n) = 1+ (n+1)
= (14+n)+1 par associativité
= (n+1)+1 hypothese de récurrence
= s(n)+1

Maintenant, notons D = {p € N;Vn € N n+p =p+ n. Comme 0 est
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neutre pour +, on sait que 0 € B. Montrons que p € D — s(p) € D.

n+s(p) = s(n+p) définition de l’addition

s(p+n) hypothése de récurrence

(p+n)+1 par définition

p+ (n+1) associativité

p+ (14+n) d’aprés la propriété montrée au dessus
(p+1)+n hypothese de récurrence

= s(p)+n par définition

1.4.3 Relation d’ordre sur N

On définit une relation < binaire sur N par
Va,beN? a<b <= IneN a+n=b.

< est bien une relation d’ordre car on a

— Réflexivité : pour tout entier naturel a, a < a car a = a + 0.

— Transitivité : pour tous entier naturel a,b,c, si a < b et b < ¢, alors
a < c. En effet si, a < b, on peut écrire b = a + ny pour un certain
entier ny, et si b < ¢, on peut écrire ¢ = b+ ny pour un certain entier
ngy, d’ou finalement ¢ = b+ ny = (a 4+ ny) +ne = a+ (ny + ng) , donc
a < c.

— Antisymétrie Il s’agit de montrer que si a < b et b < a, alors a = b.
Dans ce cas, on peut écrire b = a+ny, a = b+ny, d'olt a = a+(ny+ns).
On va d’abord montrer que n; + ny = 0. Pour cela, on va montrer que
pour tout b,a,b € N (n+a=n+b) = (a =b). Pour cela, il suffit de
montrer que pour tout n, I'application

$:N —= N

r =  r+n

est injective. Mais par définition de l'addition, on a la formule de
récurrence s, = sos,. Comme s est injective et sq aussi (c’est I'iden-
tité), il est facile de montrer par récurrence que s, est injective pour
tout n.

Ainsi, de a + 0 = a = a + (n1 + ny), on déduit que ny +ny = 0 ny est
nécessairement nul, car silon il existe k; entier avec ny = s(k1) = k1 +1.
Des lors, on pourrait écrire 0 = ny +ny = k; +1+ny = (k1 +n2) + 1+
s(k1 4+ ng), ce qui contredirait un axiome de base de N. On en déduit
que b=a+n; =a+0=a, ce qu’il fallait démontrer.
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Bien évidemment, on définit la relation > binaire sur N par
Va,b e N* (a>=b) < (b<a).
I1 est facile de déduire de ce qui précede que > est une relation d’ordre.

Théoréme 1. (N, <) est un ensemble totalement ordonné, c’est a dire que
pour tout (a,b) € N?> onaa <b oub < a.

Démonstration. On va prouver cela par récurrence : soit
C={aeN;¥Vbe N;a<boub<a}

Il est clair que 0 € C', car b = 0 4 b, soit 0 < b pour tout entier naturel b.

Supposons a € C' et montrons que a +1 € C. Soit n € N Si b =0, on a

évidemment b < a+ 1. Sinon, il existe b’ entier tel que b = &’ + 1. L’hypothese
de récurrence nous dit que ¥’ < a ou &’ > a. Il y a deux cas possibles

—sib <a,alorsb=b+1<a+1.

—sia<b etal, alors on peut écrire b’ = a + ¢ avec ¢ # 0, donc on

peut écrire ¢ = +1,doud =a++1=(a+1)+,dota+1<c.

[

On note
(a<b)=(a<b)eta#b

ainsi que

(a>b)=(a=b)eta#b

En utilisant le fait que 'ordre est total, il est facile de voir que le contraire
de a < b (resp. a > b) est a > b (resp. a <b).

Le lemme qui suit est utilisé tres fréquemment dans les raisonnements qui
mettent en oeuvre des entiers :

Lemme 1. Pour tous entiers n et p, on a

(n<p) = (n+1<p)

(n=>p) < (n+1>p)

Démonstration. On va seulement prouver la premiere équivalence, car
la deuxieme n’est que la contraposée de la premiere.

Sens direct. Supposons n < p : on a donc n < p : il existe un entier
naturel k avec p =n + k. k # 0, sinon on aurait n = p : il existe donc
un entier m tel que k =m+1:onadoncp=n+k=(n+1)+m,
doun+1<p.
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— Réciproque. Supposons n + 1 < p : il existe un entier k tel que p =
(n+1)+k=n+(k+1). On a donc n < p. Montrons que n # p. Si on
avait n = p, on aurait n+0=n=n+ (k+ 1), dou k + 1 = s(k)0, ce
qui est impossible.

O

Corollaire 1. Pour tout n € N, ['unique éléxent x qui satisfasse fimul-
tanément aux inéquations

n<zetxr<n+l
est x = n.

Démonstration. Montrons que que x = n est la seule solution possible : si
r<n+1,onax <n,dapres la deuxieme équivalence du lemme précédent :
ainsin <z <n+ 1 implique n < x < n dou x = n.

Vérifions maintenant que x = n est bien une solution. On doit vérifier
n <netn<n+41:lapremiere inégalité est évidente, quant a la premiere,
c’est une conséquence du sens (2) = (1) dans la premiere équivalence du
lemme précédent. ]

Théoréme 2. L’ensemble ordonné (N, <) est bien ordonné : toute partie
non vide de N admet un plus petit élément.

Démonstration. Soit A une partie non vide de N. Notons M ’ensemble des
minorants de A. M est non-vide car 0 € M. Il est clair que M n’est pas N
tout entier, car sia € A, a+ 1 > a, donca+ 1 ¢ M. Il n’est pas possible que
I'implication (a € M) = (a+ 1 € M), car comme 0 € M, le principe de
récurrence impliquerait que M = N, ce qui, on I’a vu, est faux. Il existe donc
ag € M tel que ap+1 ¢ M. Siag+1¢ M, c’est qu'il existe © € A, avec
r < ag+ 1. Mais comme ag minore a, on a ag < z, d’ott ag < x < ag + 1, ce
qui implique = ag, donc ag € A. Ainsi ag est dans A est minore tous les
éléments de A : c’est son plus petit élément.

O
Théoreme 3. Toute partie majorée de N admet un plus grand élément.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. l
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1.5 Multiplication des entiers

1.5.1 Définition et propriétés

Théoréme 4 (Admis). Il existe une unique loi de composition interne notée
x sur N vérifiant :

VneN nx0=0
V(n,p) ENXN px(n+1)=(pxn)+p
On Uappelle multiplication

Proposition 1 (Propriétés de la multiplication). — Associatité :¥(p,q,r) €
N* (pxq)xr=px(gxr),
— Distributivité par rapport a laddition : ¥(p,q,7) € N> (p+q) X1 =
pxr+qgxr.etV(p,qgr) N> rx(p+q)xXr=rxp+rxq.
— Commutativité V(p,q) € N> px q=qx p.
— Régularité de la multiplication par un entier non nul :

Y(p,q,) eEN’XN, pr=qgr=p=q.

Remarque :

(px1)=px(04+1)=px0+p=0+p=np.

1.5.2 Division euclidienne

Lemme 2 (Propriété d’Archimede). Si (a,b) € N x N,, il existe n € N
tel que nb > a.

Démonstration. Comme b > 1, et on peut prendre par exemple n = a + 1 :
(a+1)b>a+1>a. O

Théoreme 5. Si (a,b) € N x N,. [l existe un unique couple (q,r) d’entiers
naturels vérifiant a = nq + r.

Démonstration. — Montrons d’abord l'existence d’un tel couple. On va
montrer par récurrence sur p la propriété :

(Hy)) :(n<bp)=3(q,r) e NXN a=bg+re0<r<hb

Pour p = 0 c’est vrai car le faux implique le vrai. Pour p = 1, c’est
vrai car si n < p, on écrit n = 0.b + n. Montrons que la propriété
est héréditaire : Soit n < b(p 4+ 1). Si n < b la preuve est terminée.
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Sinon n > b, donc il exisxte un entier n; tel que n = ny + b. Comme
n < b(p+ 1), on a n’écessairement n; < bp. Donc d’aprés 'hypothese
de récurrence, on peut écrire, n;y = bqg +r avec ¢ € Net 0 <r < b. On
en déduit I'écriture n = (b + 1)g + r. Ainsi (H,) est réalisée pour tout
p. Soit maintenant n entier : d’apres la propriété d’Archimede, il existe
p tel que n < bp : comme H, est vraie, il existe (¢,r) € N x N avec
a=bg+ret0<r<hb.

— Montrons maintenant 1'unicité : supposons que 'on ait a = bg; + r1 =
bgo + 9. Quitte a échanger les roles, on peut supposer que ¢; < ¢o,
ainsi on peut écrire o = ¢; + d, avec d € N, d’ou il ressort bg; + r1 =
bgi + bd + ro, d’ott 71 = bd + r5. On a bd < bd + r9 = r; < b. Cela
implique que d = 0. On en déduit r; = 79 et ¢ = go.

m

1.5.3 Bases de numération

Théoreme 6. Soit b un entier naturel non nul. Pour tout entier naturel n,
on peut trouver un entier naturel p et une suite suite d’entiers (a,)o<k<p tel
que

p
n= Z aib®
k=0

avec
Vk € {0,....,p} 0<ap<bet(a,>0oup=0).

On dit alors que la suite aya,_1 . ..ag forme l'écriture de n en base b. Cette
écriture est unique.

Démonstration. — D’abord, I'existence de ’écriture en base b d'un entier
inférieur n strictement a b est évidente car chaque nombre inférieur
strictement a b est sa propre écriture en base b : p = 0 et ag = n. De
méme b s’écrit en base b : “10” : p=1,a9 =0,a; = 1.

On va montrer maintenant montrer I'existence par I'absurde. Soit A
I’ensemble des entiers qui n’admettent pas d’écriture en base b.

On suppose par I'absurde que A est non vide. Soit donc n son plus
petit élément. D’apres ce qui précede n > b. Effectuons maintenant la
division euclienne de n par b : on écrit n = bg + r, avec ¢ entier et
0 <r < b. On a forcément ¢ # 0, sinon on aurait n < b, ce qui n’est
pas possible. On ne peut pas non plus avoir ¢ = 1, car alors on aurait
on an =>b+r, ce qui constituerait une écriture de n en base b : “1r” :
p=1,a90 =7r,a1 = 1. Comme ¢ > 1, on a clairement n > 2b > b.

Comme b est strictement plus petit que le plus petit des entiers qui
n’admettent pas d’écriture en base b, b admet une écriture en base b :
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on peut écrire

P
qg="> apb”
k=0
avec
VEe{0,....,p} 0<ar<bet(a,>0oup=0).
Maintenant

P
n:r—}—bq:r—{—Zakka
k=0

Ainsi apa,—1 . .. apr constitue une écriture en base b de n, d’ou la contra-
diction.

Montrons d’abord que si en entier admet deux écritures, elles admettent
nécessairement le méme nombre de chiffres : si on a

P
n=> apb”
k=0
avec
Vk € {0,....,p} 0<ap<bet(a,>0o0up=0).
Sip=0,ona0<n<b Sinon, on a
P
W< apb? <n< S (b—1)bF =t — 1
k=0
Ainsi, si un entier naturel non nul n admet une écriture a p+ 1 chiffres,
on a b? <n < b1 —1. Donc si n admet une écriture a p + 1 chiffres et
une écriture & ¢+ 1 chiffres, on a b < n < P —1et b4 < n < b+ —1.
Dot b? < bt —1 et b7 < BPH1 — 1, ce qui implique p < g et ¢ < p, d’'out
p = ¢. Définissons la suite d’entiers natutels (gx)o<k<p par la récurrence
do ="
qr+1 = quotient de la division de ¢ par b
et définissons (g )o<k<p par la formule

rr = reste de la division de ¢ par b.

De la sorte, on a q; = bqr.1 + 1%, avec 0 < 1, < b. Considérons main-
tenant une écriture de n en base b.

P
n=>y apb”
k=0
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avec Yk € {0,...,p} 0 < ap < b. On va montrer que pour tout
i € {0,...,p}, on a r; = a;, ce qui montrera l'unicité Posons, pour
0<t<p:

p
Qi = Z akbk_i.
k=i

Il est aisé de voir que l'on a Q; = bQ; 1 + a;, de telle sorte que ;11
est quotient de la division de @); par b, et a; le reste de la division de
Q; par b. D’autre part, il est clair que Qg = n. Ainsi, on a

Ainsi, il est aisé de montrer par récurrence que g, = () pour tout
i€{0,...,p}.
Comme a; le reste de la division de ); par b et r; le reste de la division
de ¢; par b, il s’ensuit que a; = r; pour tout ¢ € {0,...,p}.

O

1.6 Exercices

1.

Pour chacun des couples suivants (X ,application) , dites si 'application
est une loi de composition interneou une loi de composition interne
associativesur X.

Dans tous les cas, on donnera une preuve du résultat annoncé.
— x sur R,.

— x sur R_.

— —sur R_.

— (x,y) — x Ay = max(z,y) sur R.

— (zv,y) — xzxy = |z —y|sur R.

— (x,y) — xzxy = |z —y| sur {0,1}.

. Dans un monoide quelconque, montrez que si axx = e et x xb = e,

alors nécessairement a = b

Si A et B sont deux parties d'un ensemble E., on définit la différence
symétrique de A et B :

AAB = (AU B)\(AN B).

Etudier les propriété de la loi A sur P(E).
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Soient z et y deux éléments inversibles d'un monoide. Montrer que x*y
est inversible. Réciproquement, si x % y est inversible, peut on afficher
que z et y sont inversibles ?

Si u et v sont éléments de | — 1, 1], on définit : u v = {117 * est-elle
une loi de groupe sur | —1,1[7

Soient a, b deux éléments d'un group (G, x) d’élément neutre cp/videe,
n un entier naturel. On suppose que (a*xb)" = e. Montrer que (bxa)" =
e.

Montrer qu’il n’existe pas de suite infinie (u,,),>0 strictement décroissante
a valeurs dans N.

8. Ecrire 12,57,128 en base 3.

9. Comment s’écrit en base 7 la somme du nombre qui s’écrit 1286 en base

10.

11.

12.

7 et du nombre qui s’écrit 3126 en base 7.

Un entier naturel n est dit pratique si chaque entier naturel inférieur
ou égal a n peut s’écrire comme somme de diviseurs distincts de n. Par
exemple 6 est pratique, car 1 =1,2=2,3=3,4=1+4+3,0=2+43,6=
6.

Montrer qu’il existe une infinité de nombres pratiques.

Dans le systeme a base 10, un nombre s’écrit 20800. Quelle est la base
du systeme de numération dans lequel il s’écrit 505007 Baccalauréat
série Math. Elem. , session 1967, sud Viet-Nam

Déterminer la base d’un systeme de numération dans lequel les nombres
123,140, 156 sont en progression arithmétique.



Chapitre 2

7

2.1 Relations d’équivalentes

Définition: On appelle relation d’équivalence sur un ensemble X toute re-
lation binaire R possédant les propriétés suivantes

— Symétrie : V(z,y) € X? 2Ry < yRuz.

— Réflexivité : Vo € X zxRu.

— Transitivité V(z,y, 2) € X3 (2Ry et yRz) = xRz=.
Exemple: Soit X et F deux ensembles et f une fonction de X dans F.
Alors, la relation binaire R sur X définie par

TRy = f(x) = f(y)

est une relation d’équivalence.

Par exemple, si X = {-2,—-1,0,1,2,3}, E = {0,1,2,3} et f(z) = |z|,
alors 2R(—2) mais pas 1R0.
Définition: On appelle systeme de représentants d’une relation d’équivalence
R sur un ensemble X une partie R de X telle que

Vee X 3lr e ReRr.

Dans notre exemple {0, 1, 2, 3} est un systeme de représentants. {—2,0, 1,3}
aussi. En revanche {0, 1,2} et {—2,0,1,2,3} n’en sont pas.

2.1.1 Relations d’équivalences et partitions

Définition: On appelle partition d'un ensemble X toute famille (A;);c; de
parties de X deux a deux disjointes dont la réunion fait X. En d’autres
termes, une partition de X est une famille (A;);c; de parties de X telle que
chaque élément de X appartienne a exactement une de ces parties.
Exemples:

13
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— Les ensembles {1,3,6},{2,5}, {4} forment une partition de 1’ensemble
{1,2,3,4,5,6}.

— Soit X et E deux ensembles et f une fonction de X dans E. Pour
tout e € E, on pose A. = f1({e}) = {z € X; f(x) = e}. Alors, les
ensembles (A )ccp forment une partition de X
Par exemple, si X = {-2,-1,0,1,2,3}, £ ={0,1,2,3} et f(z) = |z|,
on a AO = {0},141 = {—1, 1},142 = {—2,2},143 = {3}

Soit R une relation d’équivalence sur X. On considere ['application de X

dans P(X) (I'ensemble des parties, ou si I’on préfere, des sous-ensembles de

X)
X — PX)
v — {ye€ X;rRy}

C(z) est appelée classe d’équivalence de z. Remarquons que C(z) = C(y) si
et seulement si xRy. Il est facile de voir que I’ensemble des valeurs prises par
I’application C' forme une partition de X.

Exemple: Reprenons la relation d’équivalence sur X = {—-2,—-1,0,1,2,3}
définie par 2Ry <= (|z] =|y|). On a

C(=2) ={-22}
C(=1) ={-L1}
C(0) = {0}

C(1) ={-11}
C2) ={-22}
C3) = {3}

Afin d’aléger les notations, lorsque aucune ambiguité n’est possible, on
note 7 = C'(z).

Ainsi, les classes d’équivalences sont {—2;2},{—1;1},{0}, {3} : il est aisé
de vérifier qu’elles forment bien un partition de X.

Inversement, si on se donne une partition (A.).cp forment une partition
de X, il est possible de définir une relation d’équivalence correspondante : il
suffit de définir R par

TRy <= de;x e Ac ety € A..

2.1.2 Ensemble quotient

Définition: Soit R une relation d’équivalence sur X. On appelle quotient
de X par R et on note X/R l'ensemble des classes d’équivalences de X pour
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la relation R.

Exemple: Pour la relation d’équivalence sur X = {—2,—1,0, 1,2, 3} définie

par 7Ry <= (|z] = [y]), on a X/R = {{-2;2},{-1;1},{0},{3}}.
Remarque : sur un ensemle X quelconque, ’égalité est toujours une rela-

tion d’équivalence. Dans ce cas, chaque classe d’équivalence est constitué d’un

unique élément. Et on a X/R = {{z};2 € X}, que l'on peut évidemment

identifier a X.

Théoreme 7. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble X, R une
relation d’équivalence sur un ensemble X' et f une application de X dans
X'.

On suppose que

V(z,y) € X* 2Ry = f(z)R'f(y)

Alors, il existe une application f de X/R dans X'/R' telle que

Vee X f(x)= f(T).
On dit alors que application f passe au quotient.

Démonstration. Soit C' € X/R. C est une partie non vide de X. Notons
A = f(C). A est non vide car C non vide. Soient y; et y, deux éléments de
A. Par définition de A, il existe x; et xo dans C' C X tels que y; = f(x1)
et yo = f(x2). Par définition d’une classe d’équivalence, on a x;Rxs, ce qui,
par hypothese, entraine 3, Rys, soit 71 = 7. Ainsi A est un singleton, ce
qui signifie que pour tout C' € X/R, il existe un unique D € X/R tel que
f(C) € D. On va donc définir f(C) par f(C) = D.

Vérifions maintenant que l'application définie satisfait bien a la condition
voulue. Soit x € X ; notons C =7 et D = f(C) : f(C) C D. En particulier
z € C, donc f(x) € f(z), dou f(x) = f(T). O

Exemple: On considere la relation d’équivalence sur X = {—2,—1,0, 1,2, 3}
définie par 7Ry <= (|z] = [y]), on a X/R = {{-2 2}, {~1;1}, {0}, {3}}.
Considérons 'appication

X — Y=N

.Il—)l’z

On voit que f passe au quotient.

Corollaire 2. Soit X un ensemble, et x une loi le composition interne sur
X. On suppose que ~ est une relation d’équivalence sur X telle que

V(z, 2, y,y) € X* o~ ety~y = zxy~a xy,
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alors il existe une loi de composition interne x sur X/ ~telle que

V(z,y) € X? THy=T*7
Démonstration. On définit une relation d’équivalence R sur X x X par
Y((z,y), (@,9)) € X2 x X? (z,9)R(2,y) <= z~2 ety~y.

On définit alors f sur X? par f((z,y)) = x *y est on applique le théoréme
précédent. Il

2.2 Construire 7Z

La construction de Z ne va pas de soi. L’idée méme de considérer nombres
négatifs a longtemps été considérée, au mieux comme une astuce d’écriture,
au pis comme une diablerie.

Sans un cours de mathématique de college, on introduit souvent les nombres
relatifs comme représentants d’'un déplacement, par exemple le déplacement
d’'un ascenceur. Ainsi “42” est ce que l'on fait pour fasser du premier au
troisieme étage, et “-2” ce que l'on fait pour passer du troisieme au pre-
mier. Le probleme étant qu’il ne suffit pas, pour définir —2 efficacement, de
définir “-2” comme étant ce que l'on fait pour passer du 4e étage au second,
car ce faisant, on néglige, ce qui est tout aussi vrai, que “-2” ce que l'on
fait pour passer du 4e étage au second. Pour permettre d’identifier ces deux
déplacements comme deux avatars d’'un méme objet, on va utiliser la notion
d’ensemble quotient.

Définition: Soit ~ la relation d’équivalence sur N x N définie par

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c

On pose Z = Nx N/ ~. Si ’on note + la loi de composition interne sur N x N
définie par
(z,y) + (2,8) = (x + 2,y +1).

Il est clair que que
(,y) ~ (@' ¢) et (2,8) ~ (2, 1) = (z,y) + (2,8) ~ (2, ¢) + (2, 1)

Ceci permet ainsi de définir une addition sur Z grace au corollaire 2l
Quelques propriétés simples (a démontrer en exercice)
1.Vz€Z3ineN z=(n,0)ouz=(0,n).

2. Les applications n +— (n,0) et n — (0,n) sont injectives.
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3. V(a,b) e Nx N (a,b)+ (b,a) = (0,0) item V(a,b) € Nx N (a,0)+
(0,0) = (a+b,0)

4. V2z€Z z+(0,0)=(0,0)+2=z2

Ainsi, on voit aisément que (Z, +) est un groupe et que 'on peut identifier
N a l'ensemble des éléments de Z de la forme (0,n), tout en préservant les
propriétés de I'addition. Ainsi on écrira par exemple simple 5 € Z, au lieu de
(5,0) € Z.
Définition: Pour z € Z, on note —z 'opposé de z

2.3 La structure d’anneau

2.3.1 vocabulaire

Définition: Soit A un ensemble, + et x deux loi de composition interne sur
A. On dit que le triplet (A, +, X) est un anneau si
— (A, 4) est un groupe commutatif; ’élément neutre pour la loi + est
noté 0.
— (A, x) est un monoide
— La loi de composition interne x est distributive par rapport a + :
V(p,q,r) € A3 (p+q)Xxr=pxr+qgxr.etV(p,q,r)e A rx(p+
Q) Xr=rXxXp+rxaq.
Définition: On dit qu'un anneau commutative si la multiplication de cet
anneau est commutative.

2.3.2 Propriétés de Z

On admettra qu’il est possible de définir une multiplication x sur Z telle
que

Y(a,b) x (c,d) € (N*)* (a,b) x (c,d) = (ac + bd, bc + ad)

et telle que (Z, +, x) soit un anneau commutatif.

(La preuve n’est pas particulierement difficile, tous les ingrédients ont été
donnés ici, mais ce n’est pas franchement passionant, donc on pourra s’en
passer. )

2.3.3 Regles de calcul

Définition: Soit (A, +, x) un anneau. On note 14 (ou 1) I’élément neutre
pour la multiplication dans A. On définit les puissances de a par a® = 1 et
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la récurrence a"t! = ¢™ x a. On montre sans difficulté
Y(n,p) € N°a"? = a" x a”

Si a est inversible, on définit, pour n > 0 @™ par la récurrence a~ 1) =
a~™ x a~!. On montre alors de méme

Y(n,p) € Z*a™P = a" x a”.

I n’est pas difficile de montrer que si a et b commutent ( c’est a dire si

ab = ba), alors Vn € N (ab)" = a™b".

Théoréme 8 (Binéme de Newton). Soit (A, +, x) un anneau. Pour tous
éléments a et b de A tels que ab = ba, on a

(a+b)" = Enj (Z) a" o,

k=0

Démonstration. On va montrer cela par récurrence. Pour n = 0, l'identité
se résure a 1 = 1 tandis que pour n = 1, c’est simplement a + b = a + b.
Supposons donc l'identité vérifiée au rang n, et montrons qu’elle est alors
vérifiée au rang n + 1.

(a+b)"™" = (a+b)(a+b)"

= (a+Db) Enj (Z) at o r

k=0

Y ktlin—k - <”> kpn—k+1
a”" b + a®b
(ke 2

M k1 (nt1)—(k+1) (N kn—kt1
<k>a b +Z A a®b

k=0

A

_ a"“ + Z ( > n+1 + Z < > kzbn—k’-i-l +bn+1
o \k—1

_ an+1+ = << n >+ <n>>akb(n+l)—k+bn+l
2 leo1) Tl

_ n+1b+zn:<”+1> kp(ntl)—k 4 pntl

n+1
— Z (n _]: 1> akb(n-l—l)—k

k=0

|
NE

k

Il
o

I
S
(1=
= O
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2.4 Exercices

1. Dans I’ensemble des éleves d’une classe, la relation binaire “étre de sexe
opposé” est-elle une relation d’équivalence ?

2. On note
Z[i] = {a + ib; (a,b) € Z x Z}.
(a) Montrer que Z[i] est un anneau commutatif (on admettra que C
est un anneau commutatif).
(b) Pour z = a + ib € Z[i], on pose N(z) = a* + b*>. Montrer que
N(z2') = N(2)N(Z).
(¢) Montrer dans Z l'identité de Lagrange :

(a® +b*)(c* + d*) = (ac — bd)* + (ad + be)?.

(d) L’identité de Lagrange est-elle vraie dans tout anneau commuta-
tif 7

(e) Soit A un anneau commutatif. On note M I’ensemble des éléments
de A qui peuvent s’écrire comme somme de deux carrés. Montrer
que (M, x) est un monoide.

3. Soit j = exp(2F). Montrer 1+ j + j* = 0. On note
Zlj) = {a+jb;(a,b) € Z x Z}.
Montrer que Z[j] est un anneau commutatif (on admettra que C est un

anneau commutatif).

4. On dit qu’en élément x d’un anneau A est nilpotent si il existe n > 0
tel que 2™ = 0. Dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de z le plus
petit n tel que 2™ = 0. Montrer que I’ensemble des éléments nilpotents
d’un anneau commutatif forme un anneau.

5. Soit A un anneau, e son élément unité pour la multiplication.

(a) Montrer que si deux éléments a et b de A vérifient ab = ba, alors
pour n > 1, on a

n—1
"=V = (a—0)Y dvh
k=0

(b) Montrer que si x est nilpotent, alors e — x est inversible.

(c) Montrer que si x est nilpotent et que 2’ est I'inverse de e — x, alors
e — x est nilpotent.
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6. Soit A un anneau, e son élément unité. Pour z, élément nilpotent d’in-

dice p, on pose
p P

exp(r) kz::o o
Soient a et b deux éléments nilpotents de a Pourquoi a-t’on le droit de
parler de exp(a+b) ? Montrer que exp(a+ b) = exp(a) exp(b). Montrer
que pour tout nilpotent z exp(x) est inversible.

7. Théoréme de Lagrange Soit G un groupe fini. et H un sous-groupe de
G. On définit une relation binaire Ry sur GG par

(gRug') <= 3Ihe H ¢ = gh.

a) Montrer que Ry est une relation d’équivalence.
q q

(b) Montrer qu'il y a exactement |H| classes d’équivalences pour Ry
et qu’elles ont toutes le méme cardinal.

(c) En déduire que |H| divise |G|.

(d) Soit z € G. Montrer qu’il existe n entier naturel non nul tel que
2™ = e. Indication : Considérer la suite e, z, 22, 23,... On appelle
ordre de x le plus petit entier naturel non nul tel que z" = e.
Montrer que l'ordre de z divise |G|.

8. Théoreme de Cauchy
(G, *) désigne un groupe fini, d’ordre n, d’élément neutre e. p est un
diviseur premier de n. On désigne par o la bijection de {1,...,p} dans
lui-meme définie de la maniere suivante : o(p) = 1 et

Vie{l,....p—1} o(i)=i+1.

On définit, par récurrence, o pour tout entier naturel k par : ¢® = Id
et oFtl =g o o*.

a) Vérifier que, si r désigne le reste de la division euclidienne de k
g
par p, on a o* = o".

(b) On définit une partie G de E par
E={(z1,...,2,) € G" z1%---xx, =¢e}.
(c) On définit une relation binaire R sur F par

((z1,...2p)R(2,...2))) <= (FkeN Vie{l,... plr)=1z,m0).

p

i. Vérifier que R est une relation d’équivalence sur E.
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ii. Vérifier que les classes d’équivalences pour la relation R ont
chacune 1 ou p éléments.

(d) On note a le nombre de classes pour R ayant 1 élément, 3 le
nombre de classes pour R ayant p éléments. Montrer que

a+Bp=nPt

(e) En déduire qu'il existe un élément x de G distinct de e tel que
P =e.

9. On considere 'ensemble
G={r+yvV2;2% — 2% =1}

(a) Montrer que G est un groupe.

(b) Soient z et 2z’ dans G, avec z = = + yV2 et 2/ = 2’ + V2, avec
r>2 >1,y>0ety >0. On poset = z(z')"!. Soient a et 3
entiers tels que t = a + 3v/2. Montrer que 1 < a < z et 3 > 0.

(¢) Quel est le plus petit entier x tel qu'il existe y > 0 avec z +yv/2 €
G?

(d) Montrer que G = {(3 4+ 2v/2)";n € Z}.

(e) Décrire I’ensemble des points a coordonnées entieres de ’hyperbole
d’équation

2 —2y* =1.
10. Soit u un endomorphisme de R%. On suppose que u est un projecteur,
c’est a dire que u o u = u. On note

V = {ald + bu; (a,b) € R x R}.

Montrer que V', muni de I'addition des endomorphismes et de la com-
position comme loi mutliplicative, est un anneau.
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Chapitre 3

Divisibilité

3.1 Sous-groupes de Z

Pour tout entier naturel nul n, on note nZ ’ensemble des multiples de n :

nZ = {kn; k € Z}.

Théoréme 9. Les ensembles A tel que (A, +) soit un sous-groupe de (Z,+)
sont exactement les ensembles de la forme nZ, ou n décrit 'ensemble des
entiers naturels.

Démonstration. — Sens direct : tout sous-groupe de Z est de la forme nZ.
Soit A un sous-groupe de Z. Si A est réduit a {0}, on a terminé car
{0} = 0Z. Sinon, A contient au moins un élément non nul (mettont
x). Lorsque = est dans A, —z y est aussi. Mais de = et de —z, I'un
des deux est stricement positif. On en déduit que ’ensemble A NN, est
non-vide. Soit donc ng le plus petit élément de A N N,.. On va montrer
que A = nyZ.

On montre par récurrence sur k que pour tout k € N, kng € A (utiliser
I'identité (k + 1)ng = kng + np). On en déduit que pour tout k € N,
—kng € A. Finalement ngZ C A.

Soit n un élément de ANN,. On effectue la division euclidienne de n par
ng :n=nogq+1r avec 0 < r < ng. On a nécessairement ¢ > 0, sinon le
caractere minimal de ng serait contredit. Il s’ensuit que 0 < r < n. On
ar =mn+(—ngq). n et —ngq sont dans A, or A est un groupe donc r est
dans A. r est positif, il est dans A et est strictement plus petit que nyg :
il ne peut étre strictement positif, sinon cela contredirait le caractere
minimal de ny : on a donc r = 0, soit n = ngq, ce qui signifie que
n € noZ. Reste avoir les éléments négatifs : soit n un élément négatif

23
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de A; —n est un élément positif de A, donc —n € nyZ, donc n € nyZ.
Ainsi A C ngZ, ce qui acheve la preuve.

— Réciproque : tout ensemble de la forme nZ est un sous-groupe de Z.
La preuve est laissée en exercice.

]

3.2 PGCD

3.2.1 Compléments sur les groupes

Lemme 3. Soit (G, x) un groupe. Soit H une famille de parties de G telle
que pour tout H € H, (H, X) est un sous-groupe de G. Alors (NgenH, X)
est un sous-groupe de (G, X).

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. Il

Définition: Soit (G, x) un groupe, X une partie de G. On appelle sous-
groupe engendré par X lintersection de tous les sous-groupes de G qui
contiennent X (il existe au moins un tel sous-groupe, gar G en est un).
D’apres le lemme précédent, ¢’est bien un sous-groupe de (G, x). Par construc-
tion, c’est le plus petit sous-groupe de G qui contienne X. On le note < X >.
Définition: Si z est un élément d'un groupe G, on appelle sous-groupe
engendré par x et on note simplement < x > le sous-groupe de G engendré
par le singleton {z}.

Exemple: Pour n € Z <n >=nZ.

Définition: On dit qu'un groupe G est monogene si il existe x € G tel que
G=<ux>.

Exemple: On a montré que les sous-groupes de Z sont tous monogenes.

3.2.2 PGCD de deux entiers

Définition: Soit a et b deux entiers relatifs. L’entier positif n tel que <
n >=< {a,b} > est appelé plus grand commun diviseur (PGCD) des entiers
a et b. On note a Able PGCD de a et de b

Définition: On dit que deux entiers sont premiers entre eux si leur PGCD
est égal a 1.

3.2.3 Propriétés de base

Si n est un diviseur de a et de b, alors a et b appartiennent a < n >,
donc < a A b > est un sous-groupe de < n >, ce qui implique que n divise
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< a Ab>. Comme un diviseur de a A b divise évidemment a la fois a et b,
on peut dire que ’ensemble des diviseurs de a et b est exactement 1’exemble
des diviseurs de a A b.

Théoreme 10. Soient a et b deux entiers relatifs. On a
(aND)Z = {au + bv; (u,v) € Z x Z}.
En particulier, il existe des entiers relatifs u et v tels que
au+bv=aANb.

Démonstration. Considérons G = {au+bv; (u,v) € ZxZ}. 1l est facile de voir
que G est un sous-groupe de Z et qu’il contient a la fois a et b. Par définition
< a,b > est 'intersection de tous les sous-groupes de Z qui contiennent a et
b. Donc < a,b >C G, soit (a Ab)Z =< aANb >C G. Réciproquement, comme
< a,b > contient a et b, il est évident qu’il en contient les combinaisons :
G C<a,b>=(aNb)Z. O

Corollaire 3 (Identité de Bezout). Soit a et b deuz entiers relatifs. a et
b sont premiers entre eux si et seulement si il existe des entiers relatifs u et
v tels que au + bv = 1.

Démonstration. Supposons qu’il existe existe des entiers relatifs u et v tels
que au + bv = 1. a A b divise a et b, donc divise au + bv = 1. Comme il
est positif, c’est donc 1. La réciproque est une conséquence immédiate du
theoreme précédent. l

Quels que soient les entiers relatifs a, b, ¢, on a
l.anb=0bAa.
2. caNchb=|c|/(bAa).

Démonstration. 1. Evident.

2. Soient u et v deux entiers tels que au+bv = aAb. On a (ac)u+ (bc)v =
c(a A'b), ce qui signifie que c(a A b) €< ac,bc >=< ac A bc >, ce qui
signifie que ac A be divise ¢(a Ab). D’autre part a A b divise a et b, donc
c(a A 'b) divise ac et be, donc c(a A b) divise ac A be. ¢(a Ab) et ac A be
se divisent I'un I'autre et sont positifs : ils sont donc égaux.

[]
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3.2.4 Algorithme d’Euclide

Lemme 4 (Lemme d’Euclide). Quels que soient les entiers relatifs a, b, q,
on aaNb="0bA (a—qb). En particulier si r est le reste de la division
euclidienne de a par b, on a a Nb=bAr.

Démonstration. A I'évidence a A b divise a la fois a et b, donc a la fois b
et @ —qgb : aAb est donc un diviseur de b A (a — ¢gb). Maintenant, on a
a=(a—>bq)+bq:bA (a—qb)divise a — bq et bq, donc a. Il divise donc a et
b, donc a Ab. aANbet bA (a—bq) se divisent I'un l'autre et sont positifs : ils
sont donc égaux. O]

Théoreme 11. Pour calculer le PGCD de deux nombres entiers positifs,
on peut utiliser [’Algorithme d’Fuclide : on définit par récurrence une suite

(an), (bn)

([ ay=a

i { bo - b

{ ap41 = bn

'( { bni1 = reste de la division de a, par b,

On s’arréte dés que b, = 0. Alors a A\ b vaut a,,.

Démonstration. D’apres le lemme d’Euclide, on a a,41 A bpi1r = an A by.
Comme a A b, on a pour tout n : a, Ab, = aANb. Sib, =0, on a alors
an Nb, = a, N0 = a,.

Il reste a prouver qu’un tel n existe bien. Raisonnons par ’absurde : si il
n’y avait pas de tel n on pourrait a l'aide de la formule de récurrence définir
des suite infinies (a,), (b,). Mais b,41 est le reste de la division euclidienne
de a, par b,, donc b,.1 < b,. On aurait donc une suite infinie strictement
décroissante d’entiers naturels, ce qui est impossible. Il

Exemple: Calcul de 1980 A 632.

an, by, a= bx q+ r
1980 | 632 | 1980= 3x632+84
632 | 84 | 632= Tx 84+44
84 | 44 84= 1x 44+40
44 | 40 44= 1x 40+ 4
40 4 40=10x 4+ 0
4 0 | PGCD=4

A partir de I'algorithme d’Euclide, on peut trouver une solution pour
I’équation au + bv = a A b. En effet si on a

{a:bq—i-r

QY| W N~ O3

bu+rv=d "’
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on a (a—bg)v =rv=d—bu, soit av+ b(u — qv) = d. Autrment dit, une
solution (u,v) pour I’équation de Bezout associée au couple (b, ) induit une
solution (v,u — quv) pour I’équation de Bezout associée au couple (a, b).

Dans 'algorithme d’Euclide, le dernier couple considéré est toujours de
la forme (a,0), dans ce cas il y a une solution évidente : le couple (1,0), car
4=4x%x140x0.

Ainsi, si ng est le premier entier n tel que b, = 0, on peut construire une
suite (U, Un)o<n<n, Par récurrence descendante :

(| U, =1
|| U =0
{ { Up = Un41

\ Un = Un+1 — GnUn+1

ou g, est le quotient de la division de a,, par b,.
Exemple: Détermination d’une solution de I’équation 1980u + 632v = 4.

ni ap | by | qn a= bX q+ 7| Up | Uy = Upr1 — Gn X Upi
0 1980|632 | 3 | 1980=632x 3484 | —15| 47 = 2 — 3 x (—15)
L] 632 | 8 | 7| 632= 84x 7+44| 2 |—-15=(-1)— 7x 2

21 84 | 44 | 1 84= 44x 1440 | -1 2 = 1 — 1x (-1
31 44 | 40 | 1 44= 40x 1+ 4| 1 1= 0 — 1x 1
41 40 4 |10 40= 4x10+ 0| O 1 = 1 —10x 0
5 4 0 | PGCD =14 1 0

Vérification : 1980 x (—15) 4+ 632 x 47 =4

3.2.5 Lemme de Gauss — Application a la résolution
de I’équation de I’équation au + bv =n
Lemme 5 (Lemme de Gauss). Quels que soient les entiers relatifs non

nuls a,b,d, on a
dlab et a Nd =1= d|b.

Démonstration. Si a et d sont premiers entre eux, alors il existe u et v tels
que au + dv = 1. En multipliant par b, on obtient (ab)u + d(bv) = b. d divise
ab et d, donc il divise b. l

Corollaire 4. SiaAn=1etbAn =1, alors (ab)|wedgen = 1.
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Démonstration. (ab) A n est un diviseur de n. Il est donc premier avec a
puisque a est premier avec n. Mais (ab) A n est aussi un diviseur de ab. C’est
donc un diviseur de b, d’apres de lemme de Gauss. C’est un diviseur b et de
n, donc c¢’est un diviseur de b An =1 : c¢’est donc 1. O

Remarque : cette proposition peut s’étendre par récurrence au produit
d’un nombre quelconque de termes.

Résolution de I’équation de I’équation au + bv =n

Soient a, b, n entiers relatifs fixés On veut trouver tous les couples (u, v) €
7 x 7. tels que au + bv = n. Tout d’abord, on a vu au théoreme [I0 que les
entiers de la forme au + bv étaient exactement les multiples de a A b. Donc si
a A b ne divise pas n, il n’y a pas de solution.

Sinon, considérons une solution particuliere (ug,vp) (une telle solution
peut étre trouvée en appliquant la méthode d’Euclide, puis en multipliant
par & la solution trouvée.) Soit donc (ug,vo) tel que aug + bvy = n. Soit
(u,v) un autre couple tel que au + bv =n : on a, en faisant la différence :

a(u —up) +b(v —wvg) =0
Posons @' = a/(aAb) et b =a/(aAD):on a

a'(u—up)+b'(v—19) =0

Il s’ensuit que b divise a'(v — vg). Mais I’ et o’ sont premiers entre eux, donc
b’ divise u — ug : il existe un entier relatif & tel que u — ug = kb'. On conclut
alors que v — vy = —ka’'. Ainsi, toute solution s’écrit sous la forme

(u7 7}) = (u07 UO) + k(b,a _al)a

ou (ug, vg) est une solution particuliere. On vérifie facilement que tout couple
qui s’écrit ainsi est une solution de 1’équation au + bv = n.
Exemple: Résolution de I’équation 30u + 12v = 24.

On applique I’Algorithme d’Euclide

Nl a,|by|gn| a= bXq+r | Up| vy = Upi1 — @n X VUnit
013012 2 |30=12x24+61| 1 |-2= 0 — 2x 1
1112]6 |2 [12=6x2401 0| 1 = 1 — 2x 0
2160 | PGCD=6 110

Le PGCD 6 divise bien 24, donc il y a une solution. Grace a 1’algorithme
d’Euclide, on obtient la solution de I’équation de Bezout associée 30 x 1 +
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12 x (=2) = 6 En multipliant par 4, cela nous donne bien une solution
particuliere : (ug,vg) = (4, —8) :

30 x 4412 x (—8) = 24.
On a 30/(30 A 12) = 30/6 = 5 tandis que 12/(30 A 12) = 12/6 = 2.
On obtient finalement
{(u,v) € ZxZ 30u+ 12v =24} = (4,-8) + Z(2,-5).

Remarque : si on remarque tout de suite que 30 et 12 sont divisibles par 6,
on transforme I’équation en 5u+2v = 4, ce qui simplifie les calculs ultérieurs.

3.2.6 PGCD de plusieurs entiers

Définition: Soient aq,...a; des entiers relatifs. L’ensemble

G = {ayny + agng + ... agng; (na, .. .ng) € ZF}.

est le sous-group de Z engendré par ay,...ax :< {aq,...a;} >. L'unique en-
tier naturel d tel que G =< d >= dZ est appelé PGCD des entiers aq, ..., ag.
Comme dans le cas de deux entiers, on montre qu’un diviseur de a, ..., ay

est nécessairement un diviseur de leur PGCD.
Définition: Soient aq, . .. a; des entiers relatifs. On dit que les entiers aq, . . . ax
sont premiers dans leur ensemble si leur PGCD est 1.

Théoréeme 12 (Associativité du PGCD). Soient ay,...ax, by, ... b, des
entiers relatifs. On note A le PGCD de aq,...a, B le PGCD de bq,...b, et
C le PGCD de ay,...ag,by1,...b,. Alors C = AN B.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que
<a1,...ak,b1,...bn >) =< ay,...a; > + <b1,...bn > .
O

Cela nous autorise a noter a; Aas A---Aa, le PGCD des entiers ay, ... a

pris dans leur ensemble.
Exemple: Calcul du PGCD de 322,126 et 21

On commence par calculer 322 A 126 :

ni a, | by | qn a= bxqg+ r
3221126 | 2 | 322=126x2+470
126 | 70 | 1 | 126= 70x14-56
70 | 56 | 1 | 70= 56x1+414
56 | 14 | 4 | 56= 14x4+ 0
14| 0 |PGCD =14

=W = O
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Et ensuite 21 A 14.

an | by | qn | a= bXqg+r
21 14| 1 |21=14x1+7
1417 | 2 |14= 7x2+0
710 | PGCD=7

N~ O3

Ainsi 322 A 126 A 21 = 7.

3.3 PPCM de deux ou plusieurs entiers

Définition: Soient aq,...a; des entiers relatifs. L’intersection des groupes
a2, as, . . .apds :
G = ﬂle(aiZ)

est un sous-groupe de Z. On appelle plus petit commun multiple de ay, ... ag
I"unique entier naturel m tel que mZ = G.

Par construction, si un nombre n est multiple de a4, ...ay , ¢’est un mul-
tiple de leur PPCM.

Comme l'intersection est associative, le PPCM I’est aussi : on note donc
a1 VasV---Va, le PPCM des entiers aq, ... a; pris dans leur ensemble.

Théoreme 13. Soient a,b des entiers relatifs quelconques. On a

(aV b)(aAb)=ab.

Démonstration. Le nombre aa—/l}:b est un multiple de a, car a% = ﬁ x a. C'est
aussi un multiple de b, car 2% = — x b. C’est donc un multiple de a V b.

Ainsi (a Vv b)(a A b) divise ab. Soient u et v deux entiers relatifs tels que
au + bv = a A b. En multipliant 'identité par a V b, on obtient

a(aVb)u+ (aVb)bv=(aAb)(aVb).

Comme a V b est un multiple de b, a(a V b) est un multiple de ab. De méme
(a V b)b est un multiple de ab. Finalement (a A b)(a V b) est un multiple de
ab. Les entiers positifs ab et (a A b)(a V b) se divisent 'un l'autre : ils sont
donc égaux. O]

Exemple: Calcul de 120 V 55.
On calcule d’abord 120 A 55 :
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an | bn | qn a= bxq+ r
120 | 55 | 2 | 120=55%2+10
55 [10 | 5 | 55=10x5+ 5
10 | 52| 10= 5x2+ 0
510 |PGCD=5

Wi —o 3

_ 120x55 _ 120x55 _ _
On a alors 120 V 55 = 1207\55 = 5X =120 x 11 = 1320.

3.4 Congruence

Définition: Soit n un entier non nul. On définit une relation binaire sur Z
appelée congruence modulo n et notée . = .[n] définie par

(a=bn]) <= (a—benZ).
Il est facile de voir que la congruence modulo n est une relation d’équivalence.
Quelques propriétés :
1. a="b[n] et c=d [n| impliquent a + ¢ = b+ d [n]
2 b [n] et ¢ = d [n] impliquent ac = bd [n]
3. a = [n] implique Vk € N aF = bF [n].
4. a = b [n] implique ac = be [nc]
5. Si d divise n, alors a = b [n] implique a = b [d]
6. Sia=0b[n|eta=b|m|, alorsa=0b[nVm]

Exemple: Calcul du chiffre des unités de I’écriture décimale de 3%°2. On a

32 = —1[10]

31 =1 [10]

3400 =1 [10]

3102 — 3100 32 — 1 [1(]
3102 = g [10]

Donc le chiffre des unités de I’écriture décimale de 312 est 9.
Exemple: En utilisant les congruences modulo 5, on montre que ’équation
2% — 132z + 6 = 0 n’a pas de solution entiere.

On remarque d’abord que 2* — 13246 = 2*+22+1 [5] (La nouvelle expre-
sion est plus facile a calculer). Ensuite en teste pour toutes les congruences
modulo 5 possibles
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— 3+ 2 +1=1[5]
= 23+ 2r+1=3[5]
= 23+ 2r+1=3[5]
[5]
[5]

CHE
Il

S =)
[S)]

ot Ot

= 3 +2x—|—1:4 5

—_— o — — —

Ut
iR . A

Ainsi, pour tout  entier, 23 — 13z 4 6 n’est jamais congru & 0 modulo 5.
Il ne peut donc jamais étre nul.

3.5 Exercices

1. Montrer qu’un entier natuel est congrus a la somme des chiffres de son
écriture dans la base b modulo b — 1.

2. (a) Etudier, suivant les valeurs de l'entier naturel n, le reste de la
division par 7 du nombre A = n? —n + 1.

(b) En déduire les entiers n tels que le nombre A soit divisible par 7.
(c) Déterminer le reste de la division par 7 du nombre B = 27532 —
2753 + 1.
Baccalauréat série C 1968, Cambodge et Laos
3. (a) Déterminer, dans 'ensemble N des entiers naturels, toutes les so-

lutions de I’équation
20 — 3y = 0.

(b) Déterminer, dans ’ensemble N des entiers naturels, une solution
de I’équation
20 — 3y = 3.
En déduire toutes les autres solutions.
Baccalauréat série C, septembre 1968, Montréal et New York

4. Trouver le reste dans la division par 7 du nombre 65%4¢. Baccalauréat
série Mathématiques élémentaires, 1967, Antilles

5. Construire tous les couples d’entiers positifs vérifiant la relation 3x +
13y = 166.

6. Quels sont les entiers positifs n pour lesquels 15 x 3" — 3 est divisible
par 77 Baccalauréat série math. élem., session octobre-novembre 1967,
Mexico
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10.

11.

12.

Quel peut étre, suivant les valeurs du nombre entier naturel n, le reste
de la division par 7 du nombre 2" ? En déduire le reste de la division
par 7 du nombre N = 247349

(a) Sans effectuer la division de 761945 par 11, trouver le reste de
cette opération.

(b) Montrer qu’en changeant un seul chiffre du dividende, on peut le
rendre divisible par 11. Indiquer tous les nombres divisibles par 11
que l'on peut obtenir de cette fagcon. Quels sont, parmi eux, ceux
qui sont également divisibles par 157

. Déterminer les chiffres = et y de fagon que le nombre qui dans le systeme

décimal s’écrit 28275y soit divisible a la fois par 3 et par 11.

Soit g et r le quotient et le reste de la division d’un nombre entier a par
un nombre entier b. Sachant que a + b+ r = 3025 et ¢ = 50, rétablir la
division.
(a) Comment faut-il choisir I’entier naturel n pour que le nombre A =
2™ — 1 soit divisible par 97
(b) Montrer que si cette condition est réalisée, le nombre A est divi-
sible par 7. Quel est le reste de la division de A par 217

En utilisant la théorie des congruences, déterminer la forme générale
des entiers naturels n tels que n® — n + 1 soit divisible par 7.



34

CHAPITRE 3. DIVISIBILITE



Chapitre 4

Nombres premiers

4.1 Définition et premieres propriétés

Définition: On dit qu’un entier naturel est un nombre premier lorsqu’il est
différent de 1 et quil n’est pas possible de ’écrire comme produit de deux
entiers naturels différents de 1.

Lemme 6. Soit n un entier naturel et p un nombre premier. Si p ne divise
pas n, alors p et n sont premiers entre eux.

Démonstration. p An est un diviseur de p. C’est donc p ou 1 Dans le premier
cas, p|n, dans le deuxiéme cas p et n sont premiers entre eux. l

Lemme 7. Soit a,b deux entiers naturel et p un nombre premier. Si p divise
ab, alors pla ou p|b

Démonstration. Supposons donc que p divise ab. Si p ne divise pas a, alors
d’apres le lemme précédent, il est premier avec a. Donc, d’apres le lemme de
Gauss, p divise b. O

Lemme 8. Soit n > 1. Le plus petit diviseur de n strictement supérieur a 1
est un nombre premier.

Démonstration. Tout d’abord, ’ensemble des diviseurs de n strictement supérieurs
a 1 est non vide, puisqu’il contient n : il a donc bien un plus petit élément.
Soit d cet élément. Si d n’était pas premier, il existerait des entiers a et b
strictement supérieurs a 1 tels que d = ab. Mais alors on aurait 1 < a < d et
aln, ce qui contradirait le caractére minimal de d. l

Corollaire 5. 5% un entier n > 1 n’est pas premier, il admet au moins un
diviseur premier inférieur ou égal a \/n.

35
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Démonstration. Soit p le plus petit diviseur de n strictement supérieur a 1.
C’est un nombre premier. Soit g 'unique entier tel que n = pq. ¢ > 1 car
sinon n serait premier. g est donc un diviseur de n strictement supérieur a 1,
donc ¢ > p. Cela entraine n = pg > p*. O

Exemple: Supposons acquis que les nombres 2, 3,5, 7 sont les nombres pre-
miers inférieurs a 10. 97 n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, ni par 7. Il
n’y a pas d’autre nombre premier p tel que p? < 97. Donc 97 est un nombre
premier.
Liste des nombres premiers entre 1 et 100 :
235711131719 2329 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97.
Pour résoudre des problemes d’arithmétique, il est bon de savoir retrouver
facilement les plus petits des nombres premiers. Remarquer que, excepté
91 = 7 x 13, la primalité de tous les nombres plus petit que 100 peut étre
testée a 'aide des criteres de divisibilité par 2, 3,5, 11.

Théoreme 14. L’ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Supposons qu’il n’existe quun
nombre fini de nombres premiers. Notons alors M leur produit. Aucun nombre
premier ne divise M + 1, sinon il diviserait 1 (car tout nombre premier divise
M). Pourtant on sait que tout nombre entier admet un diviseur premier. Il
y a donc une contradiction. O]

4.2 Décomposition d’un nombre en produit
de facteurs premiers

Définition: Soit n en entier naturel et p un nombre premier. On appelle
valuation p-adique de n et on note v,(n) le plus grand entier i tel que p’
divise n.

4.2.1 Existence et unicité de la décomposition

Théoreme 15. Soit n un entier strictement supérieur a 1. On note P,
l’ensemble des diviseurs premiers de n. Il existe une unique suite d’entiers

(vp(n))pep, telle que

De plus, on a
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Démonstration. — Existence
Considérons 'ensemble des entiers k tels qu'il existe une suite (u;)1<i<k
d’entiers strictement supérieurs a 1 avec

k

II wi =n.

i=1

Cet ensemble est non vide car 1 est dedans (considdérer la suite d'un
unique terme n) et bornée car

k
ok > Hul =n.
i=1

Soit kg son plus grand élément et considérons une suite Hfil u; = n.
Chaque terme du produit est nécessairement un nombre premier car
sinon, on pourrait en 1’écrivant sous forme d’un produit de deux termes
différents de 1 obtenir une suite de longueur ng + 1 dont le produit fait
n, ce qui contredirait la maximalité de ng. Par définition, chacun de
ces nombres premiers est un diviseur de n. En regroupant les nombres
égaux, on obtient la factorisation annoncée.
— Unicité
Considérons une écriture

Pour tout p € P, p”*™|n, donc v,(n) > v,(n). Raisonnons par I'ab-
surde et supposons qu'il existe py tel que v,(n) > v,(n) : il existerait k

n)

entier tel que n = kp,” o , soit

kpgpo (n)—vpy (n) — H pup(n)

PEP\{po}

Il s’ensuit que py divise [ e p,\ fpo} p*»(™donc py n’est pas premier avec
Ioep\ fpo} p?(") | ce qui est évidemment faux puisqu'’il est premier avec
tous les termes du produit.

]

4.2.2 Application au calcul du PGCD et du PPCM

Théoreme 16. Soit a et b deux entiers naturels. On a pour tout p premier
~ vyla Ab) = min(v,(a), vy(5)).
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~ (@ b) = max(vy(a), v, (b))

Démonstration.

prin(ep(@)vp () divise p»(@), qui lui-méme divise a, donc p™»¥r(@)»(®) divise
a. De méme p™n(@r(@)2®) divise b. Donc p™»vr(@):w»®) divise a A b. Donc
vp(aAb) > min(v,(a), v,(b)). Maintenant soit ¢ tel que p’ divise aAb. On a p'|a.
Donc i < vy(a). De méme i < v,(b), d’ott ¢ < min(v,(a),v,(b)). En particulier
vp(a A b) < min(v,(a),v,(b)). Finalement v,(a A b) = min(v,(a), v,(b))

Considérons ’entier

M = H pmax(vp(a),vp(b))
pvp(a)+vp(b)>0

A I'évidence M est multiple de a tout comme de b. M est donc un multiple de
aVb. Il s’ensuit que pour tout p, on a v,(aVb) < v,(M) = max(v,(a),v,(b)).
Pour tout multiple m de a, on a v,(m) > v,(a). De méme pour tout multiple
m de b, on v,(m) > wv,(b). Appliqué & m = a V b, cela donne v,(a V b) >
max(vy(a), vy(D)). O

Corollaire 6. Soient a et b deux entiers naturels. On a

anb= [ prs@me)
pvp(a)+vp(b)>0

avb= [ pes@mne)
pivp(a)+up(b)>0

Exemple: Calcul du PPCM et du PGCD de 1248 et 2600
On a
1248 = 2° x 3 x 13

et
2600 = 23 x 52 x 13
D’ou
1248 A 2600 = 2% x 13 = 104
et
1248 V 2600 = 2° x 3 x 5% x 13 = 31200
Vérification :

104 x 31200 = 3244800 = 1248 x 2600.
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4.3 Exercices

—

. Déterminer ’ensemble des diviseurs positifs de 1207
2. Combien y a-t’il de diviseurs positifs de 1000 ?

3. Montrer qu'un nombre est le carré d’un entier si et seulement si il a un
nombre impair de diviseurs positifs .

4. Déterminer le plus petit entier ayant 15 diviseurs positifs.

1

(a) Montrer que
— si deux nombres ne sont pas premiers entre eux, I’'un au moins
de leurs diviseurs communs est premier ;
— si deux nombres sont premiers entre eux, tout nombre premier
qui divise leur produit divise I'un et est premier avec 'autre;
— si deux nombres sont premiers entre eux, leur somme et leur
produit sont aussi deux nombres premiers entre eux.
(b) Calculer deux nombres, connaissant leur somme, 135, et leur plus
petit multiple commun, 504.

Baccalauréat série C, session de septembre 1968, groupe I
6. Soit, en numération en base a (@ > 3) le nombre N = 1320.

(a) Montrer que ce nombre est divisible par a, a + 1, a + 2 et se met
sous la forme a(a + 1)(a + 2).

(b) Pour quelles valeurs de a est-il divisible par a — 17

(c) En prenant pour valeur de a la plus petite de celles trouvées a
la question précédente, décomposer N en produit de facteurs pre-
miers.

Baccalauréat série math. élem., sujet de remplacement 1967, Antilles

7. (a) Soit p un nombre premier. Montrer que
400 n
vp(n!) =Y Ent(—).
k=0 p

(b) En déduire I'inégalité
" 1< vp(n!) <

n n
D p

+p(p—1)'

En considérant I'expression (1+1)*"*!, montrer (*"!) < 4™. En
déduire la majoration

H p < 4™,

m+1<p<2m-+1
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(c) Montrer par récurrence sur n l'inégalité [],<, p < 4".

(d) On admet 'estimation
Inn! =nlnn —n+ O(Inn).

Montrer qu’on a

np _ Inz 4+ O(1).

p<z

8. Exprimer v,(n) a l’aide de I'écriture de n en base p.
9. Par combien de zéros se termine 1’écriture 100! en base 10 ?
10. Quel est le dernier chiffre non nul de 'écriture décimale de 20! ?

11. (a) Soit d(n) le nombre de diviseurs de n. Montrer que pour tout
entier naturel non nul n, on a d(n) < 2y/n.

(b) Soient ay,...,a, des entiers distincts. Montrer que
i 1 7
> <1
= PPCM(ay,...,a;) — 2
Indication : on pourra montrer que
1 4 4 1 1

<

=<
PPCM(ay,...,ax) — k? —

=4 ——).
k(k—1) (k: —1 k)
12. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a —1
modulo 4.

13. Déterminer tous les couples (a, b) d’entiers naturels tels que m+11A =
203, m étant le PPCM et A le PGCD de a et de b.
Baccalauréat série C, Clermont 1970

14. Résoudre I'équation
3712 4971 = 1458,

ou z est I'inconnue (réelle).
Baccalauréat série C, Dijon 1970



Chapitre 5

Z./nZ.

5.1 Construction de anneau Z/nZ

Définition: Soit n un entier naturel non nul. On appelle Z/nZ le quotient
de I'ensemble Z par la relation d’équivalence “congruence modolo n”
Z/nZ est un ensemble a n éléments :

Z/nZ ={0,1,...n—1},

ou
k=k+nZ.

D’apres les propriétés de la congruence relatives a I’addition et a la mul-
tiplication dans Z, ’addition et la multiplication “passent au quotient” : en
appliquant le corollaire 2] a 'addition et a la multiplication, on peut définir
une addition et une multiplication sur Z /nZ telle que pour tous entiers a et
b, on ait a +b=ada+betab=ab Ces deux opérations héritent des propriétés
de I'addition et de la multiplication sur Z, au sens qu’une identité dans Z
entraine une identité dans Z/nZ : il s’ensuit que (Z/nZ, +, X) est un anneau
commutatif. L’élément neutre pour Paddition est 0 et Pélément neutre pour
la multiplication est 1.

5.2 Inversibles de Z/nZ

5.2.1 Caractérisation des inversibles

Théoreme 17. Soit n un entier naturel non nul et k € 7. k est un élément
inversible de Z/nZ si et seulement si k An = 1.

41



42 CHAPITRE 5. Z/NZ

Démonstration. — Si k est inversible, il existe z € Z/nZ tel que zk =1,
Soit u € Z tel que x = u : on a uk = 1, soit 1 — uk € nZ : il existe un
entier relatif v tel que 1 — uk = vn. On a donc

on + uk =1,

ce qui implique, d’apres Bezout, que k et n sont premiers entre eux.
— Si k An =1, alors, d’apres Bezout, il existe des entiers relatifs u et v
tels que
vn + uk = 1.

On a donc vn + ik = 1, soit, puisque 1 = 0 : ik = 1, ce qui montre
que k est un élément inversible de Z/nZ.
[

5.2.2 Groupe des éléments inversibles — indicatrice d’Eu-
ler

Définition: On note (Z/nZ)* I'ensemble des éléments inversibles de Z/nZ.
Rappel : kAn=1 < ke (Z/nZ)*.
Définition: Pour pour tout entier naturel n, on note ¢(n) le cardinal de

I'ensemble (Z/nZ)*. La fonction n — ¢(n) est appelée fonction indicatrice
d’Euler.

Lemme 9. ((Z/nZ)*, x) est un groupe.
Démonstration. Laissée en exercice. ]

Théoréme 18 (Théoréme d’Euler). Soit n > 2 et a un entier premier

avecn. On a
2 =1 [n].

Démonstration. 11 est équivalent de montrer que a#™ = 1. Considérons
lapplication M; du groupe (Z/nZ)* dans lui méme définie par M;(z) =
ax. M est clairement une bijection : I'application Mj-1(z) = a 'z en est
évidemment la réciproque. Comparons les nombres K = [ cz/mz)x © et
K =Tl e@/nzy« M () : ils sont égaux car c’est le produit des mémes nombres
(a 'ordre pres). Mais

K= J] M@= ]] a= q#m I == a*M L.

z€(Z/nZ)* x€(Z/nZ)> z€(Z/nZ)>

On adonc L = 4™ L. Mais L est inversible car L est dans le groupe (Z/nZ)*,
donc a#™ =1 O
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Corollaire 7. Soit p un nombre premier,a un entier quelconque. On a
VEEeN otk =g [p).

En particulier

Ce drnier résultat est appelé petit théoréeme de Fermat.

Démonstration. Sia =0 [p], 'égalité est évidente sinon a est premier avec p.
On écrit alors a'P~V% = g x (a?~1)* = a x a?®) et il suffit alorrs d’appliquer
le lemme précédent. O

Définition: On appelle corps un anneau dont tous les éléments non nuls
sont inversibles.
Exemple: D’apres ce qui précede, Z/pZ est un corps.

5.3 Théoréeme chinois

Théoreme 19. Soient p et q deux entiers premiers entre eux. Pour tous
a,b € Z, il existe vy € Z tel que pour x € Z on ait

(x=alp| et x =b[q])x = x0 [pql.

Démonstration. On va chercher g sous la forme x¢ = bkp+alg, avec k, [ € Z.
Dans Z/pZ, on a xo = bk:p, tandis que dans Z/qZ, on a xq = alb A1n31 si on
a dans Z/qZ kp = 1 et que dans le méme temps on a dans Z/pZ lq = 1 on
aura dans Z/qZ : xo = b et dans Z)pZ : xg = b, ce qui signifie que

o =a [p] et o = b [q]. (5.1)

Comme p et ¢ sont premiers entre eux, p est inversible dans Z/qZ de méme
que ¢ est inversible dans Z/pZ. On peut donc trouver de tels k et [, ce qui
permet de trouver un z, vérifiant (5.I). Comme la congruence modulo pg
implique la congruence modulo p et modulo g, il est clair que x = a [p] et
x = b [q] dés que x = x¢ [pq]. Réciproquement, si z = a [p] et x = b [g], on
ax = [p] et x =z [q], donc p et ¢ divisent tous deux z — xy. Comme ils
sont premiers entre eux pq divise x — o, donc = = xq [pq].

O

Exemple: Déterminons le plus petit entier dont le reste de la division par
5 soit 1 et le reste de la division par 7 soit 2. On le cherche sous la forme
xo = 1.7.k +2.5.1. On doit, d’une part, trouver un inverse a 7 dans Z/5Z, et
d’autre part trouver inverse a 5 dans Z/7Z.
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Dans Z/5Z ona7=2 On remarque que 2 X 3 =6 = 5+ 1. Donc dans
Z7./5Z, on a 93 = 1 : 3 est donc linverse de 2 = 7. On peut donc prendre
k= 3.

Je remarque que 5 x 3 =15 = 14 + 1 : donc on a dans Z/7Z : 53 = 1.
On peut donc prendre [ = 3. Cela nous meéne & o = 51. Ainsi, d’apres le
théoreme chinois, les entiers dont le reste de la division par 5 est 1 et le reste
de la division par 7 est 2 sont les entiers congrus a 51 modulo 7 x 5 = 35. Le
plus petit d’entre eux est le reste de la division de 51 par 35, c’est a dire 16.

Corollaire 8. Soient p et q deux entiers premiers entre eur. On pose n = pq.
Alors, Uapplication

U,:{0,....n—1} —Z/pZ xZ/qZ
k — (k +pZ, k + qZ)

est une bijection.

Démonstration. C’est juste une reformulation du théoreme chinois. O]

5.4 Calcul de I’'indicatrice d’Euler

Lemme 10. Soient p et q deux entiers premiers entre eux. On a

e(pg) = ¢(p)e(q),
ou ¢ est lindicatrice d’Euler.

Démonstration. Posonsn = pq. On reprend les notations du corollaire précédent.
Soit A, = {k € {0,...n —1};kAn =1}. Comme kAn =1 < k€
(Z/nZ)*, on a p(n) = |A,|. Nous allons montrer que

\Ijn(An) = (Z/pZ)X X (Z/QZ)X-

Soit k tel que kAn = 1. Soit a entier tel que ak = 1 [n]. Comme p divise n, on
a ak =1 [p]. Ce qui montre que dans Z/pZ, la classe de a est 'inverse de la
classe de k. De méme, dans Z/qZ, la classe de a est I'inverse de la classe de k.
Ainsi, W,,(A,,) est bien dans (Z/pZ)* x (Z/qZ)*. Reste a voir la surjectivité.
Soit, (z ,y) € (Z/pZ)* x (Z/qZ)X. Notons z’ I'inverse de x, y' I'inverse de v,
a=WV, (xy)etb—\ll Y’ y"). On a ab—1 = 0 [p] car dans Z/pZ, on a

ab = z2’ = 1. De méme ab—1 = 0 [q]. Comme p et ¢ sont premiers entre
eux, on a alors ab—1 = 0 [n], ce qui montre que a An = 1, ce qui montre que
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(x,y) a bien son antécédent dans A,. A, et (Z/pZ)* x (Z/qZ)* sont donc
en bijection, donc ils ont méme cardinal, soit

©(pg) = ¢(p)e(q)
0

Lemme 11. Soit p un nombre premier et o un entier strictement positif.

On a
1

p(p®) =p* —p" T =p"(1 - ).
p
Démonstration. Rappelons que ¢(n) est le nombre d’entiers entre 0 et n — 1
qui sont premiers avec n. En I'occurence p(p®) est le nombre d’entiers entre 0
et p®—1 qui sont premiers avec p®. Mais étre premier avec p®, ¢’est équivalent
a étre premier avec p : c’est ne pas étre multiple de p. Il y a exactement
p®/p = p*~! multiples de p entre 0 et p®. On a donc p(p®) = p® — p*~!
a1 1
Théoreme 20. Soit n un entier naturel. Sa décomposition en produit
facteurs premaiers s’écrit
n = Hpvp(”)'

pln

LIl

QL

e

Alors, son indicatrice d’Euler est donnée par la formule

o(n) = T ™p»™-1) = n [[(1 = ).

pln pln p

Démonstration. Par récurrence sur le nombre de diviseurs premiers de n. [

5.5 Codage RSA

On suppose qu’Alice veut envoyer un message secret a Bob, mais qu’elle
sait que sa communication peut étre espionnée.
Génération des clefs

Voila ce que doit faire Alice pour générer les clefs

1. Choisir aléatoirement et de maniere indépendante deux grands nombres
premiers p et ¢. On pose N = pq.

2. Choisir aléatoirement un entier e avec 1 < e < N qui est premier avec
(p—1lg—1).

3. Déterminer un entier e tel que ed =1 [(p — 1)(q — 1)]
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4. Détruire toute trace de p et q.

Le couple (N, e) constitue la clef publique, qu’Alice doit donner a qui-
conque souhaite pouvoir lui envoyer des messages cryptés. Alice garde pour
elle seule le couple (N, d), qui constitue la clef privée. C’est a I'aide de cette
clef qu’elle pourra décoder les messages regus.

Cryptage des messages

Supposons que Bob veuille envoyer un message secret a Alice. Il le trans-
forme en une suite de nombres entre 0 et N — 1. Le procédé de transcription
doit étre bijectif et tres simple. Alice doit évidemment connaitre ce procédé,
qu’il n’y a pas lieu d’essayer de tenir secret. Si m,; est le i-eme nombre de
cette suite, Bob transmettra le nombre ¢; de {0,... N — 1} défini par

¢; =mg [N].

Le calcul de m§ peut étre fait a 'aide de la méthode d’exponentiation
rapide basée sur I’écriture de e en base 2.
Cryptage des messages

Alice peut alors décoder le message a ’aide de sa clef secréte grace la
formule

Démonstration. Dans Z/N7Z, on a m;¢ = (&%)° = ¢ On sait que ed =
1[(p—1)(¢g—1)]: il existe un entier k tel que ed =1+ k(p —1)(¢ — 1). On
a donc

mZ}Jrk(p—l)(q—l)

=UQ,

En appliquant deux fois le corollaire [T, on obtient ¢¢ = m; [p] et ¢ = m; [q].
Comme p et ¢ sont premiers entre eux, cela implique ¢ = m; [pq], ce qui
acheve la preuve. O]

Signature de messages

Il est tres facile sur Internet d’envoyer un message en y accolant I'adresse
e-mail d’un autre. Il est donc tres important d’avoir des techniques per-
mettant d’authentifier 'auteur d’un message. L’algorithme RSA peut etre
utilisé a cela. Supposons que les correspondants se sont mis d’accord sur une
fonction h, dite fonction de hachage, qui & un message (pas nécessairement
crypté) M associe un nombre A(M) € {0,..., N —1}. La fonction de hachage
est une donnée publique.
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Supposons que Alice veuille envoyer un message M a Bob, de maniere
a ce que Bob puisse I'authentifier. Elle calculera s = h(M)? modulo N, fai-
sant ainsi usage de sa clef privée Elle enverra a Bob le couple (M, s). Bob,
qui connait la clef publique d’Alice et la clef de hachage va calculer h(M)
et s® modulo N. Si les deux coincident, on peut conclure qu’Alice est bien
I’auteur du message.
Sécurité de 1’algorithme

Pour trouver décoder les messages envoyer a Alise ou se faire passer pour
elle, il faut connaitre e : il semble ainsi que l'on ait besoin de connaitre
(p—1)(¢g —1). Jusqu’a preuve du contraire, la seule méthode générale qu’on
connaisse est de factoriser N pour trouver p et q. Lorsque N est grand, ce
calcul demande de puissants ordinateurs.

5.6 Exercices

1. Soient a, b, ¢ trois entiers naturels. Montrer que abc est divisible par 7
si a4+ b + 3 Dest.
2. Quels sont les entiers = tels que x® — 3 soit divisible par 77
3. On dit qu'un nombre entier supérieur a un est mauvais si il n’est pas
premier et ne s’écrit pas comme somme de deux nombres premiers. Quel
est le plus petit nombre mauvais ? Montrer qu’il existe une infinité de
nombres mauvais.
4. Sous-groupes de Z/nZ — application a indicatrice d’Euler
Avant de faire cet exercice, on aura intérét a revoir le théoreme de
Lagrange.
(a) Montrer que tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.
(b) Soit n entier naturel non nul et d un diviseur positif de n. Montrer
que H = {& € Z/nZ;dx = 0} contient tous les sous-groupe de
Z/nZ d’ordre d. A Daide de la premiére question, montrer alors
que H est I'unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d.
(c) En déduire que
n="> o).
dn

5. Algorithme d’exponentiation rapide

Soit n un entier naturel non nul et x € Z/nZ. On veut calculer rapide-
ment ™. On suppose que m s’écrit en base 2 :

m
n = Z CLka.
k=0
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On pose ug =1, et pour 0 <i < m:

r(ui)2 sia; =0
(% =
i i(ul)2 Xz sia; =1

(a) Montrer que u,,+1 = «". Indication : construire une suite (¢;)o<i<m-1
telle que pour tout ¢ € {0,...m + 1}, on ait u; = 2%,

=

Montrer que 9 divise 233 + 2.
Ecrire 1800 en base 2.
En déduire que 30967 s’écrit en base 2 : 111101011.

Montrer que 30967 n’est pas un nombre premier.
Indication : on pourra utiliser le petit théoreme de Fermat. . .et
une calculatrice.

—_ S T
o

7. Déterminer tous les entiers n tels que ¢(n) est impair.

8. Soit A l'ensemble des entiers strictement supérieurs a 1. On définit,
pour z € A : ¥(z) = 2¢(x), ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.

(a) Montrer que pour tout x dans A, ¥(x) € A.
(b) Déterminer 1’ensemble des points fixes de A.

(c) Soit x € A. On définit une suite (u,),> par la donnée de uy = x et
de la récurrence u,1 = V(u,). Montrer que quel que soit = € A,
la suite (uy)n>0 converge.

(d) Montrer que si x = 10*, avec k > 1, alors

lim w, = 8.
n—-+o00

9. (a) Déterminer des entiers naturels a et k tels que a® = 5 + 139k.
(b) Résoudre dans Z/139Z I'équation x? — 3z + 4 = 0.
10. Déterminer les couples (a,b) € (Z/13Z)?* tels que a* + b* = 0.
11. Calculer
ool

x€(Z,/19737)%

12. Combien y a-t’il de nombres complexes tels qu’il existe un entier k €
{0,...,10}, avec 2F =17
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