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1. Question de cours: voir cours.

2. Trouver tous les couples (a,b) tels que le nombre qui s’écrit 111 en base
a s'écrive 11 en base a et tels que a et b ne dépassent pas 50 (cinquante).

1" = a’>+a+1 et 1 = b+ 1, donc 111° = 117 est équivalent
aa’>+a+1=">b+1, soit b = ala+1). On a donc les solution:
(2,6),(3,12), (4, ) (5,30), (6,42). Il n’y en a pas d’autre car pour a > 7,
a(a+1) > 56 >

3. Les nombres premiers strictement compris entre 1 et 11 sont 2,3,5,7.
Posons N = 2.3.5.7 = 210 < 400. Tout entier ¢ entre 1 et 11 a un diviseur
premier p entre 1 et 11: ce nombre premier est 2,3,5 ou 7: il divise donc
N, donc p divise 7 et N, qui ne sont donc pas premiers entre eux.

4. (a) i Sid(n) =1 [2], alors pour tout p premier tel que v,(n) > 0,
1+ vp(n) est impair. En effet, il suffirait qu'un des termes soit
pair pour que le produit soit pair. Ainsi, pour tout p premier

tel que v,(n) > 0, vp(n) est pair: il existe donc n,, entier naturel

— — Mp . 2 _
avec vp(n) = 2np. Posons a = [[ cp, ()5oP": o0 aa® =

2N, vp(n) —
HpEP;up(n)>0p r= HpEP;up(n)>Op v =n.
ii. Réciproquement, si n peut s’écrire n = a?. Alors comme

a = H p”p(a),
PEP;vp(a)>0

on a

n = a2 — H le/p(a)7
PEP;vp(a)>0

Soit pour tout p vp(n) = 2v,(a). Cela implique que 1+ v,(n) =
1 [2], d’ott en faisant le produit d(n) =1 [2].
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(b)

si n peut s’écrire n = a®. Alors comme

a = H pr(a)’

PEP;vp(a)>0

on a

n=a= H pPr(@),
PEP;vp(a)>0
Soit pour tout p vp(n) = 3v,(a). Cela implique que 1+v,(n) =1 [3],
d’olt en faisant le produit d(n) =1 [3].
Non, car d(6) = d(2.3!) = (1 +1)(1 + 1) = 4 qui est bien congru a
1 modulo 3, mais 6 n’est pas un cube.

Il suffit de montrer que dans Z/7Z, on a a® = a/*’. Comme a est
a’ sont congrus modulo 7, on a déja ¢ = a’. Comme a® = a° et
/

o / . \ re
b= ¥ Quitte & échanger

o o b, o
a'? =a' , il suffit alors de montrer que &

A o / o o /_
les roles, on peut supposer que b > b: on a alors a® = ab.a¥ ~°.
Comme b et b’ sont congrus modulo 6, il existe un entier n tel que

b — b= 6n. Ainsi

" = ab.a"m = ab.(a%)".
Sig=0,alors a® =0 = a¥. Sinon a € {1,2,3,4,5,6} et donc a est
premier avec 7: d’apres le théoreme d’Euler, on a donc dans Z/7Z:

a® =" =1, don

@ =ab.@%)" = abin = ab.

ab[01[2[345
L1111 ]1]1
2 1214|124
3113[2(6|4]5
4 | ildl2)1]4]2
50115(4(6(2/3
6 |[1|6[1]6|1]6

Soit n tel que 7 divise n™ + 2: il est clair que n ne peut étre divisible
par 7, car sinon 7 diviserait n™ et n™ + 2, et donc 2, ce qui est faux.
Ainsi, il existe a € {1,2,3,4} tel que n = a [7]. Soit b € {0,1,2,3}
tel que n = a [6]. D’apres la premiere question n" = a® [7]: comme
7 divise n™ + 2, on a n™ = 5 [7], soit dans Z/7Z: a® = 5: d’aprés
le tableau ci-dessus, on a donc (a,b) € {(3,5),(5,1)}. Ce qui donne
finalement

e soit n =3 [7] et n =5 [6]
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e soitn=>5[7 et n=1][6]

Réciproquement, on voit sans difficulté que si un des deux systemes
est vérifié, alors n™ =5 [7], c’est & dire 7 divise n™ 4 2.

(d) Comme 7 et 6 sont premiers entre eux, le théoréme chinois nous
enseigne que chacun des deux systémes peut se réduire & n = u [42]
pour un certain u a déterminer.

e Cherchons n qui s’écrive Tu+3 et 6v+5: sin = Tu+3 = 6v+5,
alors Tu — 6v = 2. 1l est clair que v = 2,u = 2 forme une
solution, ce qui correspond a la solution particuliere ng = 17.
Ainsi n = 2 [7] et n = 1 [6] est équivalent & dire que n = 17 [7]
et n = 17 [6], autrement dit que n — 17 est divisible par 7 et 6.
Mais comme 7 et 6 sont premiers entre eux, c’est équivalent a
dire que n — 17 est divisible par 42. Soit n = 17 [42].

e Cherchons n qui s’écrive Tu+5 et 6v+1: sin =T7u+5 = 6v+1,
alors Tu — 6v = —4. Il est clair que v = —4,u = —4 forme une
solution, ce qui correspond a la solution particuliere ng = —23.
On peut aussi considérer la solution 42 —23 = 19. Ainsin =5 [7]
et n =1 [6] est équivalent & dire que n = 19 [42].

(e) D’apres ce qui précede les nombres entiers n tels que 7 divise n™ + 2
sont de la forme 42k + 17 ou 42k 4+ 19: il y a donc entre 1 et 100:
17,19,59,61.
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