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– I –

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé. Sur cet espace, on considère une suite
(Xn)n≥1 de variables aléatoires indépendantes telles que l’on ait :

∀k ∈ N∗ P(Xk = 1) = P(Xk = −1) =
1
2
.

On pose F0 = {∅, Ω}, puis, pour n ≥ 1, Fn = σ(X1, . . . , Xn).
On définit alors S0 = 0 et, pour n ≥ 1,

Sn =
n∑

k=1

Xk.

(Sn)n≥0 est la marche aléatoire simple sur Z. Soient c et d des entiers naturels
non nuls. Le but de ce problème est d’obtenir la transformée de Laplace de la loi
du temps d’atteinte T de la double barrière {−d; c} par la marche : ainsi, on pose

T = inf{n ≥ 1 : Sn ≥ c ou Sn ≤ −d}.

1. Pour 0 ≤ α < π/2, montrer que la suite (Yn)n≥0 définie par

Yn = (cos α)−n cos
(

α(Sn − c− d

2
)
)

est une martingale adaptée à la filtration (Fn)n≥0.

2. On suppose maintenant que α ∈]0, π
c+d [. Montrer que (YT∧n)n≥0 est une

martingale adaptée à la filtration (Fn)n≥0 et qu’elle prend presque sûrement
ses valeurs dans R+.

3. Montrer que

∀n ≥ 0 ∀α ∈]0,
π

c + d
[ E[(cosα)−(n∧T )] ≤ cos(α c−d

2 )
cos(α c+d

2 )
.

4. En déduire que P(T < +∞) = 1.

5. Montrer que pour α ∈]0, π
c+d [, (cos α)−T est intégrable.

6. Montrer que la suite cos
(
α(Sn∧T − c−d

2 )
)

converge presque sûrement et
déterminer sa limite.

1 Tournez la page S.V.P.



7. Pour α ∈]0, π
c+d [, calculer E

[
(cosα)−T

]
.

8. On suppose que c + d ≥ 3. Montrer que P(T = 2n + c) ≥ ( 1
2 )2n+c pour tout

n ∈ N.

9. On suppose que c+d ≥ 3. Montrer que pour α ∈ [π
3 , π

2 [, E
[
(cos α)−T

]
= +∞.

– II –
Soit Ω = ZN et F = B(Ω). On note (Xi)i≥0 les projections canoniques : pour
ω ∈ Ω, on a Xi(ω) = ωi. On peut alors définir une filtration Fn)n≥0 en posant
Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn) pour tout n ≥ 0, .

Pour x ∈ N, on note Px la loi sous laquelle (Xn)n≥0 est une châıne de Markov
de matrice de passage P = (pi,j)i,j≥0 vérifiant





pk,k+1 = k+2
2k+2 si k ≥ 1

pk,k−1 = k
2k+2 si k ≥ 1

p0,0 = 1
pi,j = 0 dans tous les autres cas.

et commençant au point x (c’est à dire que Px(X0 = x) = 1). Pour a ≥ 0, on pose
τa = inf{k ≥ 0; Xk = a}.

1. Soit f une fonction de N dans R. Montrer que

Ex[f(Xn+1)|Fn] = Ψf (Xn),

où

Ψf (i) =
+∞∑

j=0

pi,jf(j).

Indication : on pourra remarquer et démontrer que

f(Xn+1) =
+∞∑

j=0

11{Xn+1=j}f(j).

2. On pose Yn = 1
1+Xn

. Montrer que (Yn)n≥0 est une martingale bornée.

3. Soient a, b, x des entiers avec 0 ≤ a < x < b. On pose τ = τa ∧ τb. Montrer
que τ est un temps d’arrêt adapté à la filtration (Fn)n≥0.
Dans la suite, on admettra que Px(τ < +∞) = 1.

4. On pose Zn = Yn∧τ . Montrer que (Zn)n≥0 est une martingale, puis, à l’aide
du théorème de convergence dominée, montrer que

Px(τa < τb) = Px(Yτ =
1

1 + a
) =

1
b+1 − 1

x+1
1

b+1 − 1
a+1

.

5. Montrer que lim
n→+∞

τn = +∞ Px presque sûrement.

6. En déduire que Px(τa < +∞) = a+1
x+1 .

7. On pose
I = inf{Xn; n ≥ 0}.

Montrer que sous Px, I suit la loi uniforme sur {0, . . . , x}.

FIN
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