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Problème

1. Les variables aléatoires (X∗
i )i≥1 sont deux à deux indépendantes, car

elles sont fabriquées à partir des variables aléatoires (Xi)i≥1 qui sont
elles mêmes deux à deux indépendantes. On a donc

Var S∗n =
n∑

i=1

Var X∗
i

≤
n∑

i=1

E (X∗
i )2

≤
n∑

i=1

E X2
i 11Xi≤i

≤
n∑

i=1

E X2
111X1≤n

= nE X2
111X1≤n

2. On a pour tout n |un − βn| ≤ 1. Comme βn tend vers l’infini, on a
un − βn = o(βn), soit un ∼ βn. 1

un
∼ β−n et que la série à termes

positifs β−n est convergence, on a l’équivalence des restes :

+∞∑

n=N

1
un

∼
+∞∑

n=N

β−n = (1− β−1)−1β−N ∼ (1− β−1)−1 1
uN

.

3. La suite uN =
∑+∞

n=N
1

un
converge lorsque N tend vers l’infini, elle est

donc bornée par une constante C.

1 Tournez la page S.V.P.



4.
+∞∑

n=1

Var Q∗
un

=
+∞∑

n=1

1
u2

n

Var S∗un

≤
+∞∑

n=1

1
u2

n

unVar E X2
111{X1≤un}

≤ E X2
1

+∞∑

n=1

1
un

11{X1≤un}

Mais on peut remarquer que l’on a

E X2
1

+∞∑

n=1

1
un

11{X1≤un} = E X2
1

∑

n:un≥X1

1
un

5. On en déduit que

+∞∑

n=1

Var Q∗
un

≤ E X2
1

C

uinf{n∈N;un≥X1}

≤ E X2
1

C

X1

≤ CE X1 < +∞

6. Soit ε > 0 quelconque. D’après l’inégalité de Tchebitchef, on a P (|Q∗
un
−

E Q∗
un
| ≥ ε) ≤ Var Q∗un

ε2
. D’après la question précédente, on peut donc

affirmer que la série de terme général P (|Q∗
un
− E Q∗

un
| ≥ ε) est con-

vergente. D’après le lemme de Borel-Cantelli, on peut donc dire que

P (lim sup
n→+∞

{|Q∗
un
− E Q∗

un
| ≥ ε}) = 0,

ceci pour ε strictement positif quelconque. D’après le critère fonda-
mental de convergence presque sûre, on peut affirmer que

Q∗
un
− E Q∗

un
→ 0 p.s.

7. E X∗
n = E Xn11{Xn≤n} = E X111{X1≤n}, car X1 et Xn ont même loi.

Comme la suite (X111{X1≤n})n≥1 converge en croissant vers X1, le
théorème de convergence monotone permet d’affirmer que E X∗

n =
E Xn11{Xn≤n} = E X111{X1≤n} converge vers E X1.
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8. E Q∗
n = 1

n

( ∑n
k=1 E X∗

n

)
. D’après la question précédente E X∗

n con-
verge vers E X1, donc d’après le théorème de Césaro, les moyennes
convergent également vers E X1.

9. On a Q∗
un
−E X1 =

(
Q∗

un
−E Q∗

un

)
+

(
E Q∗

un
−E X1

)
(E Qun) est une

sous-suite d’une suite (déterministe) qui converge vers E X1, donc elle
converge aussi vers E X1. Comme Q∗

un
− E Q∗

un
tend vers 0 presque

sûrement et que la convergence presque sûre est compatible avec la
somme, on en déduit que Q∗

un
tend presque sûrement vers E X1.

10. P (Xn 6= X∗
n) = P (Xn > n) = P (X1 > n). Pour tout n ≥ 0, on a

P (X1 > n) ≤ ∫
]n−1,n] P (X > t) dλ(t). Ainsi

+∞∑

n=1

P (Xn 6= X∗
n) =

+∞∑

n=1

P (X1 > n) ≤
∫

]0,+∞[
P (X > t) dλ(t) = EX < +∞

11. Ainsi, d’après le lemme de Borel-Cantelli, P (lim supn→+∞{Xn 6= X∗
n)}) =

0 ce qui équivaut à P (lim infn→+∞{Xn = X∗
n)}) = 1 : pour presque

tout ω, on a ω ∈ {Xn = X∗
n)} dès que n ≥ n0(ω), c’est à dire que les

suites (Xn(ω)) et (X∗
n(ω)) coincident à partir du rang n0(ω).

12. Pour presque tout ω, on peut écrire dès que un ≥ n0(ω)

Qun − E X1 =
Sun0−1 − S∗un0−1

un
+

(
Qun − E X∗

1

)

Bien sûr,
Sun0−1−S∗un0−1

un
tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Quant

au deuxième terme, il tend presque sûrement vers zéro.
Détaillons le raisonnement : si ω ∈ lim infn→+∞{Xn = X∗

n)}∩{Q∗
un
→

E X1}, alors ω ∈ {Qun → E X1}. Comme l’intersection de deux en-
sembles de mesure 1 est un ensemble de mesure 1, on en déduit que
P (Qun → E X1) = 1, soit

Qun → E X1 p.s.

13. Comme on fait des sommes de termes positifs, on a Sun ≤ Sk ≤ Sun+1 .
On en déduit

un

un+1
Qun ≤

un

k
Qun ≤ Qk ≤ un+1

k
Qun+1 ≤

un+1

un
Qun+1 .

14. Si nk désigne la partie entière du logarithme de n en base β, on a

unk

unk+1
Qunk

≤ Qk ≤ unk+1

unk

Qunk+1
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Comme limk→+∞
unk

unk+1
= 1

β > 0 et limk→+∞
unk+1

unk
= β > 0, on en

déduit
1
β
E X1 ≤ lim inf

k→+∞
Qk ≤ lim sup

k→+∞
Qk ≤ βE X1 p.s.

15. On note

Ωβ = {ω ∈ Ω;
1
β
E X1 ≤ lim inf

k→+∞
Qk(ω) ≤ lim sup

k→+∞
Qk(ω) ≤ βE X1}.

On a montré à la question précédente que pour tout β > 1, P (Ωβ = 1.
En particulier ∀n ≥ 1 P (Ω1+1/n) = 1). Comme l’intersection d’une
famille dénombrable d’événements de probabilités un et de probabilité
un, on a bien

P (
+∞∩
n=1

Ω1+1/n) = 1.

16. Soit ω ∈
+∞∩
n=1

Ω1+1/n. On a pour tout n ≥ 1

1
1 + 1

n

E X1 ≤ lim inf
k→+∞

Qk(ω) ≤ lim sup
k→+∞

Qk ≤
(
1 +

1
n

)
E X1

En faisant tendre n vers l’infini, on obtient

E X1 ≤ lim inf
k→+∞

Qk(ω) ≤ lim sup
k→+∞

Qk ≤ E X1,

soit limk→+∞Qk(ω) = E X1. Comme P (
+∞∩
n=1

Ω1+1/n) = 1, on a bien

lim
k→+∞

Qk = E X1 p.s.

17. Si (Xn)n≥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées, on peut poser X+

n = max(0, Xn) et X−
n =

max(0,−Xn) : on a Xn = X+
n −X−

n . Ainsi

1
n

( n∑

k=1

Xk

)
=

1
n

( n∑

k=1

X+
k

)− 1
n

( n∑

k=1

X−
k

)

Le théorème montré à la question précédente (loi des grands nombres
pour des suites de variables aléatoires positives intégrables deux à deux
indépendantes identiquement distribuées) s’applique aux deux termes
de la différence, de sorte que 1

n

(∑n
k=1 Xk

)
converge preque sûrement

vers E X+
1 − E X−

1 = E X1.
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