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Probleme

1. Les variables aléatoires (X);>1 sont deux & deux indépendantes, car
elles sont fabriquées & partir des variables aléatoires (X;);>1 qui sont
elles mémes deux a deux indépendantes. On a donc

Var S; = ZVar X!
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2. On a pour tout n |u, — " < 1. Comme (" tend vers l'infini, on a
up — " = o(B"), soit u, ~ G i ~ 7™ et que la série a termes
positifs 57" est convergence, on a I’équivalence des restes :

— 1 - - —1\-1p—N 1y L
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3. La suite uy = :fo N ui converge lorsque N tend vers I'infini, elle est
- n

donc bornée par une constante C.
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Mais on peut remarquer que 'on a
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5. On en déduit que

00 C
Z Var Qi < E X7}
n=1 uinf{HEN;UnZXI}
C
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6. Soit € > 0 quelconque. D’apres I'inégalité de Tchebitchef, on a P(|Qy, —
EQ; |>¢ < Varg?“". D’apres la question précédente, on peut donc
affirmer que la série de terme général P(|Q; —E Q7 | > €) est con-
vergente. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, on peut donc dire que

P(limsup{|Q,, —E Qy | >¢€}) =0,

n—-+o00

ceci pour € strictement positif quelconque. D’apres le critere fonda-
mental de convergence presque siire, on peut affirmer que

an —E an — 0 p.s.

7. E X, =E Xulix,<ny = E Xallix, <p), car X7 et X, ont méme loi.
Comme la suite (Xillx,<n})n>1 converge en croissant vers Xi, le
théoreme de convergence monotone permet d’affirmer que E X =
E Xolix,<n) = E Xilljx, <) converge vers E X;.
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14.

E Q; = 1(3;_ E X;). D’apres la question précédente E X;: con-
verge vers & X, donc d’apres le théoreme de Césaro, les moyennes
convergent également vers £ X7.

Ona@; —-EX,=(Q; —-EQ; )+ (EQi —EXi) (EQy,) est une
sous-suite d’une suite (déterministe) qui converge vers E X, donc elle
converge aussi vers E X;. Comme Q;, — E @y, tend vers 0 presque
strement et que la convergence presque slire est compatible avec la
somme, on en déduit que @, tend presque stirement vers E X;.
P(X, # X)) = P(X, > n) = P(X; > n). Pour tout n > 0, on a
P(X;>n) < f] ]P(X > t) dA(t). Ainsi

n—1n

+o0 +oo
ZP(Xn¢X;):ZP(X1>n)g/ P(X >t)d\t) =E X < 400
n=1 n=1 10,+00]

Ainsi, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, P(limsup,,_,, .{X» # X}})}) =
0 ce qui équivaut a P(liminf, 4 {X, = X;)}) = 1 : pour presque
tout w, on a w € {X,, = X))} dés que n > ng(w), c’est a dire que les
suites (X, (w)) et (X (w)) coincident & partir du rang ng(w).

Pour presque tout w, on peut écrire des que u,, > np(w)

Sung_1 — i

Qu, —E X; = 0 4 (Qu,, — E X7)

Un,

Sup 1S4
. ~ - -1 . .
Bien siir, —%——"0— tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Quant

au deuxieme terI;le, il tend presque strement vers zéro.

Détaillons le raisonnement : si w € liminf, . o{X, = X;;)} N{Q5 —
E X}, alors w € {Qu, — E X1}. Comme lintersection de deux en-
sembles de mesure 1 est un ensemble de mesure 1, on en déduit que
P(Qu, — E X;) =1, soit

Qu, — E X1 ps.

Comme on fait des sommes de termes positifs, on a .S, < S < .5,
On en déduit

Uu
" Qu, <
Un+1 k

n+1"°

Unp

Qun < Qk <

Un+1 Un+1
k Qun+]_ é TnQunJrl'

Si ny désigne la partie entiere du logarithme de n en base 3, on a

unk unk—&-l
Qunk < Qk < QunkJrl
Uny+1 Un,y,
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Comme limg_ 4 % = % > 0 et limg 400 uz:: =3 >0, on en
déduit

—E X; <liminf Qi <limsup Q@ < GE X; p.s.

B k—+o00 k—-+o00
On note

1
Qs ={w € Q; =E X; <liminf Qi(w) < limsup Qr(w) < BE X;}.
ﬂ k—+o00 k—+o0
On a montré a la question précédente que pour tout 8 > 1, P(23 = 1.
En particulier Vn > 1 P(Q14/,) = 1). Comme l'intersection d'une
famille dénombrable d’événements de probabilités un et de probabilité

un, on a bien
—+00
P( N Q) =1
n=1

“+o0o
Soit w € ﬂl Q141/n- On a pour tout n > 1
n=

1 1
-E X < liminf Qp(w) <limsup @y, < (1+ —)E X,
1 + = k—-+o0 k——+oo n

n

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient

E X; <liminf Q(w) <limsup Qx < E X,
hrt oo PR

+oo
soit limg_, 1 o Qp(w) =E X;. Comme P( ﬂl Qi41/n) = 1, on a bien
n=

lim Qr=FE X; p.s.
k—-+o00

Si (Xp)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées, on peut poser X;¥ = max(0,X,) et X, =
max(0, —X,,) : on a X,, = X;F — X, Ainsi

1, 1< 1,

_ + -
~(2_ X)) = (X)) —~(>_Xp)
k=1 k=1 k=1

Le théoréme montré & la question précédente (loi des grands nombres
pour des suites de variables aléatoires positives intégrables deux a deux
indépendantes identiquement distribuées) s’applique aux deux termes
de la différence, de sorte que %(2221 X k) converge preque sirement
vers E X; —E X; =E X;.

FIN



