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Probléme

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires positives de méme loi deux
a deux indépendantes, admettant un moment d’ordre un. On pose

- 1
=1

On consideére également les variables aléatoires tronquées : X! = Xilljx,<;
. s _ _ B
et les sommes et quotients associés : S} = > " | X/ et QF = S} /n.

1. Montrer .
Var Sp <Y E (X7)2.
i=1
En déduire

2. Soit B > 1. On note u,, 'entier le plus proche de 5. Montrer u,, ~ 3".

En déduire
X1 1

= =0(—).

nz:]:\[ Un, un

3. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
+o00

VN > 1 Zigci.
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1 Tournez la page S.V.P.
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Montrer
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Var QF <E X? —
Svarqi<Ext 3 L
n=1 niun > X1
En déduire que
+oo
ZVar Qy, < +oo.
n=1
Montrer que
Qy, —E Qy, — 0ps.
Montrer que

lim EY, =E X;.

n—-+o00

Montrer que limE @} = E X;. (Indication : on pourra utiliser le

théoreme de Césaro)

En déduire que
Qy, — E X1 ps.

Montrer que la série de terme général P(X,, # X) converge.

A Taide du lemme de Borel-Cantelli, montrer que pour presque tout
w, il existe un ng(w) tel que les suites (X, (w)) et (X, (w)) coincident

a partir du rang ng(w).

Montrer que
Qu, — E X1 ps.

Si up < k < upg1, montrer que

U Un+1

Un+41 n

En déduire que
1

E X; <liminf Q; <limsup Qi < SE X7 p.s
J6] k—+o0

k—+o00

2 Tournez la page S.V.P.



15.

16.

17.

On note

1
Qg ={w e Q; EE X1 < lkimiank(w) < limsup Q(w) < BE X;}.

—o0 ks to0

Montrer que
+oo
P( N Q) =1
n=1
Montrer que
lim Qk =E X1 p-s.
k—+o00
Montrer que le résultat de la derniere question demeure vrai si I’on ne
suppose plus que les (X,,) sont des variables positives.

FIN



