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Exercice (court, mais pas guidé)

Par définition de la tribu engendrée par une variable aléatoire, tout événement
de la tribu o(W) est de la forme W~1(B) avec B € B(R). W—(B) = {w €
O; W(w) € 0}, ce que 'on note usuellement de la maniere plus commode {W €
B}.

Soit A’ un événement A — mesurable et B un borélien

PAN{WeB}) = PANAN{WeB})+PANAN{W € B})

= P(ANA'N{UeB})+PANAN{VeB}

= PANA)PU e B)+ P(AnA)P(V € B)

= PANAYu(B)+ P(ANnA")u(B)

= (P(ANA)+P(ANA"))u(B)

= P(A)u(B)
En prenant A’ = Q, on en déduit d’abord que P(W € B) = u(B) pour tout
borélien B. pu est donc la loi de W sous P. En réinsérant dans la formule
précédente, on a pour tout événement A — mesurable A’ et pour tout borélien
B :

P(A'n{W € B}) = P(A")P(W € B),

ce qui veut dire que W est indépendante de A.
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Probléme (un peu plus long, mais guidé)

1. Y est une variable aléatoire & valeurs dans ’ensemble fini {1,...,n}. Donc
d’apres le théoreme de transfert,

Eayy = Zn: P(Y =i)ag,;
i=1
n 1
= ; Eak’i

1 n
= E E Ak i ZLk.
i=1

De méme
Eax’k = ZP(X = i)ai’k
i=1
1
i
i=1
1 n
= - Z ai,k = Ck.
n-
i=1
2. (X,Y) est un vecteur aléatoire & valeurs dans I’ensemble fini {1,...,n}>.

D’apres le théoreme de transfert, on a donc

Eaxy = S PUXY) = (,)))as,
(4,5)€{1,...,n}2

= Y PUX =i} n{Y =j}ai;
(i,5)€{1,...,n}?

= Y PX =0)PY =j)ay,
(i,5)€{1,...,n}?

_ 1 1

= Z - X - X Qg j

(i,5)€{1,....,n}2
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Toujours d’apres le théoreme de transfert

ELx = » P(X=1i)L;

Bis repetita placet...

ECy = Y P(Y =k)L

3. Commell x_pyLxaxy =lx—pyLrary,onaBlly_pLxaxy =’ x_p)Lraky.
Comme Lj, est une constante, on a E]{X=k}Lkak,y = LkIE]l{sz}akyy. De
plus T x_jy est indépendante de axy. Donc, finalement

E]]{X=k}LXaX7y = LkE]{sz}Eahy = Lk X P(X = k)Lk = P(X = k)Li

D’autre partll y—yy (Lx)? =Ty} (Lx)?, donc comme L7 est une constante

E']{X:k}(LX)Q = E]{X:k}(Lk)2 = LzE]{X:k} = LiP(X = k). On a donc
1en
Ellx—yyLxax,y = Ellx_4}(Lx)>.
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4. On somme 'égalité précédente pour k variant de 1 a n:

Z Bl x_pyLxaxy = Z Ellx—p}(Lx)?
k=1 k=1

E ZD{sz}LXaX,Y = E ZD{X=k} (Lx)*
k=1 k=1

E(Zl]{x:k})LXaX,Y E(ZH{X:IC})(LX)Z
k=1 k=1

Comme les événements {X = k}, pour k de 1 & n forment une partition
de l'espace 2, on a 1 = ZZ:1H{X:k}~ Finalement

]ELXaxyy = ]E(Lx)2

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a EL% > (ELx)? = Q?, d'olt
ELxaxy > Q%

5. La preuve de I'inégalité ECyaxy > Q? est completement analogue a la
preuve précédente , les roles des lignes et des colonnes étant inversés.

6. Si w est tel que ax,y = 1, alors il n’y a rien a démontrer car les deux
membres de I'inégalité

(Lx+C'Y

5 —Oz)(l—a)gy)zo.

sont nuls. Passons au cas ot ax,y = 0. On doit montrer

Lx +Cy a0,
2
soit
n(Lx + Cy) > 2na

Mais n(Lx + Cy) = 2?21 ax,; + 2?21 a;y, et d’apres I'hypothese faite
sur la matrice, cette somme est au moins égale & na des que axy = 0.
Ceci conclut I'étude du deuxieme cas, et donc la preuve de 'inégalité

7. Une variable aléatoire positive a une espérance positive, donc

Lx +Cy

B —04)(1—(1)(7)/) ZO

E(
On développe le produit:

(M_

M_a)_l
2

5 3 (Lxaxy+Cyaxy)+aax,y

Oz)(l—CLX7y) = (
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1 1
§(ELX +E0y) —EQZ§Q+Q—OK
= Qfaa

Eaaxy = aEaxy = aQ et

E (ELxaxy +ECyax.y)

N | =

(Lxax,y +Cyaxy) =

N | =

> Q@) =@

En additionnant les trois termes, on obtient Q — a — Q? + a@ > 0. Or
Q-a-Q*+aQ =Q-a-Q(Q-a) = (Q—a)(1-Q). Comme Q = Eax y
et que ax,y <1,ona @ <1. 8iQ <1, on peut conclure que ) —a > 0,
soit @ > a.

Si @ = 1, on a nécessairement tous les coefficients de la matrice égaux
al, car Q = # > ; Gi,j et aucun coefficient ne dépasse un. On a alors
Q=1>a.

1

. Onavuque Q= ?Z” a; ;. Comme @ > o, on a

E a;j = omz,
i,j

ce qu’il fallait démontrer.
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