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Exercice (court, mais pas guidé)

Soit (Ω,F , P ) un espace probabilisé et A une sous-tribu de F . Soient U, V deux
variables aléatoires de loi µ (sous P ). On suppose que (sous P ), U et V sont
indépendantes de la tribu A. Soit A un événement A-mesurable. On définit W
par

W (ω) =
{

U(ω) si ω ∈ A
V (ω) si ω /∈ A

Montrez que sous P , W suit la loi µ et W est indépendante de A.
Autrement dit, il faut montrer que la tribu A est indépendante de la tribu
σ(W ) = {W−1(B); B ∈ B(R)}.

1 Tournez la page S.V.P.



Problème (un peu plus long, mais guidé)

Soit 1 ≤ α > 0. Une matrice carrée d’ordre n (ai,j)1≤i,j≤n constituée uniquement
de 0 et de 1 est telle que

(ai,j = 0) =⇒ (ai,1 + · · ·+ ai,n + a1,j + · · ·+ an,j ≥ 2αn).

On veut démontrer que la somme des éléments de la matrice est au moins
égale à αn2.

****

On pose pour 1 ≤ k ≤ n:

Ck =
1
n

n∑

i=1

ai,k et Lk =
1
n

n∑

i=1

ak,i.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme
sur {1, . . . , n}.

1. Montrer que pour tout k ∈ {1, . . . , n}, on a Eak,Y = Lk et EaX,k = Ck.

2. On pose Q = EaX,Y . Montrer Q = ELX = ECY .

3. Montrer que pour tout k ∈ {1, . . . , n}, on a

E 11{X=k}LXaX,Y = E 11{X=k}(LX)2.

4. En déduire
ELXaX,Y = E(LX)2,

puis
ELXaX,Y ≥ Q2.

5. Montrer que ECY aX,Y ≥ Q2.

6. Montrer (LX + CY

2
− α

)
(1− aX,Y ) ≥ 0.

7. En déduire Q− α−Q2 + αQ ≥ 0, puis Q ≥ α.

8. Conclure.
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