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Probleme I
1. On a
n—1
zeqo,....n-1} = Z]J{Z:k}-

k=0

D’ou .

"y _nylizeqo,..n-13 = €Ay _py ZH{Z:k}-
k=0

Mais par définition de Z, iy —n31(ze(o,....n—1} =I{y—=pn}. On a donc

n—1
ey —ny = Z "y —nylly 7y
k=0

Classiquement, on a el z_;, = "™l ;_;y, dou

n

—1
ey —py = Z M Xy =n}-
0

k=

On prend 'espérance:

Ee"Aly_,, = eMP(Z =kY =n)

k=0
n—1 1
= Y M oP(Y =n)
n
k=0
1— et 1
= —— _—pP(Y=
o , LY =n),

oll la derniere égalité est valide si e’ # 1, c’est & dire si t ¢ 277Z.
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2. Comme 1 = ZZ‘:;]J{Y:”}, on a et? = Zﬁ:i]]{y:n}eitz. Comme pour

tout IV, on a

N
|Z]J{Y:n}eitzl S 1a
k=1

le théoreme de convergence dominée permet d’écrire

+oo
itz 2 itz
Ee' = Ej{y:n}(iZ
k=1

+oo 1 _eint 1

= Xy, P=n

k=1
00 i
eznt -1

1
o e“—lkzp(y_n) n

=1

+oo

- t
1 .
= P(Y = n)ei™ d
en_lkZ/O ( TL)@ X

=1

Ici encore, on a pour tout N, on a

N
IS P(Y = m)em| < 1,
k=1

donc le théoréeme de convergence dominée permet d’écrire

(bZ (t) — Eeitz

; ¢ +oo '
= - P(Y =n)e™ dx
sl DY

k=1

7

. t
_ eit—1/0 by (z) dz

3. llest clairque 0 < Z <Y — 1. Comme Y est supposée étre intégrable, Z

eft—1 % t iz —
7 ,ona Priaeey fO e dr =

l’est aussi par comparaison. Comme fot e dx =
1, d'oit
: t
1 .
02(0) =1 = = [ (v(a) ) da.
et —1 Jy

Comme Y a un moment d’ordre 1, on a ¢y (z) = 1+ i«(ET)z + o(x).
D’autre part €' = 1 + iz + o(x), donc ¢y () — € = i(ET — 1)z + o(x).
Par intégration, on a fot(gby(x) —e®) dr = i(ET — 1)% + o(t?), soit

/0 (dy (x) — ) da ~q i(ET — 1)ﬁ

[\

Mais comme e — 1 ~q it, on a finalement, ¢z(t) — 1 ~q i(ET — 1)£.
Comme Z a un moment d’ordre 1, on a ¢z(t) = 1 + i(EZ)t + o(t), d’ou

EZ = EY-L,
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. On sait (olt on peut retrouver facilement) que ¢x, (t) = ¢x,(t) =

pe’it
) , . 17(17}7)8it :
Maintenant, I'indépendance donne ¢y (t) = Ee®Y = EetX1eitXze=it =
. . . . 2 1
BB = i, ()6, (1) = [z

D’aprés ce qui précede, on a

7

6s(t) = — " Jé by (z) da

et —1

i p2e7,:c J
= - - X
1)y A—(1—pep

B p2 t (1 _p)ieix .
- whwa—ml<rﬂfmwvd
p
1

1 t
= @ova plioa e
_ p? 1 1
- (elt—l)(l—p)(l—(l—p)e” )
_ v’ p—1+@1—p)e"
(e =1)(1 =p) p(1 — (1 —p)e't)
_ P (1-p)(=1+e")
(et =1)(1 =p) p(1 = (1 —p)e)
B p
(A= -ppet)
Dot ¢z41(t) = EellZHDt = itRetZ — % = ¢x, (t) lorsque

t € R\27Z. Car continuité, I'identité s’étend sur R tout entier. Z + 1 et
X1 ont la méme fonction caractéristique: elles ont donc la méme loi, donc
Z + 1 suit la loi géométrique de parametre p.

Probleme 11

1.

(a) Sp est clairement mesurable par rapport & la tribu o(Xy,...,X,,).
D’apres le théoreme d’associativité de 'indépendance, cette tribu
est indépendante de la tribu engendrée par X, 11, donc les variables
aléatoires S, et X, 1 sont indépendantes.

(b) Comme E(N\) = T'(n,\), pour tout n X, suit la loi T'(1,\). On
sait que si deux variables aléatoires indépendantes X et Y vérifient
X ~T(a,\) et Y ~ T'(a,N), alors X +Y ~ I'(a + b,\). En util-
isant le résultat de la question précédente, il vient alors aisément par
récurrence sur n que pour tout entier n strictement positif, la variable
aléatoire S, suit une loi gamma I'(n, ).

(c) Remarquons d’abord que comme les X, sont positifs, la suite (S, )n>0
est croissante. Si S,41 < t, alors n+1 € {k > 0;S; < t}, donc
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N; > n + 1, donc bien sir Ny > n. Inversement, si Sp,4+1 > t,
alors {k > 0;S; <t} C {0,...,n}, donc sa borne supérieure N; est
inférieure ou égale a n. Ainsi (Ny > n) <= (Sp41 < t), ce qui
signifie que {Ny > n} = {Sp4+1 < t}.

(d) Comme S, suit laloiI'(n, \), Sy, admet la densité x — %x"’le’A%+ (z).

I(
On a donc
t )\n
P(Sn St) = / ( ).In 167)\1: dr
= / ! nle= A Ndx
T(n)
_ n 1 —£
= / —F(n dz
= gn )
(e)
1 t
gnt1(t) = 7F(n—|—l)/0 z"e™ " dx
1 n —z\\?t 1 ! n—1_—x
— [71_‘(71_’_1)3: (—e ))0—&-71_‘(”_‘_1)/0 A

_ #tn —t 4

1 ! n—1_—x
I(n+1) ¢ nF(n)/o neeoe

1 —t
= — 7" t

(f) Comme N; est a valeurs entieres, {N; >n —1} = {N; =n}U{N, >
n}, dou P(Ny > n—1) = P(N;, = n) + P(N; > n), ou encore
P(S, <t)=P(N;=n)+ P(Sp41 <t), dou P(N, =n) = P(S, <
t) — P(Sp41 < 1).

(g) Soit t > 0. On a
P(Ny=n) = P(S, <t)—P(Sp1 <t)
= gn(M) = gnr1 (M)

1 t n
CE 1)6A (A1)

1 At n
= Ee ()\t) s

ce qui montre bien que NV; suit une loi de Poisson de parameétre At.

2. (a) Soitt eR. {Y <t} =-BY <t} ={U>e M} Sit<0,e™M>1,
donc P(Ygt):P(U_ e ) = 0. Sinon P(Y < t) = P(U €
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e 1)) =1—eM= fot e~% dx. Dans les deux cas,

PY <1) = / g, (2) dA(2),

)_Oo7t]

ce qui montre bien que Y suit la loi exponentielle de parametre .

(b) Ce programme géneére un exemplaire de la loi de Poisson de parametre

A

3. (a) Les (X,,)n>1 sont des variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées admettant un moment d’ordre 1, donc d’apres la loi
forte des grands nombres S,,/n converge presque stirement vers EX.
Comme X7 suit la loi exponentielle de parameétre A, on a EX; = %

(b) D’apres la question précédente est le résultat d’analyse admis, il est

immédiat que 5t converge presque siirement vers 1/(1/X) = A.

FIN



