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Le sujet est constitué de deux problèmes indépendants.

Problème I

Soit Y une variable aléatoire à valeurs dans N
∗. On note φY sa fonction car-

actéristique. On fabrique une variable aléatoire Z à partir de Y : Z est choisi
au hasard de manière uniforme entre 0 et Y − 1. Ainsi, on suppose que

∀n ∈ N
∗ ∀k ∈ {0, . . . , n − 1} P (Z = k|Y = n) =

1

n
.

1. Montrer que

∀t ∈ R\2πZ E
(

eitZ11{Y =n}

)

=
1

n

1 − eint

1 − eit
P (Y = n).

Indication: on pourra remarquer et prouver que

eitZ11{Y =n} =

n−1
∑

k=0

eikt11{Z=k,Y =n}.

2. On note φZ la fonction caractéristique de Z. Montrer que

∀t ∈ R\2πZ φZ(t) =
i

eit − 1

∫ t

0

φY (x) dx.

3. On suppose que Y admet un moment d’ordre 1. Montrer que Z admet un
moment d’ordre 1, puis que EZ = EY −1

2 .
Indication: on pourra remarquer et prouver que

φZ(t) − 1 =
i

eit − 1

∫ t

0

(φY (x) − eix) dx.
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4. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
géométrique de paramètre p, avec p ∈]0, 1[. On pose Y = X1 + X2 − 1.
Montrer que la fonction caractéristique de Y vérifie

∀t ∈ R\2πZ φY (t) =
p2eit

(1 − (1 − p)eit)2
.

5. Montrer que dans ce cas, Z + 1 suit la loi géométrique de paramètre p.

Problème II

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi ex-
ponentielle de paramètre λ. On pose S0 = 0 et, pour n ≥ 1,

Sn =
n

∑

k=1

Xk.

Pour t > 0, on définit
Nt = sup{n ≥ 0;Sn ≤ t}.

1. (a) Montrer que pour tout entier positif ou nul n, les variables aléatoires
Sn et Xn+1 sont indépendantes.

(b) Montrer que pour tout entier n strictement positif, la variable aléatoire
Sn suit une loi gamma Γ(n, λ).

(c) Montrer que pour tout réel t > 0 et tout entier n positif ou nul, on a
{Nt > n} = {Sn+1 ≤ t}.

(d) Soit n ≥ 1. Montrer que P (Sn ≤ t) = gn(λt), où on a posé

gn(t) =
1

Γ(n)

∫ t

0

xn−1e−x dx.

(e) Montrer que gn+1(t) = − 1
Γ(n+1)e

−ttn + gn(t).

(f) Montrer que P (Nt = n) = P (Sn ≤ t) − P (Sn+1 ≤ t).

(g) Montrer que pour tout t > 0 Nt suit une loi de Poisson de paramètre
λt.

2. (a) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1] et λ > 0.
On pose Y = − ln U

λ
. Montrer que Y suit la loi exponentielle de

paramètre λ.

(b) Que fait le programme informatique suivant ?
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N = 0

S = 0

U = random

S = S − ln U
λ

S ≤ 1 ?

afficher N .

N = N + 1

non

oui

On admet que chaque appel à la fonction random génère un nom-
bre suivant la loi uniforme sur [0, 1] se fait indépendamment des
précédents.

3. On pourra admettre sans démonstration le résultat d’analyse suivant: si
(un)n≥0 est une suite telle que pour le réel λ > 0 on ait un ∼ λn, alors

lim
t→+∞

sup{n ≥ 0;un ≤ t}

t
=

1

λ
.

(a) Montrer que (Sn

n
)n≥1 converge presque sûrement et déterminer sa

limite.

(b) Montrer que Nt

t
converge presque sûrement et déterminer sa limite.
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