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Probleme 1

1. Les variables aléatoires X, et X,,;1 sont indépendantes, donc la loi de
leur somme est la convolée de leur loi, c’est & dire £(1) *E(1). Mais on sait
que £(1) = I'(1,1), donc £(1) x (1) = T(1,1) xI'(1,1) = I'(2,1). Ainsi,
pour tout n Y,, suit la loi I'(2,1).

2. La densité de Y7 est z —1k, (z)ze—x. Donc, pour o > 0, on a

+oo
PYy>a) = / xe™?

+oo
= [ —ze T]Fe 4+ / e *

= ae “+e ¢

= (I4+a)e”

3. Y, et Y7 ont méme loi, donc P(Y,, > Blnn) = P(Y; > flnn) = (1 +
Blnn)eBlan — ﬁ#. On reconnait la le terme général d’une série
convergente. D’apres le premier lemme de Borel-Cantelli, on en déduit
que

P(limsup{Y,, > flnn}) =0.
n—-+o0o

4. On a déja remarqué que pour tout k Y suit la loi I'(2,1). Il s’ensuit que
les Z, = Y3, suivent toutes la loi I'(2,1). Reste & voir que les Z, sont
indépendantes. Pour cela, il suffit de voir que pour tout n la tribu o(Z,)
est indépendante de la tribu o(Zg; k # n). Mais o(Z,,) est une sous-tribu
de 0(Xan, Xont1), tandis que o(Zx; k # n) est une sous tribu de o(Xy, k ¢
{2n,2n + 1}). Mais ces deux derniéres tribus o(Xa,,, Xon+1) et o(Xi, k ¢
{2n,2n + 1}) sont indépendantes d’apres le théoréme d’associativité de
I'indépendance. Il s’ensuit que leurs sous-tribus le sont aussi.

5. Comme précédemment, on montre P(Z, > In2n) = P(Y; > In2n) = (1+
Bln2n)e~n2n = Hn2tinn  Cette fois-ci la série de terme général P(Z, >
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In 2n) diverge. Comme les variables aléatoires Z,, sont indépendantes, le
deuxieme lemme de Borel-Cantelli permet de dire que
P(limsup{Z, > lnn}) = 1.
n—-4o0o

6. On a montré a la question précédente qu’avec probabilité 1, il y a une
infinité de n tels que Z,/(In2n) > 1, ou encore Ya,/(In2n) > 1. Mais s’il
y a une infinité de n tels que Y3, /(In2n) > 1, il y a une infinité de n tels
que Y,,/(Inn) > 1. Ainsi

Y,
limsupl—n >1ps.

n—-—4oo 11T

Il s’ensuit que pour tout 8 < 1, on a

P(limsup{Z,, > flnn}) = 1.
n—-+o0o
Si ’on joint ce résultat au résultat de la question 3, on constate que 'on
a la dichotomie
- f>1= P(limsup,_,, {Z, > Blnn}) = 0.
— f<1= P(limsup,_, {Zn > Blnn}) = 1.
Cela permet alors de dire que

: Y,
limsup — =1 p.s.
n—-+too 1IN

Probleme 11

1. EX; =1P(X; = 1)+ (-1)P(X; = -1) = £ —1 = 0. Ainsi (X; —EX;)? =
X? =1,dou Var X; = E(X; — EX;)? = 1. Comme les X}, ont toutes la

méme loi, on a pour tout k¥ Var X = Var X; =1. On a

N

n

k

k=1

Les variables aléatoires X} sont indépendantes donc les nfﬁXk le sont
aussi. On a donc

Var Z,, = ZVarn—

1 n
= = Z k2
k=1
1 n(n+1)2n+1)
n® 6
nn+1)2n+1)
6n?
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qui converge effectivement vers 1/3 lorsque n tend vers U'infini.
2. (a) ¢(t) = Ee™™ = P(X = 1)e"! + (X = —1)e’ (71 = L(e" + ') =
cost.
(b) Ainsi qu’on I'a déja remarqué, Z,, peut s’écrire comme une somme
de variables aléatoires indépendantes, donc la fonction caractéristique
s’écrit comme produit de leurs fonctions caractéristiques :

b
=8

¢z, (t) = ¢ka (t)

372
k

= oGt

Mais les X}, ont la méme loi donc pour tout k ¢x, = ¢, d’ol

62,0= T ().

(¢) ¢—Z,(t) = ¢z, (—t). Mais, comme produit de fonctions paires, ¢z,
est paire, donc ¢—Z,(t) = ¢z, (—t) = ¢z, (t). Z, et —Z, ont la
méme fonction caractéristique ; elles ont donc la méme loi.

2 2
3. (a) Posons, pour t # 0, ¥(t) = ¢(t)eXpt(4t -1 Cos(t)exfft 221 On
définit ¥(0) comme on veut (on pourrait faire un prolongement par
continuité, mais ce n’est pas nécessaire ici). Bien str, ¥ vérifie I'iden-

tité :

2
Vie[-1,1] () = exp(f%)(l ().

Reste a voir que ¥ est bornée sur [—1,1] . Comme [—1, 1] est com-
pact, il suffit de voir que ¥ est bornée au voisinage de tout point
€ [—1,1]. Si z est non nul, la bornitude au voisinage de x résulte
immeédiatement de la continuité de W. Reste a voir la bornitude au
voisinage de 0 : on a cost = 1—t2/2+O0(t*) et exp(t?/2) = 1+t2/2+
O(t*). Tl s’ensuit costexp(t?/2) = 1 —t*/4+ O(t*) = 1+ O(t*), d’ott
o(t) exp(t?/2) — 1 = O(t*), soit W(t) = O(1).
(b) Notons K un majorant de |¥| sur [—1,1]. On sait que pour tout
t € [—1,1], on a ¢(t) exp(t?/2) = 1 + t*¥(¢). On en déduit

Vi€ [-1,1] 1— Kt* < ¢(t)exp(t?/2) = 1 + Kt*.

Mais si n dépasse t? alors pour tout k dans {1,...,n}
kt o onlt |
‘n3/2| = n3/2  pi/2 <1
donc -5 € [~1,1]. On en déduit alors aisément :
Kt Kkt kt k2t Kkt Kt
e ——<1- < < < —.
Vke{l,...,n} 1 > <1 5 _¢(n3/2)exp(2n3)_1+ e <14 2
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inégalités sont positifs :

Vn > max(1, VEK)t?

4. At fixé, lorsque n tend vers 'infini, on a ln(

Kt* _ Kt
S =
méme (1 —|— Iffz

)"

tend vers 1. Par encadrement exp(

(c’est & dire dés que n > Kt?), tous les termes des

Kt*
(1—72)” S ex
n

on peut donc les multiplier et on obtient :

(n+1)(2n + 1)t

p( 1202

Ktlyn — pln(1 — K8 ~
(1-— Ift) tend vers 1. De

n+1)(2n+1
)@y, (2)

tend donc vers 1. Maintenant, on peut écrire

¢z,(t)

(ex

p(

(n+1)(2n + 1)t

12n2

)9z, (t)). exp(—

(n+1)(2n + 1)t?
12n2

)

Lorsque n tend vers l'infini, le premier terme du produit tend vers 1 et le
deuxieme tend vers exp(—t2/6). Ainsi

vt € Rt ligl bz, (t) = exp(—t?/6).

Comme t +— exp(—t2/6) est la fonction caractéristique d'une loi gaussienne
N(0,1/3), il découle alors du théoréme de Lévy que Z, converge en loi
vers la loi gaussienne N(0,1/3).

Exercice bonus (hors baréme)

On calcule aisément :

n 11213|4|5|6|7]8|9]10
v(n) T[T [t[1][2][1[1]1]2
D’ou
n 0|1 3145|6789
yn+1) (O[T |11 ]1]|2|1]1|1]|2
En fait v(X + 1) vaut trés souvent 1. Cela donne envie d’écrire
n 0111213 [4]5|6|7]8]9
Yyn+1)—1{-1]0[{0{0]0|1]0[0]0]|1
Ainsi, on peut calculer
Ey(X+1) = 14+EMHX+1)— —1+( 1).P(X=0)+1.P(X=5)+1.P(X
9
= 1-(1-p)p° 5( »°
¥ (5 P
= 14+126p°(1—p)* + (»* — (1 —p)°)
< 14126p°(1 — p)?,
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ou la derniére inégalité provient du fait que comme p < 1/2, onap <1 —p.
Pour conclure, il suffit donc de montrer que 126p°(1 —p)* < 0,25. Pour cela, on
montre que la fonction f(p) = p°(1 — p)* est croissante sur [0,1/2] : cela peut
se faire en étudiant la dérivée, ou simplement en remarquant que que f(p) peut
s’écrire f(p) = p(p(1—p))* = p(1/4—(1/2—p)?)* : comme produit de fonctions
croissantes positives sur [0,1/2], f est croissante. Ainsi pour p € [0,1/2], f(p) <
11/2) = %.
On en déduit

126 128 27
EW(X+1)g1+126p5(1—p)4§1+¥<1+2—9:1+2—9:1,25.

FIN



