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Exercice 1

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur Pensemble {2, 3,4}.
1. D’apreés le théoreme de transfert, Eln X; = Zi:z P(X; = k)lnk =
%ln2+ %11134— %ln4 = 731“23Jrln3.
2. On a
n@,=InX;+nXo+---+1InX,.

Comme les (X,,)n>1 sont des variables aléatoires indépendantes suivant
la loi uniforme sur ensemble {2,3,4}, les (In X,,),>1 sont des variables
aléatoires indépendantes suivant la loi image de la loi uniforme sur I’en-
semble {2,3,4} par 'application z — Inz. D’apres la loi forte des grands
nombres, on a donc

lim nGn = lim Xy +InXot--- I X, =EInX; ps..

n—-+4oo n n—-+oo n

En prenant I’exponentielle, on obtient

In2+1
1i5[_1 QY™ = exp(w) =2V3 ps.

Exercice 2

Pour tout r > 0,ona P(R>r)=1-P(R>r)=1—-(P(R<r)+P(R=r)).
P(R=r)=P(X,Y) €C,), ou C, est le cercle centré en 'origine et de rayon
r. Mais un cercle est de mesure de Lebesgue nulle, donc P(R = r) = 0. Ainsi
P(R>r)=1-P(R<7),donc (P(R>r)=PR<7)) < P(R<r7)=1%.
P(R<r)=P(X,Y) € D) om D, est le disque ouvert centré en 'origine et
de rayon R. Comme (X,Y) suit la loi uniforme sur D, on a pour tout r € [0, 1]

ND,nD) XD,) wr*

PXY) € D) = =5 = S = 15 =

Ainsi, on voit aisément qu’il suffit de prendre r = % pour avoir l'identité

demandée.
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Exercice 3

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que I’on
ait :
VkeN PXy=1)=PXp=-1)=-.

On pose pour n > 1,

3

Sp = Xp.
k=1

Pour z € C, on pose g(z) = Ee*X

1. (a) D’apres le théoreme de transfert, on a pour tout nombre complexe
z:ona

g(z) = P(X1 = 1)e"* + P(X; = —1)e * = Te — cosh 2.

(b) ¢x,(t) = Eel'™s = g(it) = coshit = cost et ¢x,(t) = EetX1 =
¢x,(—t) = cos —t = cost.

(¢) Sp = X1+ --+X, est une somme de variable aléatoires indépendantes,
donc ¢g (t) = ¢x,(t)ox, (t). Comme Xi,...X, ont la méme li,
elles ont la méme fonction caractéristique, donc ¢g, (t) = dx, (¢)" =
(cost)™. De la méme maniere —S, = (—X3) + - + (—X,,) est une
somme de n variable aléatoires indépendantes ayant la méme loi que
—X; donc ¢_g, (t) = ¢_x, ()" = (cost)™. S, et —S, ont la me
fonction caractéristique donc elles ont la méme loi.

2. On a
+oo u2n
g(u) = coshu = 1+Zm
n=1
et
+o0 (ui)" oo on
2 /0y _ 2/ _
exp(u /2)—1—|—Z py _1+22”n!
n=1 n=1
Or pour tout n > 1, on a
u?" u?n 2 .2 L2 u?n

(2n)! = onpl (n+1).(n+ 2) ...(2n) = 2nn!

u2

En sommant les inégalités, on obtient bien que g(u) < exp %-.
3. Soit n un entier strictement positif et o > 0.

(a) Soit u >0 (S, > na) = exp(uS,) > exp(naa), Donc

P(S,, > na) < P(exp(uSy) > exp(naa))
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exp(uSy,) est & valeurs positives, donc d’apres I'inégalité de Markov

E exp(uSy)

P(exp(uSy) > exp(naa)) < oxp(non)

On aexp(uS,) = [, exp(uXy) : Les variables aléatoires (exp(uXy))1<k<n
sont indépendantes car les (Xj)1<xk<n sont indépendantes. On a donc
exp(uS,) = [Ti_; Eexp(uX})) Mais ces variables aléatoires ont toutes
la méme loi — la loi image de %(51 + 0_1) par lapplication =z —
exp(uz) : on a donc exp(uS,) = Eexp(uX1)" = g(u)". On a bien
finalement

g(w)"

enau

Yue Ry P(S, >na) <

(b) En utilisant la majoration que l'on a pour g, on obtient

VueR, P(S, > na) < exp(ny)

en(xu

En particulier, pour le choix u = «, on obtient 'inégalité
o2
P(Sp = na) < exp(=n—).

(c) On a
P(|S,| = na) = P(S, > na) + P(—S, < na)
Mais on a vu que S,, et —S,, ont méme loi : on a donc P(S,, > na) =

P(—S, < na), d’ou

P(|Sp| > na) = 2P(S, > na)
o2

2 —_n—)).
exp(—n 5 )

IN

4. Soit € > 0. On va montrer que
P(li |S"| >e)=0
imsup|—| >¢€) =0.
n—-+oo nf

8> % Montrer que
. Sp N
hrf —3 = 0 presque stirement.
n——+oo N

Pour cela, le lemme de Borel Cantelli nous dit qu’il suffit de montrer que
la série de terme général P( 2— > €) converge.

s
On a P(|:—g\ > €) = P(|S,] > na) o1 'on a posé a = en®~1. On a donc

Sh o?
P(l—| > < 2 —n—
(122129 < 2exp(-n%)

2
< 2 exp(—;nw_l)
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28—-1

Inn

n

> ;% des que

2 N 2 —
n est assez grand : on a alors Sn?~1 > 2Inn, d'ou exp(—Sn? 1) < L,
—_ n

26-1 . .
Comme *— tend vers +oo lorsque n tend I'infini, on a

ce qui assure que la série de terme général P(|§—g| > €) converge, et donc
que

. Sui
Plimap 512 =0

Comme on a ce résultat pour tout € > 0, le critere fondamental de conver-
gence presque sure nous permet de dire que i—g tend presque strement
vers 0.

FIN



