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1. X est a valeurs dans Ry donc Y = s(X) est & valeurs dans s(R;) = Nx.

11 s’agit donc, pour tout k € Nx, de déterminer la valeur de P(Y = k).
On a

PY =k) = P(s(X)=k)
= P(Xelk—1k)
PX([k - 17 kD
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[k—1,k[

= / e M (1)
[k—1,k[

k
= / e Mdt
k—1

e~ Ak=1) _ =2k
(1- 67)\)(67)\)]671,

donc Y suit une loi géométrique de parametre 1 — e,

2. X prend des valeurs entieres de 0 & 2004. Donc, d’apres le théoreme de
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transfert, on a

2004
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3. Soit A et p deux réels strictement positifs; X et Y deux variables aléatoires
indépendantes suivant la loi uniforme sur [0,1]. On pose U = %

(a) Notons O =]0,1[x]0,1[ et Oy = {(u,y) € R%0 < y < let0 <
uy < 1. Tl est “évident” que Op et Oy sont ouverts. (La justifica-
tion de ces “évidences” n’est pas demandée dans cette unité, mais il
est non moins évident qu’un étudiant de licence doit savoir justifier
briévement ces affirmations). Il est facile de voir que 'application
Y ¢ (x,y) — (z/y,y) réalise un C! difféomorphisme de O; dans
O, dont la réciproque est ¥~ (u,y) = (uy,y). X admet la den-
sité x — 140,1](z) et Y la densité y — 110,1](y). Comme X et
Y sont indépendantes, la densité du couple est le produit des den-
sités, soit f(z,y) = 10,1)(x)}0,1](y). D’apres le théoreme de C!
difféomorphisme, la loi de (U,Y) = (X, Y). admet la densité g(u,y)
qui vaut | det Dw@{y) |f (=L (u,y)) sur Oy et 0 ailleurs, soit g(u,y) =
ly|f (uy, y o, (u,y). En fait, il est facile de voir que si (u,y) € Oa,
alors f(uy,y) = 1. On a donc tout simplement pour (U,Y") la densité

g(u,y) = lyllo, (u,y) = o 1 (uylho 1[(y) = ko1 /ug(¥ o, 1[(Y )k, (w) = ko ing(1,1/u)[ (Y, (1)

(b) Le vecteur (U,Y) admet la densité g(u,y), donc U admet la densité
folw = [ gwpirg

R
= . yJ}O,inf(l,l/u)[(y)uRJr (u)dA(y)

= I, (u) / ydA(y)
10,inf(1,1/u)[
inf(1,1/u)

- [ yaA(y)
0

%min(l,u_2)]jhg+(u).
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PU>1) = PUe€]l,+x)
= PU(]17+OOD

= / dPy(u)
1,400

_ / Fo(u)dA(w)
1,400

B /]1+ [;min(lw‘QMJU)dA(“)

P(U>1)=P(X/Y >1)=P(X >Y) = Pxy)({(a,b) € R*a > b}).
De la méme maniére, on a

P(U<1)=P(X/Y <1)=P(X <Y) = Py,x)({(a,b) € R*a > b})

et

P(U=1)=P(X/Y =1)=P(X =Y = Py.x)({(a,b) € R*;a =b}).

Comme Py xy = U([0,1]) ® U([0,1]) = Pixy), ona P(X >Y) =
P(Y < X), d’ou

PU>1)=P(X>Y)=(P(X <Y)+P(y< X))/2=P(X #Y)/2=(1-P(X = Y))/2.

Mais
P(X =Y)==Pyx)({(z,y) € R%z=y}) = N>({(z,y) € R*a =b}) =0,

d'ou P(U >1)=1/2.

La loi de U = X/Y est la loi image de la loi Py yy) par I'application
(a,b) = a/b. Laloi de 1/U = Y/X est la loi image de la loi Py,x)
par Papplication (a,b) — a/b.

Mais Py, x)y = U([0,1]) ® U([0,1]) = Pxy), donc U et 1/U ont
meéme loi.

Une variable aléatoire V' constante égale a 1 convient. Autre exemple:
la loi uniforme sur {1/2,1, 2}.
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4. Notons H = {(z,y) € R*;x > /2/2} et D = {(v,y) € R%;2% +y? < 1}.

2
On a P(X > ?) ZP(X,Y)(H) =Up(H) = )\)\(2[22?)'

D est un disque de centre 0 et de rayon 1, donc A\?(D) = .12 = 7.

On a donné en TD une méthode graphique pour le calcul de A>(D N H)
(c’est laire d’une calotte circulaire). Voyons ici une méthode par le calcul

N(DNH) Up (, y e (2, y) dX>(z,y)

RxR

1p (2, y ) (2, y) dX*(z,y)

RxR

Clairement (z,y) ¢ D si |z] > 1 ou |y| > 1, d’on
vonm - | o (@Yl g e (2) AN ()
[—1,1]x[-1,1]

/ 11y (2, y) dA%(z,y)
V2/2,1]x[-1,1]

5 g S/ g Y) dx? z,y
/m,ux[-lﬁ = (1) DX3(,y)

ST vi—am () dA(y)) dX(x
Lo UL vz 9@) o)

/ 2¢/1 — 22 d\(x)
(v2/2,1]

1
/ 2v/1— 22 dx

V2/2

/2
/ 2cos0v1 —sin?6 db

/4
/2
= / 2 cos? 0do

/2
/ (1 4 cos 20)do

/4
sin20 /2
77/4'1'[ 9 ]ﬂ/4

m/4+(0—1)/2

D’oti finalement P(X > /2/2) = % — %

FIN



