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Exercice 1
e On trouve Pg(X) = X (X —1)(X —2)(X? -5X +7)
e (@) =inf{n € N; Pg(n) # 0} = 3.

e Un exemple de coloriage a 3 couleurs
e Le nombre de coloriages propres a 4 couleurs vaut Pg(4) = 72.

e Les racines complexes de P sont 0,1,2 et les racines de X? — 5X + 7.
Ce dernier polynéme est un polynéme du second degré de déterminant
A =52 —4%7 = —3. Ces racines sont donc deux nombres complexes
conjugués z et z, qui vérifient 2z = 7, donc sont toutes deux de module
/7. Ainsi toutes les racines sont de modules inférieur ou égal a V7.

Exercice 11

Supposons que P(X) = X(X — 1)(X — 3)(X — k) est le polynéme chromatique
d’un graphe G. Comme P(3) = 0, G n’admet pas de coloriage propre a 'aide
d’une palette de 3 couleurs. Des lors, il n’en admet pas non plus a ’aide d’une
palette de 2 couleurs. Il s’ensuit que P(2) = 0. Mais P(2) =2.(-1).1.(2—k) =
2(k — 2), donc k = 2.



Réciproquement, si £k = 2, P est le polynome chromatique du graphe K4,
représenté ici.

Probleme

1. Comme X suit la loi géométrique de parametre p et Y la loi géométrique
de parametre ¢, on a pour tout entier positif n: P(X >n) = (1 —p)"~!
et P(Y >n)=(1—q)" L.

2. Comme les événements ({X =i});>1 forment une partition de ’espace 2
des possibles, on a

P(X<Y)= +fp({x <YIn{X =i}

Comme pour tout entier 4, on a {X <Y}N{X =i} ={YV >i}n{X =i},
il s’ensuit

P(X<Y)= +ZO:QP({Y > i} n{X =1i}),

d’olt

PX<Y)= +iop(y > ) P(X =)

car les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

3. En remplacant dans la derniere somme chaque expression par sa valeur
(se reporter & la premitrequestion), on obtient

—+oo

PX<Y) = > (1-g ' 'pl—p)'"
=1

oo
= p> (1-p(-g)"
k=0

1
= p
1-(1-p)(1—-q)
_ p
pP+q—pq

On est fondé & écrire ces calculs car les hypotheses sur p et ¢ impliquent
que |(1 —p)(1 — ¢q)] < 1. On vient de montrer que si on avait deux
variables aléatoires V7 et V5 indépendantes suivant les lois géométriques

de parametre p; et py , on avait P(V; < Va) = plﬂ’f;ﬁ. Il suffit
maintenant de prendre Y = V; et X = V5 pour en déduire que
q

PY<X)=PX>Y)=—21
p+4q—pg



4.

(a) La formule P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) peut s’écrire aussi

(b)

. Comme P(X <Y) =
p+q—pq = 2p, soit q(1 —p) = p, c’est a dire ¢ = 7.

(a)

(b)

P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB). Lorsque les événements A et
B vérifient AUB =Q,0ona P(AUB) =P(Q) =1, dou

P(ANB) = P(A)+ P(B) — 1.

Il est clair que Q ={X <Y} U{Y < X}.
D’autre part {X =Y} ={X <Y} n{X >Y}. Dapres la question
précédente, on a donc

P(X=Y) = P(X<Y)+PY <X)-1
P4

p+q—pg pP+q—pg
g

p+q—pg

,ona P(X <Y) =1 siet seulement si

p

P
pP+q—pq
p

Comme Z < X,onaEZ <EX = %, car X suit une loi géométrique

de parametre p. De méme Z < Y entraine EZ < Ces deux

inégalités entrainent EZ < min(%, é)

Comme Z =min(X,Y),ona{Z >n} ={X >n}N{Y >n}. Donc
P(Z>n)=PH{X >n}n{Y >n})=P(X >n)P(Y >n). Il suffit
alors de remplacer par les formules rappelées a la premiere question
pour conclure que

Q=

VneN* P(Z>n)=(1-p)" (1—-g"!
Posons r =1 — (1 — p)(1 — q). D’apres la question précédente, on a
VneN* P(Z>n)=(1-r)""%

Soit m > 1. Comme les événements {Z = n} et {Z > n + 1} sont
disjoints, on a P(Z > n) = P{Z =n}U{Z >n+1}) = P(Z =
n)+ P(Z > n+1). On a donc pour tout entier naturel non nul n:

n) = P(Z>n)—P(Z>n+1)
A=r)" =1 =n"
L=r)"t1-(1=)

= r(1—r)""1,

ce qui signifie que Z suit une loi géométrique de parametre
r=1-(1-p)1-q).



(d)

Comme Z su1t une loi geometrlque de paramétre r = 1—(1—p)(1—q),
on alEZ = ; = 1-(- p)(l Q) :D+q1 YR Il suffit alors de comparer
aux expressions de P(X <Y) et P(Y < X) trouvées plus haut pour

avoir

1 1
EZ=-P(X<Y)=-P(Y < X).
p q

Comme P(X <Y) <1, on en déduit que EZ <
Comme P(Y < X) <1, on en déduit que EZ <
le résultat du (a).

Q‘H"SM—‘

On retrouve ainsi

On sait que le nombre d’essais nécessaires pour obtenir une premiere
réussite dans une série d’expériences aléatoires indépendantes et de
meéme probabilité p suit une loi géométrique de parametre p. Ainsi, le
nombre X de lancers nécessaires & Jacques pour obtenir un ”1” suit
une loi géométrique de parametre p = % — on utilise ici 'hypothese
d’équiprobabilité. De meéme, le nombre Y de lancers nécessaires a
Lionel pour obtenir un ”1” suit une loi géométrique de parametre
1

q=z- Evidemment, X et Y sont indépendantes, car les dés sont

distincts.

Comme Jacques commence, il gagne si et seulement X < Y. Ainsi,

le jeu est équitable, si et seulement si P(X <Y) = % D’apres une

question précédente, cette condition est vérifiée si et seulement si

q = 155, qui s’écrit aussi ¢ = ;71 = (n —1)~! ou encore
P

k=n-—1.

Le gagnant a joué Z = min(X,Y’) coups, donc il a doué en moyenne

EZ — I%P(X <Y)=nP(X <Y)=nx2 =2 car le jeu est
équilibré.
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FIN DE L’EPREUVE



