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Rappel : on a vu en exercice que la fonction I', définie sur |0, +oo[ par

I(z) = /0 T et o).

vérifie Vn e N TI'(n+ 1) = nl.
On ne demande pas ici de redémontrer ce résultat, mais vous devez savoir
le faire. Pour x > 0 on pose

+oo —t —xt
w(x):/o <et— 1e_et> dt.

1. Vérifier que 1 est bien définie et est continue sur |0, +oo].
Indication : on pourra d’abord se placer sur un intervalle [a,b], avec
0<a<b<+oo.

2. Montrer, pour z > 0, I'identité ¢ (z 4+ 1) = ¢(z) + 2.

3. (a) Montrer que pour tout z > 0, on a kETOO Y(z+k)—(k) =0.

keN

4. (a) Montrer que pour tout entier naturel non nul &, on a

(b) Montrer que pour tout z > 0,

1

+o0 1
vt =+ (5 - 3

=1

+0o0 . e_t
t dt = C(k + 1)k,
|t =

(On rappelle que la fonction ¢ est définie, pour s > 1, par
((s) = Zn21 n=*°.)

(b) En déduire que pour = €] — 1,1, on a

+oo
P(l+z) =v1)+ > (-D)M¢(k+ 1)k,
k=1



D.

(a) Pour u > 0, on pose

Vérifier que F' est bien définie sur ]0, +o00[, puis montrer qu’elle
est dérivable. En déduire la valeur de F.

(b) Montrer que pour tout x > 0 et pour tout entier naturel p, on a

1 p—1 .
Y(pr) =Inp+— > W+ ).
p= p



Solution

. Soit > 0. La fonction ¢ — eT_t - % est continue sur |0, +oo], donc

localement intégrable sur ]0, +oo[. Observons le comportement lorsque
t tend vers 0. On a

e—t e—act (1 _ e—t)e—t _ te—xt

t 1—et t(1—et)

EnO,onal—ef~t dout(l—et) ~t2 Pour le numérateur,

el—e ™ —te™™ = (1-t+0(%) -1 —2t+0(%)) —t(1+0(t))
= (t+0(t?)) — (t+ O(t?))
= O(t?).

Finalement e—?—% = O(1) au voisinage de 0 ce qui donne I'intégrabilité

sur |0, max(1, z)]. Pour ¢ € [max(1, ), +o0[, on a

—xt —t —at
e e e _ 1 _

ot
S [ e
’t 1—e_t|_ t +1—e_t_ 1—e® ’

ce qui donne l'intégrabilité sur [1,+oo[. Soient a,b avec 0 < a < b <
+00. Si z € [a,b], on a pour tout t > 0

€_t e—at e—t e—xt e—t €_bt

_ S
t l—et~ ¢t 1l—et = ¢ 1—et’

d’ou
‘i_£,<,i_i|+|i_ e |
t l—et' =" ¢t 1—et t 1—et"
Pour tout ¢ > 0, la fonction z +— % - % est continue sur [a, b].
Comme \e%t — 16_7:;\ + ]% - le_;b,tt\ est intégrable sur |0, +o0o], on en

déduit la continuité de 1 sur [a, b]. En particulier, pour tout z > 0, v
est continue sur [x/2,2z] qui est un voisinage de x : ¢ est donc bien
continue sur |0, +-o00[ tout entier.

. On a facilement

+0o0
P(x+1)—yYx) = /0 e " dt = %



(a) On a

+oo 1— e—xt ki
Pour tout ¢t > 0
1— —xt
lim 766_“ =0.

k—+oo 1— et

De plus pour tout entier k > 1
1 — e—at 1 — e—at et _ e—(z+1)t et oLt et
0< = gkt o2 7 t_Z 7 000 | |4
_1—6*"/6 _1—6*’56 1—et _|t 1—e*t|+|t

qui est bien une fonction intégrable ne dépendant pas de k. Ainsi,
d’apres le théoreme de convergence dominée

lim 4z + k) — (k) = 0.

k——+o00
(b) On a
Y+ 1) —Y(i) = % et Y(z+i+1)—¢Y(x+i)= a;}i-i’
d’ol en faisant la différence
(Wi +1) ~ ()~ (bl +i+1) — o +) =+ — ——
xr+1

et, sommant pour i de 1 a k — 1

(k) (1) ~ W+ K~ pla+ 1) = 2 (1.— ! )

T T+
Ainsi
1 1

batl) =)+ 3

&0 m+(¢($+k> — (k).

On obtient I’égalité désirée en faisant tendre k vers 'infini.

(a) Comme y/(1 —y) = Zle y? pour 0 < y < 1, on a pour tout
t>0:

¢ —+oco
ot =3 ke
1—et )
p=1

e—(z*—i—l)t

1—et

B



Comme la série est a termes positifs, le théoreme de convergence
monotone donne

+o00 e—t +o0 +o00
/ tk —dt= Y the=Pt dt.
0 1 =1 Jo

Cependant

/+oo A . 1 +oo . .
the Pt dt = / (pt)*e P pdt
0 karl 0

1 ‘oo
= — ue " du
Pk+1/o

La preuve de l'identité f0+°° uPe™ du = k! est classique; on ne
la rappelle pas ici. On a donc

+oo —t +o00 1
k e
/0 t = % k= KGR+ ).

1—e! p=1 P

oo ,—t _ ,—t(1+x) oo — _ —tx
¢($+1)_¢(1):/0+ Mdt:/0+ Mdt.

1—et 1—et
On a n
),y )t
1 —et n—+00 £— k! 1—et
A z fixé avec x €] — 1,1], si on pose f,(t) = > p_; —4(_1ff)k =,
on a
n
]a;t]k et | et e~ (=lzDt _ o=t
< - < xlt — 1 e
|f'fl(t)‘—z kl 1 —et —(6 )1—e_t 1—et

k=1

qui est une fonction intégrable. Ainsi, d’apres le théoreme de
convergence dominée,

Y(x+1)—¢(1) = lim o fn(t) dt
n—+o00 Jqy

Cependant

~+o00 n n

fn(t)dt:Z(—l)k“xk;'/Jrootk - dt = (~D)M 1k (k+1),
*Jo

1—et
0 k=1 k=1




d’ou

(x+1)

— (1)

= lim

n—-+o0o

ce qui donne le résultat voulu.

Au fixé, la fonction t —

localement intégrable sur |0, 4oco[. En outre, lim; g €

t

e—tie—ut

n

> =DMk + 1)t

k=1

est continue sur |0, +oo], donc

t

—ut

—6

u — 1, donc la fonction se prolonge par continuité en 0 donc

Iintégrale est “faussement impropre” en 0. En I'infini, on a €

-
t

—e~

ut

O(e~min(Lwty * d°on la convergence de l'intégrale. Par ailleurs

0 et

ou

_ef'u,t

; =e

Yu € [a,+oo[ V>0

ut

.
ou

—t e—ut

t

|=e

, ce qui nous donne pour tout a > 0

—ut S efat.

Or t — e~ % est intégrable, independante de u donc u — F(u)
est C! sur Ja, +oo|, avec F'(u
est quelconque strictement pos1t1f le résultat est bien C' sur
]0 +oo[ tout entier avec F'(u) =

1)+ [ F'(u

du—0+fxd“

p—1

> [ (

= e dt =

u. Comme a

1 Ainsi pour z > 0, F(z) =

log .

1—

o—(a+i/p)t

e

t>dt

1
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0 t pl—et1l—e(/p)
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ce qui donne le résultat voulu.



