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durée 2h

Les documents et calculatrices sont interdits.

***

On note Γ la fonction définie sur ]0,+∞[ par la relation

Γ(x) =

∫ +∞

0
e−ttx−1 dt.

Pour n entier naturel non nul, on pose

Hn =
n∑

k=1

1

k
=

1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

n
.

I

1. Vérifier que Γ est bien définie.

2. Démontrer que la fonction Γ est dérivable sur ]0,+∞[, avec

∀x > 0 Γ′(x) =

∫ +∞

0
e−t log t tx−1 dt.

II

1. Montrer que la suite (un)n≥1 définie par un = Hn − log n admet une
limite lorsque n tend vers l’infini. On notera γ cette limite.
Indication : on pourra étudier la nature de la série de terme général
un − un−1.

2. Montrer que pour tout entier n ≥ 1, Hn =
∫ 1
0

1−(1−v)n

v dv. À cet
effet, on pourra calculer la somme

1 + (1− v) + · · ·+ (1− v)n−1.

3. En déduire que, pour tout entier naturel n ≥ 1,

Hn+1

n+ 1
= −

∫ 1

0
log v (1− v)ndv.

4. Établir que pour tout t ≥ 0, 1− t ≤ e−t.

1 Tournez la page S.V.P.



5. On pose In =
∫ n
0 (1−

t
n)

n log t dt. Montrer que

lim
n→+∞

In =

∫ +∞

0
e−t log t dt.

6. Montrer que γ = −Γ′(1).
Indication : on pourra montrer que In = n

n+1(log n−Hn+1)
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