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Exercice 1

Soit (un)n>1 et (vp)p>1 deux suites de nombres réels. On suppose que
im u,>1letque lim wv,>1.
n—-+o00o n——+00

1. Soit £ €]0,1[. Que peut on dire de ’ensemble des entiers n tels que
uy, > 1 — 7?7 de 'ensemble des entiers n tels que v,, < 1 —e? En

déduire que  lim unv, > 1.
n—-+o0o

2. Donner un exemple de suites de nombres réels (up)n>1 €t (Vn)n>1

avec lim up,=1, lm wv,=1let Nim uyv,=3.
n—+00 n—-+o0 n—-+o0

Exercice 2

1. Soit f une fonction mesurable, intégrable sur [0, 1] par rapport a la
mesure de Lebesgue. Montrer soigneusement que

f(x) d\(z) = lim f(x) dX\(z).
[0,1] n=+oo Ji/n,]
n
2. On pose H, = >_ % Montrer qu’il existe une constante réelle ~y
k=1
telle que 'on ait le développement asymptotique lorsque n tend vers

Pinfini :
H, =logn+~+o(1).

3. Pour x réel, on note {z} 'unique réel de [0, 1] tel que z — {z} € Z.
Montrer que l'intégrale f]o 1]{%} d\(x) a une valeur finie et que

/]0 (2} dr@) =1-7,

A X

1 Tournez la page S.V.P.



Exercice 3

Soient A, B des tribus sur 2, X C Qet Y C Q.

Dites pour chacune des affirmations suivantes si elle est vérifiée quels
que soient A, B, X, Y.
On demande simplement de répondre par OUI ou NON.
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AN B est une tribu.

ANB={EcQ3A,B)c AxB E=AnB).
o(ANB)=c{E C Q;3(A,B) e Ax B E=AnNB}).
oc(AUB)=0c({E C3(A,B)e Ax B E=AUDB}).
X est dans la tribu P(Q2)

Si X est infini, les parties finies de X forment une tribu.
SiXCYetY eA, alors X € A.
SiXCYetXeA alorsY € A

Si X eAet AC B, alors X € B.

Exercice 4

1.

. Montrer que pour tout z > 0, la fonction ¢t —

Montrer que pour tout ¢ > 0, on a 0 < 1 — cost < min(ﬁ 2), puis

2
quepourtoutt>0,ona0§@§1.
1=cost o=t egt intégrable

sur ]0, 4+o00[ par rapport & la mesure de Lebesgue. On pose alors

Vx>0 F(x):/

10,4+00[ 3

1—
L8t ot gae).

Montrer que F' est dérivable sur |0, +-00[, avec F'(z) = 75
Indication : on pourra commencer par prendre x €]a,+oo[, ol on a
choisi un réel a > 0 quelconque.
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2

Montrer que lim F(n) = 0. En déduire que

n—-+oo
1
Ve>0 F(x)= ilog(l +z72).

On pose pour z > 0 :

1 —cost
e

Glz) = / )]
10,400[

Vérifier que G est bien définie, puis montrer que G est dérivable sur
10, +o0, avec G' = —F.
Montrer qu’il existe C' € R telle que

V>0 Gx)=C— glog(l +27?) — atan z.

Déterminer la valeur de C.

T 1 — cost T
72 dt: .
0 t 2

(On commencera par montrer que l'intégrale converge.)

FIN

Montrer que



