
Université de Nancy I Licence 3
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Problème 1

1. Soit x > 0. La fonction t 7→ e−t

t − e−xt

1−e−t est continue sur ]0,+∞[, donc
localement intégrable sur ]0,+∞[. Observons le comportement lorsque
t tend vers 0. On a

e−t

t
− e−xt

1− e−t
=

(1− e−t)e−t − te−xt

t(1− e−t)
.

En 0, on a 1− e−t ∼ t, d’où t(1− e−t) ∼ t2. Pour le numérateur,

e−t − e−2t − te−xt = (1− t+O(t2))− (1− 2t+O(t2))− t(1 +O(t))

= (t+O(t2))− (t+O(t2))

= O(t2).

Finalement e−t

t − e−xt

1−e−t = O(1) au voisinage de 0 ce qui donne l’intégrabilité
sur ]0,max(1, x)]. Pour t ∈ [max(1, x),+∞[, on a

|e
−t

t
− e−xt

1− e−t
| ≤ e−t

t
+

e−xt

1− e−t
≤ e−t +

1

1− e−x
e−xt,

ce qui donne l’intégrabilité sur [1,+∞[.

2.

un − un−1 = (Hn −Hn−1)− (log n− log(n− 1))

=
1

n
+ log(1− 1/n)

=
1

n
− 1

n
+O(

1

n2
)

= O(
1

n2
).
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Ainsi la série de terme général un − un−1 converge, mais
∑n

k=2(un −
un−1) = un − u1, donc la suite (un)n≥1 converge.

3. Pour tout t > 0, on a

e−t + e−2t + · · ·+ e−nt =
e−t(1− e−nt)

1− e−t
=
e−t − e−(n+1)t

1− e−t
.

En intégrant entre 0 et +∞, on obtient

n∑
k=1

∫ +∞

0
e−kt =

∫ +∞

0

e−t − e−(n+1)t

1− e−t
.

Or
∫ +∞
0 e−kt = 1

k , d’où∫ +∞

0

e−t − e−(n+1)t

1− e−t
= Hn.

4. À u fixé, la fonction t 7→ e−t−e−ut

t est continue sur ]0,+∞[, donc loca-

lement intégrable sur ]0,+∞[. En outre, limt→0
e−t−e−ut

t = u−1, donc
la fonction se prolonge par continuité en 0, donc l’intégrale est “faus-
sement impropre” en 0. En l’infini, on a e−t−e−ut

t = O(e−(min(1,u)t),

d’où la convergence de l’intégrale. Par ailleurs ∂
∂u

e−t−e−ut

t = e−ut, ce
qui nous donne pour tout a > 0

∀u ∈ [a,+∞[ ∀t > 0 | ∂
∂u

e−t − e−ut

t
| = e−ut ≤ e−at.

Or t 7→ e−at est intégrable, indépendante de u donc u 7→ F (u) est C1

sur ]a,+∞[, avec F ′(u) =
∫ +∞
0 e−ut dt = 1

u . Comme a est quelconque
strictement positif, le résultat est bien C1 sur ]0,+∞[ tout entier avec
F ′(u) = 1

u . Ainsi pour x > 0, F (x) = F (1)+
∫ x
1 F

′(u) du = 0+
∫ x
1

du
u =

log x.

5. Il est facile de voir que pour tout n ≥ 1, on a

|e−nt

(
1

t
− 1

1− e−t

)
| ≤ e−t

∣∣∣∣1t − 1

1− e−t

∣∣∣∣ .
Comme pour tout t > 0, limn→+∞ e−nt

(
1
t −

1
1−e−t

)
, si l’on montre que

e−t
(
1
t −

1
1−e−t

)
est intégrable, le théorème de convergence dominée

permettra de conclure que la limite de Jn. Or nous avons déjà démontré

que e−t
(
1
t −

1
1−e−t

)
est intégrable : c’est la fonction dont l’intégrale

définit la valeur de ψ(1).
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6. On a

e−t

t
− e−t

1− e−t
=
e−t

t
− e−nt

t
+
e−nt

t
− e−nt

1− e−t
+

e−nt

1− e−t
− e−t

1− e−t
,

D’où en intégrant entre 0 et +∞, ψ(1) = F (n) + Jn −Hn−1, où on a
utilisé la question 3 pour la dernière identité. Avec la question 4. , on
a ψ(1) = log n+ Jn −Hn−1.

7. log(n − 1) = log n + log(1 − 1/n), donc ψ(1) = log(1 − 1/n) + Jn −
(Hn−1− log(n−1)). Lorsque n tend vers l’infini, log(1−1/n) tend vers
0, Jn vers 0, et Hn−1 − log(n− 1) vers γ, d’où ψ(1) = −γ.

Problème 2

1. (a) Dire que le plus petit élément d’une famille finie est strictement
supérieur à t, c’est dire que chacun des éléments de cette famille
est est strictement supérieur à t, d’où l’identité

{mn > t} = ∩n
i=1{Xi > t}.

(b) mn est le plus petit nombre dans une famille de nombre positifs. Il
s’ensuit que Fmn(t) = P (Mn ≤ t) = 0 pout t strictement négatif.
Soit donc t ≥ 0 : Fmn(t) = P (Mn ≤ t) = 1− P (Mn > t).

P (mn > t) = P (∩n
i=1{Xi > t})

=

n∏
i=1

P (Xi > t),

car les Xi sont indépendants. Si t ≥ 0, tous les termes du produit
sont égaux à 1. Sinon, pour tout i, on a

P(Xi > t) =

∫ +∞

t
λe−λx dx = e−λt.

Il s’ensuit que P(mn > t) = (e−λt)n = e−nλt et Fmn(t) = 1−e−nλt

pour t > 0 tandis que Fmn(t) = 1− 1 = 0 pour t ≤ 0.

(c) Fmn a donc la même fonction de répartition qu’une loi exponen-
tielle de paramètre nλ : comme la fonction de répartition ca-
ractérise la loi, cela signifie que mn suit une loi exponentielle de
paramètre nλ.
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2. (a) La famille (T = k)k≥1 forme une partition de l’espace. Il s’ensuit

P(G > t) =

+∞∑
k=1

P(G > t, T = k)

=

+∞∑
k=1

P(mT > t, T = k)

=

+∞∑
k=1

P(mk > t, T = k)

mk est mesurable par rapport à la tribu σ(X1, . . . , Xk), qui est
indépendante de T , donc mk est indépendante de T . Il s’ensuit :

P(G > t) =
+∞∑
k=1

P(mk > t, T = k)

=

+∞∑
k=1

P(mk > t)P(T = k)

=

+∞∑
k=1

e−λktp(1− p)k−1

= pe−λt
+∞∑
k=1

e−λ(k−1)t(1− p)k−1

= pe−λt
+∞∑
k=1

(e−λt(1− p))k−1

= pe−λt
+∞∑
i=0

(e−λt(1− p))i

=
pe−λt

1− (1− p)e−λt
.

(b) Comme G est positive, on a la formule

E[G] =
∫
[0,+∞[

P(G > t) dλ(t) =

∫ +∞

0

pe−λt

1− (1− p)e−λt
dt.

Une primitive de t 7→ pe−λt

1−(1−p)e−λt est

t 7→ −p
1− p

1

λ
log(1− (1− p)e−λt),
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ce qui donne E[G] = −p ln p
1−p

1
λ .

(c) En 1 ln p est équivalent à p − 1et p à 1 donc −p ln p
1−p

1
λ ∼ 1

λ . EG
tend donc vers 1

λ , ce qui est l’espérance d’une loi exponentielle de
paramètre λ, ce qui est logique, car si p = 1, alors T = 1 presque
sûrement, donc mT = X1.

3. (a) eαX1 est positive, donc avec le théorème de transfert

E[eαX1 ] =

∫
R
eαx dPX1(x),

les deux quantités étant simultanément finies ou infinies. Quand
E[eαX1 ], eαX1 est intégrable. On a∫

R
eαx dPX1(x) =

∫
R
11R+(x)λe

−λxeαx dx = λ

∫
R+

e−(λ−α)x dx.

L’intégrale est finie si α < λ, et vaut alors λ
λ−α , sinon elle est

infinie

(b) Pour α ≤ 0, on 0 ≤ eαG ≤ e0 ≤ 1, donc eαG est intégrable. Soit
α ∈]0, λ[. Comme pour tout n, mn ≤ X1, on a mT ≤ X1 soit
G ≤ X1, d’où e

αG ≤ eαX1 et E[eαG] ≤ E[eαX1 ] < +∞. Si T = 1,
T = 1 et X1 = G, donc 11{T=1}e

αX1 = 11{T=1}e
G ≤ eG, d’où

E[eG] ≥ E[11{T=1}e
αX1 ]

mais 11{T=1} et eαX1 sont indépendantes, donc

E[eG] ≥ E[11{T=1}]E[eαX1 ] = P(X1 = 1)E[eαX1 ] = pE[eαX1 ] = +∞

grâce à la question précédente. Finalement eαG est intégrable si
et seulement si si α < λ.
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