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Probleme 1

—xt .
1= est continue sur |0, oo, donc

1. Soit & > 0. La fonction ¢ — e%t — 1=
localement intégrable sur |0, +00[. Observons le comportement lorsque

t tend vers 0. On a

t efxt (1 _ eft)eft _ tef:mt

e AT ——

o
t

En0,onal—e ! ~t doit(l—et)~t% Pour le numérateur,

et—e _te™ = (1—t+0(t?)) - (1—2t+0(t?)) —t(1 +O(t))
= (t+0(tH)) = (t+0(t?)
= O(t?).

Finalement et;t— 16_7:; = O(1) au voisinage de 0 ce qui donne 'intégrabilité

sur |0, max(1, z)]. Pour ¢ € [max(1,x),+oc[, on a

|€7t efxt | - eft N ef:pt - _ N 1 ot
— - — e e
t 1—et' = ¢t 1—et ™ 1—e® ’
ce qui donne intégrabilité sur [1, +oo].
2.
Up — Up—1 = (Hp— Hp—1)— (logn —log(n —1))
= —+log(l—1/n)
1 1 1
- S 40(=
n o n * (n2)
= 0(y)
= —



Ainsi la série de terme général u,, — u,,—1 converge, mais » ,_o(u, —
Up—1) = Up — u1, donc la suite (up)p>1 converge.

. Pour tout ¢ > 0, on a

—t(1 _ —nt —t _ —(nt1)t
—t -2t |, € (I—e™) e €
e +e 7+ +e 1ot 1ot

En intégrant entre 0 et +00, on obtient

n +o0 +o0 —t —(n+1)t
/ o :/ et — = (ntl)
Z 1—et
k=1 0 0

Or 0+°° ekt = %, d’ou

+oo —t _ ,—(n+1)t

e e

/ -1 .=  — Hy.
0 1—e

%ut est continue sur ]0, +oo[, donc loca-
lement intégrable sur ]0, +oc[. En outre, lim;_q eft_tefm =u—1, donc
la fonction se prolonge par continuité en 0, donc l'intégrale est “faus-
sement impropre” en 0. En l'infini, on a % = O(e~(min(Lu)ty,

. s . —t_—ut _
d’ou la convergence de l'intégrale. Par ailleurs a%% = e " ce

qui nous donne pour tout a > 0

. A u fixé, 1a fonction t — <

a —t __ —ut
Vu € [a,+o0] Vt>0 y%%

Or t +— e~ est intégrable, indépendante de u donc u +— F(u) est C*
sur Ja, +o0[, avec F'(u) = f0+oo e " dt = 1. Comme a est quelconque
strictement positif, le résultat est bien C'* sur ]0, 400 tout entier avec
F'(u) = L. Ainsi pour x > 0, F(z) = F(1)+ [{" F'(u) du = 0+ ;" & =

u
log z.

’ — efut < efat.

. Il est facile de voir que pour tout n > 1, on a
1 1 1 1

e M= — <e |- — .

| <t 1—6_t>|_ t 1l—et

Comme pour tout t > 0, lim,, o, e~ <l —

el e ), si 'on montre que

ot <;_ 1

) est intégrable, le théoreme de convergence dominée

t 1—e—t
permettra de conclure que la limite de J,,. Or nous avons déja démontré
que e ! (% — 171;3_t> est intégrable : c’est la fonction dont l'intégrale

définit la valeur de ¥(1).



6. On a

€_t €_t _ €_t e—nt N e—nt e—nt N e—nt e—t
t l—et ¢ t t l—et 1—et 1—et’

D’ou en intégrant entre 0 et +o00, (1) = F(n) + J, — H,—1, ot on a
utilisé la question 3 pour la derniére identité. Avec la question 4. , on
a(l)=logn+J, — Hyp_1.

log(n — 1) = logn + log(1 — 1/n), donc (1) = log(l — 1/n) + J, —
(H,—1 —log(n—1)). Lorsque n tend vers l'infini, log(1 —1/n) tend vers
0, Jy, vers 0, et H,_1 —log(n — 1) vers v, d’ou ¢(1) = —.
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Probleme 2

1.

(a) Dire que le plus petit élément d’une famille finie est strictement
supérieur a t, c’est dire que chacun des éléments de cette famille
est est strictement supérieur a t, d’ou I'identité

{mn >t} =N, {X; > t}.

(b) my, est le plus petit nombre dans une famille de nombre positifs. Il
s’ensuit que F,, (t) = P(M,, <t) =0 pout ¢ strictement négatif.
Soit donc t > 0 : Fy,, (t) = P(M, <t)=1— P(M, > t).

P(mn, >1t) = P(OLZ{Xi>t})

= [[r&xi>0),
i=1

car les X; sont indépendants. Si ¢t > 0, tous les termes du produit
sont égaux a 1. Sinon, pour tout ¢, on a

+oo
P(X; >1t) = / e dg = e,
t

Il s’ensuit que P(m,, > t) = (e N)" = e ™M et Fr, =1 —e N
pour ¢ > 0 tandis que F},, )y =1—1=0 pour ¢ <0.

(¢) Fp, adonc la méme fonction de répartition qu’une loi exponen-
tielle de parametre nA : comme la fonction de répartition ca-
ractérise la loi, cela signifie que m,, suit une loi exponentielle de
parametre nA.



2. (a) La famille (T' = k)x>1 forme une partition de I’espace. Il s’ensuit

400
P(G>t) = > P(G>t,T=k)

k=1
—+o00

= ZIP’(mT >t T = k‘)
k=1
—+o00

= ZP(mk >t,T=k)
k=1

my est mesurable par rapport a la tribu (X7, ..., Xg), qui est
indépendante de T', donc my, est indépendante de T'. Il s’ensuit :

“+oo
P(G>t) = Y Plmgp>t,T=k)
k=1
+oo
= > P(my > t)P(T =k)
k=1
+o0
— Ze—kktp(l - p)k—l
k=1
—+00
_ pe—)\t Z e—)\(k—l)t(l _ p)k—1
k=1

—+00
= pe M (e M1 -p)F!
k=1

—+00
= pe MY (e M1 -p))
=0

_ pe—)\t
1= (1=ple
(b) Comme G est positive, on a la formule
[ ] ( +o00 pe—)\t
EG—/ P(G >t d/\t—/ dt.
[0,400[ ) dA) 0 1 —(1—ple

p€7>‘t

Une prlmltlve de t — W est

-p 1 A
t ———log(l — (1 — t
'—>1_p)\ og(l — (1 —ple™"t),

4



ce qui donne E[G] =

En 1 Inp est équivalent & p — let p & 1 donc _f’_h;p§ ~ % EG
tend donc vers %, ce qui est 'espérance d’une loi exponentielle de
parametre A, ce qui est logique, car si p = 1, alors T' = 1 presque

stirement, donc mpr = X;.

e®X1 est positive, donc avec le théoréme de transfert

E[eoX1] = / €9 qPy. (),
R

les deux quantités étant simultanément finies ou infinies. Quand
E[e®X1], e2X1 est intégrable. On a

/e‘m dPx, (x) = /Il;RjL(ac))\e_)‘xeo‘”C dx = )\/ e~ A= g,
R R Ry

L’intégrale est finie si @ < A, et vaut alors %

2, sinon elle est

infinie

Pour a <0, on 0 < G < 0 < 1, donc G est intégrable. Soit
a €]0, \[. Comme pour tout n, m, < Xj, on a my < X; soit
G < X1, d'ott e2¢ < eX1 et E[e®C] < E[e®X1] < +00. Si T = 1,
T=1et X; =G, donc ]]{Tzl}eaxl :]]{Tzl}eG < €%, dou

E[e€] > E[H{T:l}eo‘xl]
mais lyp_1) et e®X1 sont indépendantes, donc
Ele] > Eflir—1j]E[e**1] = P(X; = 1)E[e*!] = pE[e*¥!] = +o00

grace a la question précédente. Finalement e®“ est intégrable si
et seulement si si a < .



