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¥k Probleme I ***

On note ¥ la fonction définie sur |0, +oo[ par la relation

+oo —t —xt
w@y_A <1—1i64>dt

Pour n entier naturel non nul, on pose

n
Hy =)
k=1

—1+1+ +1
12 n’

| =

1. Vérifier que ¢ est bien définie.

2. Montrer que la suite (uy)p>1 définie par u, = H,, —logn admet une
limite lorsque n tend vers l'infini. On notera 7y cette limite.
Indication : on pourra étudier la nature de la série de terme général
Up — Up—1-

3. Montrer que pour tout entier n > 1,
400 —t _ ,—(n+1)t
e e
H, = — dt.
" /0 1—et

Indication : on pourra calculer la somme e~ + e 2t + ... 4 7™,

4. Pour u > 0, on pose

Vérifier que F' est bien définie sur |0, +oo[, puis montrer qu’elle est
dérivable. En déduire la valeur de F'.

oo 1 1
0 t 1—et

Déterminer la limite de J,, quand n tend vers 'infini.

5. On pose

1 Tournez la page S.V.P.



6. Montrer que pour tout entier naturel n > 1, ¢(1) = logn+.J, — H,—1.
7. En déduire que v = —(1).

% Probleme IT ***

Un responsable informatique d’'une PME veut convaincre un décideur de
remplacer un systéeme d’exploitation propriétaire peu stable par une solu-
tion libre. L’argument utilisé ici est la fréquence du gel d’une application.

Le décideur répond au responsable de lui transmettre chaque jour le
temps entre le boot du matin et le premier gel d’application, et lui affirme
que l'on procédera au changement si lorsqu’il reviendra, le responsable
pourra lui affirmer qu’une application a planté moins d’une minute apres
son lancement.

Pour chaque n > 1, on note X, la durée mesurée le n-iéme jour. On
note 7" le jour ou le décideur a le temps de se pencher sur le probleme.

On suppose que les (X;,),>1 sont des variables aléatoires indépendantes
suivant une loi exponentielle de parametre A > 0. On suppose que 1" suit
une loi géométrique de parametre p €]0, 1] et est indépendante de (X, )n>1.

On pose, pour tout n > 1 : my, = min(Xy,...,X,).

On note

G= mr

la plus courte durée avant gel constatée jusqu’au retour du décideur.

1. (a) Soit t un réel quelconque. Justifier, par une phrase en frangais,
I'identité
n
{m, >t} = .ﬁl {Xi > t}.
1=

(b) Montrer que la fonction de répartition de m,, vérifie

Fo (1) = 0 sit <0
T 1 —exp(—Ant) sit>0

(¢c) Montrer que m,, suit une loi exponentielle dont on déterminera
le parametre.

2. (a) Soit t > 0. Montrer soigneusement

(G > ) ; (mk > 1, ) 1— (1 _p)ef/\t
(b) En déduire que
—plnp1
E|G]| = —.
[G] =~ X

(¢) Que se passe-t’il pour E[G] lorsqu’on fait tendre p vers 17 Ce
résultat vous semble-t-il conforme a l'intuition ?
3. (a) Déterminer pour quelles valeurs de o € R la variable aléatoire
e“X1 est intégrable. Dans ce cas, calculer E[e®¥1].

(b) Déterminer pour quelles valeurs de o € R la variable aléatoire
e®C est intégrable.
Indication : on pourra montrer que I]{Tzl}eaxl < G < X,
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