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Exercice 1 (~ 7 points)

1. On sait que pour tout u €] —1,1], = Zn “ou™. En particulier, pour

x € [0,1], —2® €] — 1,1[ et on a l_mg = Y1 (=1)"2%". Posons pour

0o o3 (g3 N+1
ze0,1]et N>1: fy(z) =3, (~1)"2®. On a fy(z) = %
N+1
d’out | fy(x)] < \1I+\r|i(3 b < lflg = g(z). Comme g est bornée sur [0,1], g

y est intégrable. On sait que pour = € [0, 1], limy— 100 fn(z) =

T + ——. Ainsi

sur [0,1] fn(x) converge A-presque srement vers H% lorsque N tend vers
I’infini. D’apres le théoreme de convergence dominée, on a donc

/[O #dm): lim fn(x) d\(z).

1] 3 +1 N—+oo Ji0,1]

Comme les fonctions considérées sont toutes continues sur un compact, on
peut réécrire cela en

1 1
1

—— de= i d

/0 BT e /0 fn(z) do

Un calcul facile donne fol fn(z) = Zg:o %, d’ou

*Z“’ (=1)" /1 dz
—3n+1 Jy a1

1 11 z—2
234+1 3\14ax 22—z+1)°

r—2 1 ( 2—4 \ 1(2—1-3
2—x+1 2\22—z+1) 2\22—2+1

(On a fait apparaitre la dérivée du dénominateur au numérateur.) Ainsi

2. On admet que

Notons que

1 x—2 1 1 2-1 3 1
14z 22—z4+1 1+x7§m2—x+1+§x2—x+1
1 1 2z-1 3 1
T Ttz 222 211 2@ 1/22+3/4
11 21 1
T 13z 22 —zii (%f -5+l
_ 1 1 2x—-1 \[2 1

~= +
1+ 222 —-2+1 \[( 2 %)2+1
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Ainsi, une primitive de —— — fﬁil est

1+w x
1
F(z)=log(l+z)— = log(x2 —z+1)+ \/§arctan(—x -—),
2 VERRVER
d’ou
1
1 T —2
— de = F(1)—F(0
/0 1tz 22—az+10 (1) 0)
1 1
= (log2+ V3arctan —) — (—V/3arctan —
(log \/g) ( \/g)
1
= log2+ 2v3arctan —
’ V3
- 1og2+2f 2+m—f
En effet tan /6 = :)I;:ég = %?2 = % Et finalement
+f(—l)" _1/1 L x-2 . 3log2+3n
n:03n+1_3 o 14+z 22—ax4+1 9 '

P(X,>1) = Px,([1,+00])

- [ ey,
(1,400]

= /[1 . [210g(1 + n)exp(—(2log(1l + n)x) d\(x)

— exp(—(2log(1 + 1))
1 1
(n+1)2 — n?
donc A = 1 convient

2. La série de terme général P(X,, > 1) converge, donc d’apres le lemme de

Borel-Cantelli, P(  lim {X, >1}) =0, dou P( lim {X, <1}) =1,
n—-4o0o n—-4o0o

ce qui veut dire que P-presque surement, les X,, sont strictement inférieurs
a 1 a partir d’un certain rang.

Probléme (= 19 points)

Soit pg > 1 et X une variable aléatoire positive telle que X € LPo(Q, F,P).
Pour p €0, pol, on pose N(p) = (E[XP])1/7,

1. On sait que si on a sur un espace mesuré (€2, F, 1) une fonction g sur Q et
f:QxT— R avec
— Pour tout t € I, |f(z,t)] < g(z) p presque partout
—t— f(gc t) continue pour pu presque tout T
- [g(x) ) < +o0
Alors t +— f f x,t) du(z) est bien définie et continue sur I. Ici, il suffit de
prendre f(.,t) = X3, g=Y et u=P.

2. Supposons 0 < p < p’ < pp. Solent a, S avec « > 1 et 1/a+1/8 = 1. D’apres
I'inégalité de Holder

E[X?.1] < E[XP*]Y*R[1°)Y/58,
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soit E[X?] < E[Xp"‘]l/a, ou encore (E[Xp])l/” < E[Xpa]l/(p"). 11 suffit de
prendre « tel que pa = p’, soit a = p’/p > 1, et on obtient N(p) < N(p'),
ce qui est le résultat voulu.

. p — N(p) est croissante, minorée par 0, donc admet une limite lorsque
p tend vers O par valeurs supérieures. Dans le cas ot X suit la loi uni-
forme sur [0,1], on a pour p > 0, avec le théoréme de transfert : E[X?] =

Jelko 1y (2)a? dA(x) = [} aP dz = L3, d’ott N(p) = (1/(p + 1))/, d'om
1

1 1
log N(p) = — log(——) = ——log(1 + p).
(1) = - log(=5) =~ loz(1+ )

Or log(1+p) ~ p, donc lim log N(p) = —1, d’ol par continuité de 1’expo-
p—0

nentielle

lim N(p)=e '

p—0
. Si X(w) <1,alors 0 < X(w)? < 1. Si X(w) > 1, alors 0 < X (w)? < X (w)Po.
Dans les deux cas, X (w) < 1+ X (w)?°, soit XP < 1+ XPo. On va alors
appliquer le 1) avec X, = X? et Y = 1+ XP0. En effet, il est facile de voir
que pour tout w € Q, p — X (w)P est continue sur |0, pg]. Or | X,| = |XP| =
XP <14 XPo et E[1+ XP] =1+ E[XP] < + X co. Ainsi p — E[XP?]
est continue sur 0, pg]. Par suite, application p — (E[X?],p) est continue
sur |0, po] Comme (z,y) — z'/¥ est continue sur R% x R*, par composition
p+— N(p) est aussi continue sur ]0, po].

. Comme F' est mesurable positive, on peut appliquer le théoreme de Tonelli.

Lm0 Ex N0 = [ </F (@0 dw) 2P (z)

Or

/ F(z,t) d\(t) = /ptpfln{tgx} d\(t)
R

Ry

/R ptP =y 41 (1) dA(2)

x
/ ptP~ L dt = 2P
0

D’ou

/ﬂh (/}R<+ F(z,t) dA(t)) dPx(z) = /]R+ P dPx (z)

= / X? dP(w)
Q
= E[X?] <1+4+E[X?] < 400

ce qui donne la premiere assertion. D’un autre coté, toujours avec Tonelli,

/ Fa,t) d(Px @ \)(z,1) = / ( Fla,1) dIP’X(x)> AA(D).
R, xR R, \JR,
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Or
/ F(.’L‘,t) dpx(:lj) = / ptp_l]l{tgx} d]PX(Qi)
R R
= ptP ' [ <,y dPx(2)
Ry

= Ptp_l/R Iy 4oof(z) dPx ()

= ptP 'Px([t, +o0)
= ptPIP(X >t)

ce qui donne

E[X?] = / ptPTIP(X > t) dA(1).
[0,400[

_ _1 Po—Pp 1 D0 —P:
6. (a) logx = = log xPo—P2 < S5, P72 car pour tout y > 0,

log(y) <log(1+y) <y.

De méme pour z < 1,

1 log(l)Pl/z < L l p1/2 _ zx*m/Q.

p1/2 x T p/2w D1

1
—logx =log — =
x

(b) D’apres ce qui précede,
U(z) <2~ (14pa Be P2 )l 1) (2)+(14pa Az 7P2) 2?2 P(X > @)y 4 oof(2)-
Il n’est pas difficile de voir que

. 2Bp2+1

1
/ 2P (14pe B Pl 1y (z) = / aP 4 py BaP /27 do
10,+00[ 0 p1

D’autre part,

/ xpzfl]P’(X > xM1,+w[($) d\(z) < / xpzfl]p(X > x) d\(z)
10,400 10,400
1
= — poxP2 T IP(X > 2) dA\(z)
P2 J10,+00]
1
= _—E[X?]
D2

De méme,

/ T IP(X > 2l foo(z) dA(2) < iE[XPO],
10,+o00[ Po

ce qui nous donne finalement

2Bps + 1 1
/ U(z) d\(z) < 22P2 01 L P2 ypixemo) 4 LR [xPe),
10,+00] P Po P2

(¢) On applique le théoréme “de dérivation sous le signe somme”. On sait
que

E[X?P] = / ptPIP(X > t) dA(t).
[0,400[
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On a

8% (pt''P(X >t)) = P(X> t)(% (pt*~1)
~ B(X 2 0) L (pep((p— 1)log?)
= P(X > 1) (exp((p — 1) logt) + plogtexp((p — 1)logt))
= P(X >t)tP (14 plogt)
On a
|a% (ptP~'P(X >t))| < P(X >t)t"" (1 + p|logt|)
< P(X > )P (1 + pallogt])

Sur ]0,1],on a la majoration

P(X > t)tP~ (14p|logt]) < P(X > t)tP~ (1+pz|logt]) = P(X > t)tP* ! (1—py logt)
tandis que sur |1, 400, on a la majoration

P(X > t)tP~ (14po|logt|) < P(X > t)tP2 7 (14-py|logt]) = P(X > t)tP* ! (14-py logt),
d’ou finalement dans tous les cas

2 (X 2 1) | < W)

op

Or, d’apres la question précédente, ¥ est intégrable : on obtient donc
que p — E[XP] est C* sur ]p1, p2|. Par composition avec la fonction
C' : x — zYP p s N(p) est C' sur ]py,pa[. Cependant, comme la
régularité C! est une propriété locale et que ]0,po[ est réunion des
intervalles |p1,pa[, ot p1,pe décrivent tous les couples possibles avec
0 < p1 < pa < po, on obtient finalement que p +— E[XP] est C! sur
10, po. Par suite, 'application p — (E[X?],p) est C* sur |0, po] Comme
(z,y) — /Y est C' sur R% x R%, par composition p — N(p) est aussi
C! sur 0, po.

Par définition de || X||co,ess, on a P(X > M) =0, dou 0 < X < M
P presque strement, 0 < XP < MP P presque surement, d’ou 0 <
E[XP] < MP, d’ou en élevant & la puissance 1/p : N(p) < M < 400 ce
qui entraine que X est dans LP. Soit M > ||X||cc,ess- Montrer que pour
tout p > 1, X € LP(Q, F,P) avec N(p) < M.

Soit M > || X||co,ess- Comme pour tout p > 0, on a N(p) < M, il

sensuit que  lim N(p) < M. En passant & la borne inférieure sur
p——+0o0

tous les M > || X||o,ess, on obtient  Iim  N(p) < || X oo ess-

p—+o0
Par définition de || X||co,ess, il existe M’ > M tel que P(X > M’) > 0,
ce qui entraine P(X > M) > 0. D’apres I'inégalité de Markov

&=

[X7]
MP
> M

3

P(X > M) =P((XP > MP) <

soit E[XP] > MPP(X > M), soit encore N (p)
en déduit

P(X > M)Y/?. On

lim N(p)> lim MP(X > M)

p——+o0 p——+o0
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Cependant  lim MP(X > M)Y? = M (en effet pour tout o >
p—+o0

0, lim o'/?=1),don
p——+o0

lim N(p) > M.

p——+oo
Ainsi, pour tout M < [|[X|coesss lLm N(p) > M. En passant a la
p—+o0

borne supérieure sur tous les M < || X ||oo,ess, On obtient  lim  N(p) >

p—+o0
[ X lloc ess-

Soit M < || X ||cc,ess- Montrer que pour tout p > 1,

N(p) > MP(X > M)"/?,

puis que lim N(p) > M.
p——+00

On a

”X”OO’BSS S 117111 N(p) S m N(p) S ||X||oo,ess7
p—+00 p——400

d’ou
”XHOO,ess = lim N(p)= TIlim N(p),

p—+o0 p——+oo

soit  lm N(p) = || X | co,ess-
p——+00

FIN



