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Partie I

1. Uα
n+1 = F (Uα

n , εn+1), avec F (x, y) = αx + y. Comme (εn)n≥1 est une
suite de variables iid indépendante de Uα

0 = 0, on a bien une châıne de
Markov. La loi initiale est δ0 et l’opérateur de transition: f 7→ Tf avec
Tf(x) = E[f(F (x, ε1)] = 1

2 (f(αx + 1) + f(αx − 1)).

2. U1
n =

∑n
k=1 εk. Les (εk) sont indépendants, identiquement distribués,

avec un moment d’ordre 1, donc U1
n/n converge presque sûrement vers

E[ε1] = 1/2.1 + 1/2.(−1) = 0: c’est la loi forte des grands nombres. Les
(εk) sont indépendants, identiquement distribués, avec un moment d’ordre
1, donc (U1

n −E[U1
n])/

√
n converge en loi vers la loi gaussienne centrée de

variance la variance de ε1, soit E[ε21] − (E[ε1])2) = E[1] − 0 = 1: c’est le
théorème central limite. Ici, comme les εk sont centrés, E[U1

n] = 0 et on a
simplement U1

n/
√

n qui converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

3. Posons En = {εnk0+1 = . . . ε(n+1)k0 = 1} et Fn = {εnk0+1 = . . . ε(n+1)k0 =
−1}. Par inclusion, on a

P( ∩
0≤m≤n+1

Ac
m) = P( ∩

0≤m≤n
Ac

m) − P(( ∩
0≤m≤n

Ac
m) ∩ An+1).

Ainsi, il suffit de montrer que

P(( ∩
0≤m≤n

Ac
m) ∩ An+1) ≥ 2−k0P( ∩

0≤m≤n
Ac

m)

Comme ( ∩
0≤m≤n

Ac
m) est F(n+1)k0 -mesurable, il suffit de montrer que

P[An+1|F(n+1)k0 ] ≥ 2−k0 P p.s.

11An = 11En11{Uα
nk0

>0} + 11Fn11{Uα
nk0

<0} + 11En∪Fn11{Uα
nk0

=0}.
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Comme Unk0 est Fnk0-mesurable, cela entrâıne

P(An|Fnk0) = P(En|Fnk0)11{Uα
nk0

>0}+P(Fn|Fnk0)11{Uα
nk0

<0}+P(En∪Fn|Fnk0)11{Uα
nk0

=0},

puis par indépendance

P(An|Fnk0) = P(En)11{Uα
nk0

>0} + P(Fn)11{Uα
nk0

<0} + P(En ∪ Fn)11{Uα
nk0

=0}

= 2−k011{Uα
nk0

>0} + 2−k011{Uα
nk0

<0} + 2.2−k011{Uα
nk0

=0}

≥ 2−k0 .

4. Par une récurrence évidente

P( ∩
0≤m≤n

Ac
m) ≤ (1 − 2−k0)n,

d’où d’après le théorème de convergence séquentielle décroissante P( ∩
m≥

Ac
m) =

0, soit P( ∪
m≥

Am) = 1. Ainsi, presque sûrement, il existe n tel que An

est vérifié. Mais si An est vérifié, on a

εnk0+1U
α
n+k0

= αk0εnk0+1U
α
n +

k0−1∑
i=0

αi ≥ αk0 − 1
α − 1

>
1

α − 1
,

d’où |Uα
n+k0

| > 1
α−1 , ce qui montre le résultat voulu.

5. On a |Uα
n+1| ≥ α|Uα

n | − 1, d’où

|Uα
n+1| −

1
α − 1

≥ α(|Uα
n | −

1
α − 1

),

puis

|Uα
n0+i| ≥

1
α − 1

+ αi(|Uα
n0

− 1
α − 1

).

ce qui entrâıne que |Uα
n0+i| tend vers l’infini dès qu’on a trouvé un n0 tel

que |Uα
n | − 1

α−1 > 0, ce qui est assuré par la question précédente.

Partie II

1. Comme |αk−1εk| = αk−1, pour tout ω, la série de terme général αk−1εk(ω)
converge uniformément vers V α. Or la convergence presque sûre entrâıne
la converge en loi, on obtient que V α

n converge en loi vers V α. Cependant,
comme

Uα
n =

n∑
k=1

αk−1εn+1−k,
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Uα
n et V α

n ont même loi: la loi image de ( 1
2δ1+ 1

2δ−1)⊗n par (x1, . . . , xn) 7→∑n
k=1 αk−1xk, Uα

n converge également en loi vers V α.
Soit k0 tel que αk0 < 1/3. On a

|Uα
n −

k0∑
k=1

αk−1εn+1−k| ≤
+∞∑

k=k0+1

αk−1

≤ αk0

1 − α
< −1

3
1

1 − α

On en déduit que En ⊂ {Uα
(n+1)k0

≥ 1
3

1
1−α} et Fn ⊂ {Uα

(n+1)k0
≤ − 1

3
1

1−α}.
Les En sont indépendants, avec P(En) = 2−k0 , donc (par exemple avec le
2e lemme de Borel-Cantelli), P(lim supEn) = 1, ce qui entrâıne que

lim sup Uα
n ≥ 1

3
1

1 − α
P p.s.

De la même manière

lim inf Uα
n ≤ −1

3
1

1 − α
P p.s.

Ainsi, Uα
n diverge presque sûrement.

2. (a)
V α = ε1 +

∑
k≥2

αk−1εk = ε1 + α
∑
k≥1

αk−1εk+1.

On a l’égalité voulue avec V α,1 =
∑

k≥1 αk−1εk+1. Remarquons que,
par construction, V α,1 est indépendante de ε1. V α,1 et V α ont la
même loi: dans les deux cas, la loi est obtenue comme loi image de
( 1
2δ1 + 1

2δ−1)⊗N∗
par (xn)n≥1 7→

∑+∞
k=1 αk−1xk.

Fα(t) = P(V α ≤ t)
= P(V α ≤ t, ε1 = 1) + P(V α ≤ t, ε1 = −1)
= P(1 + αV 1,α ≤ t, ε1 = 1) + P(−1 + αV 1,α ≤ t, ε1 = −1)
= P(1 + αV 1,α ≤ t)P(ε1 = 1) + P(−1 + αV 1,α ≤ t)P(ε1 = −1)
= Fα((t − 1)/α)/2 + Fα((t + 1)/α)/2

(b)

να(] −∞, t]) = Fα(t)

=
1
2
Fα(

t + 1
α

) +
1
2
Fα(

t − 1
α

)

=
1
2

∫
]−∞, t+1

α ]

fα(u) dλ(u) +
1
2

∫
]−∞, t−1

α ]

fα(u) dλ(u)

=
1
2

∫
]−∞,t]

1
α

fα(
y + 1

α
) dλ(y) +

1
2

∫
]−∞,t]

1
α

fα(
y − 1

α
) dλ(y)

=
∫

]−∞,t]

1
2
(
1
α

fα(
y + 1

α
) +

1
α

fα(
y − 1

α
)) dλ(y)
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Ainsi 1
2 ( 1

αfα(y+1
α )+ 1

αfα(y−1
α )) est une densité pour να, d’où fα(t) =

1
2 ( 1

αfα(y+1
α ) + 1

αfα(y−1
α )) pour presque tout t.

(c) i. Soit t0 un point où Fα est discontinue. Comme Fα est croissante
et continue à droite, on a Fα(t0) − Fα(t−0 ) > 0. Ainsi, pour n >
(Fα(t0) − Fα(t−0 ))−1, t0 ∈ Dn qui est donc non-vide. Montrons
que Dn est fini, de cardinal majoré par n. Si ce n’était pas le
cas, il existerait x0, . . . , xn, avec x0 < x1 < · · · < xn. Comme Fα

est croissante, on a F (x−
0 ) ≤ F (x0) ≤ F (x−

1 ) ≤ F (x1) ≤ · · · ≤
F (x−

n ) ≤ F (xn), d’où

n−1∑
i=0

F (xi) − F (x−
i ) ≤ F (xn) − F (x−

0 ) ≤ 1.

Cependant par définition de Dn , F (xi) − F (x−
i ) ≥ 1/n pour

tout i: on obtient donc (n + 1) × 1
n ≤ 1: contradiction.

ii. Posons d(x) = Fα(x)−Fα(x−). Pour x 6∈ Dn, on a d(x) ≤ 1/n <
d(t0). Et pour x ∈ Dn, par définition de t0, on a d(x) ≤ d(t0).
Finalement d(x) ≤ d(t0) pour tout réel x.

Fα(t−0 ) = lim
t→t0;t<t0

Fα(t)

= lim
t→t0;t<t0

1
2
(Fα(

t + 1
α

) + Fα(
t − 1

α
))

=
1
2

lim
t→t0;t<t0

(Fα(
t + 1

α
) +

1
2

lim
t→t0;t<t0

(Fα(
t + 1

α
)

=
1
2
(Fα((

t + 1
α

)−) + Fα((
t − 1

α
)−))

D’où l’on déduit avec (1), que d(t) = 1
2 (d( t+1

α ) + d( t−1
α )). En

particulier d(t0) = 1
2 (d( t0+1

α ) + d( t0−1
α )). Cependant d( t0−1

α )) ≤
d(t0) d’après la propriété énoncée plus haut. On en déduit que
d( t0+1

α ) ≥ d(t0), d’où d( t0+1
α ) = d(t0) > 1/n ce qui signifie que

t0+1
α est dans Dn et que son image par d et s, ce qui contredit

la maximalité de t0, puisque t0+1
α > t0 + 1 > t0.

(d) i. Pour n = 0, c’est vrai. Montrons-le par récurrence. Supposons
que Yn suit la loi ν, c’est à dire que Yn a comme fonction de
répartition Fν .

P(Yn+1 ≤ t) = P(Yn+1 ≤ t, εn+1 = 1) + P(Yn+1 ≤ t, εn+1 = 1)

= P(Yn ≤ t − 1
α

, εn+1 = 1) + P(Yn ≤ t + 1
α

, εn+1 = 1)

= P(Yn ≤ t − 1
α

P(εn+1 = 1) + P(Yn ≤ t + 1
α

P(εn+1 = 1)

=
1
2
Fν(

t − 1
α

) +
1
2
Fν(

t + 1
α

)

= Fν(t)
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Ce qui montre que Yn+1 a comme fonction de répartition Fν ,
c’est à dire que Yn+1 suit la loi ν.

ii. On va montrer que deux lois de probabilités qui satisfont (1) sont
égales. Cela donnera le résultat du le 2 a). Soit ν, µ deux telles
lois. On prend Y0 de loi ν, Z0 de loi µ, (εn)n≥1 suite iid suivant
1
2δ1+ 1

2δ−1 et on définit comme précédemment Yn+1 = αYn+εn+1

et Zn+1 = αZn + εn+1. Comme précédemment, pour tout n Yn

suit ν et Zn suit µ. On a Yn+1 − Zn+1 = α(Yn − Zn), donc
Zn −Yn = (Z0 −Y0)αn, ce qui signifie que Yn −Zn tend presque
sûrement vers 0 Soit ε > 0 quelconque

P(Yn ≤ t) ≤ P(Zn ≤ t + ε) + P(|Yn − Zn| > ε),

soit

ν(] −∞, t]) ≤ µ(] −∞, t + ε]) + P(|Yn − Zn| > ε)

Mais Yn−Zn tend presque sûrement vers 0, donc Yn−Zn tend en
probabilité vers 0, donc en faisant tendre n vers +∞, on obtient

ν(] −∞, t]) ≤ µ(] −∞, t + ε]).

Une fonction de répartition est continue à droite, donc en faisant
tendre ε vers 0, on obtient

ν(] −∞, t]) ≤ µ(] −∞, t]).

Comme les rôles de ν et µ sont symétriques, on a également
l’inégalité inverse: ainsi Fν = Fµ et les deux lois sont égales.

Partie III

1. |Vα| ≤
∑+∞

k=1 αk−1|εk| =
∑+∞

k=1 αk−1 = 1
1−α . Ainsi να(Iα) = P(Vα ∈ Iα) =

1, ce qui entrâıne que Sα ⊂ Iα puisque Sα est le plus petit fermé de masse
1 pour να.

On a

1 = P(Vα ∈ Sα)
= P(Vα ∈ Sα, ε1 = 1) + P(Vα ∈ Sα, ε1 = 1)
= P(Tα,+(Vα,1) ∈ Sα, ε1 = 1) + P(Tα,+(Vα,1) ∈ Sα, ε1 = −1)

=
1
2
(να((Tα,+)−1(Sα)) + να((Tα,+)−1(Sα))),

vu l’indépendance et la loi de V α,1. Mais pour que deux probabilités ayant
pour moyenne 1, il faut qu’elles soient toutes deux égales à 1:

να((Tα,+)−1(Sα)) = να((Tα,+)−1(Sα)) = 1,
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ce qui entrâıne que (Tα,+)−1(Sα) ⊃ Sα et (Tα,−)−1(Sα) ⊃ Sα, soit Tα,+(Sα) ⊂
Sα et Tα,−(Sα) ⊂ Sα. D’où

Tα,+(Sα) ∪ Tα,−(Sα) ⊂ Sα.

D’autre part P(Vα,1 ∈ Sα, ε1 ∈ {−1, +1}) = 1.

Mais Vα,1 ∈ Sα, ε1 ∈ {−1,+1} entrâıne V α ∈ Tα,+(Sα)∪Tα,−(Sα) d’après
la relation V α = αV α,1 + ε1. On en déduit que P(V α ∈ Tα,+(Sα) ∪
Tα,−(Sα) = 1, soit να(Tα,+(Sα) ∪ Tα,−(Sα) = 1. Comme Tα,+ sont des
homéomorphismes et Sα un fermé, να(Tα,+(Sα) ∪ Tα,−(Sα) est un fermé,
donc Sα ⊂ Tα,+(Sα) ∪ Tα,−(Sα).

2. (a) Le vecteur (ε1, . . . , εn) prend |{−1, +1}n| = 2n valeurs, donc son im-
age par (x1, . . . , xn) 7→

∑n
k=1 αk−1αk−1εk prend au plus 2n valeurs,

il en est donc de même pour V α
n .

|V α − V α
n | = |

+∞∑
k=n+1

αk−1εk| ≤
+∞∑

k=n+1

αk−1|εk| =
αn

1 − α
.

(b) Soient x1, . . . , x2n les valeurs prises par V α
n (répétées si besoin). D’après

ce qui précède V α ⊂
2n

∪
i=1

[xi − αn

1−α , xi + αn

1−α ], ainsi

P(V α ∈
2n

∪
i=1

[xi −
αn

1 − α
, xi +

αn

1 − α
]) = 1,

soit
Sα ⊂

2n

∪
i=1

[xi −
αn

1 − α
, xi +

αn

1 − α
],

d’où

λ(Sα) ≤
2n∑
i=1

λ([xi−
αn

1 − α
, xi+

αn

1 − α
]) = 2n× 2αn

1 − α
=

2
1 − α

(2α)n,

En faisant tendre n vers +∞, on obtient donc λ(Sα) = 0.

3. On a

exp(itV α
n ) =

n∏
k=1

exp(itαk−1εn),

d’où par indépendance

E[exp(itV α
n )] =

n∏
k=1

E[exp(itαk−1εn)].

Comme E[exp(itαk−1εn)] = exp(itαk−1.1)P(ε1 = 1)+exp(itαk−1.−1)P(ε1 =
−1) = cos(itαk−1), on a

exp(itV α
n ) =

n∏
k=1

cos(itαk−1).
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V α
n converge presque sûrement vers V α, donc V α

n converge en loi vers
V α, donc la fonction caractéristique de V α

n converge vers la fonction car-
actéristique de V α, soit

E[exp(itV α)] = lim
n→+∞

n∏
k=1

E[exp(itαk−1εn)].

La fonction caractéristique de la loi uniforme sur [−2, 2] est

t 7→ 1
4

∫ 2

−2

eitx du =
e2it − e−2it

2it
=

sin 2t

2t
,

prolongée par continuité en t = 0. Bien sûr, dire que les deux fonctions
cöıncident, c’est dire que ν1/2 est égale à la loi uniforme sur [−2, 2]. Notons
F la fonction de répartition de la loi uniforme sur [−2, 2]. En vertu de
II.3.b, il suffit de montrer que F satisfait à la relation (1). Or

11[−2,2[(x) = 11[−2,0[(x) + 11[0,2[(x) = 11[−2,2[(2(x + 1)) + 11[−2,2[(2(x − 1)).

En intégrant l’identité de −∞ à x et en faisant un changement de variable
comme en II.2.b, ont obtient

F (t) =
1
2
F (2(t + 1)) +

1
2
F (2(t − 1)),

ce qui est le résultat attendu.

4. (a) On a − 1
1−α ≤ 1−2α

1−α ≤ 2α−1
1−α ≤ 1

1−α . Cela entrâıne que Iα = Iα,+ ∪
Iα,−. Comme Tα,+ et Tα,− sont affines croissantes, les vérifications
Tα,+(Iα) = Iα,+ et Tα,−(Iα) = Iα,− sont immédiates.

(b) Posons A0 = {0}, puis An+1 = Tα,+(An)∪Tα,−(An). Par récurrence,
on montre que pour tout n ≥ 0, pour tout x ∈ Iα, il existe y ∈ An

avec |y − x| ≤ αn

1−α . Pour n = 0, c’est clair d’après la définition
de Iα. Ensuite, soit x ∈ Iα. D’après la question précédente Iα est
l’image par Tα+ d’un élément de Iα ou l’image par Tα− d’un élément
de Iα. Supposons par exemple x = Tα,+(x′), avec x′ ∈ Iα. D’après
l’hypothèse de récurrence, il existe y′ ∈ An, avec |x′ − y′| ≤ αn

1−α .
Posons y = Tα,+(y′): y ∈ An+1. Comme Tα,+ est affine de rapport
α, on a

|x − y| = Tα,+(y′) − Tα,+(y′)| = α|x′ − y′| ≤ α
αn

1 − α
=

αn+1

1 − α
.

Le cas où x s’écrit x = Tα,−(x′) se traite de la même manière, ce qui
permet de conclure par récurrence. Enfin, il est facile de voir que
tout élément de An s’écrit sous la forme

∑n
k=1 αk−1ξk ∈ Hα. On en

déduit que d(x,Hα) ≤ αn

1−α , d’où d(x,Hα) = 0 en faisant tendre n

vers l’infini, soit x ∈ Hα, quelque soit x ∈ Iα: ainsi Hα est dense
dans Iα.
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(c) Soient a, b dans Iα avec a < b. Posons m = (a + b)/2. Soit n tel que
αn/(1−α) < (b−a)/4 Il existe ξ1, . . . , ξn avec |m−

∑n
k=1 αk−1ξk| ≤

αn/(1−α) < (b−a)/4. Posons q =
∑n

k=1 αk−1ξk. On a {V α
n = q} ⊂

{Vα ⊂ (a, b)}. En effet, si V α
n = q, on a

|Vα − m| ≤ |Vα − V n
α | + |q − m| ≤ 2αn

1 − α
<

b − a

2
.

Ainsi

Fα(b)−Fα(a) = να((a, b]) ≥ να((a, b)) = P(Vα ∈ (a, b)) ≥ P(V n
α = q) ≥ 2−n > 0.

On vient de montrer que tout intervalle ouvert inclus dans Iα est
charge par να. Le complémentaire de Sα est le plus grand ouvert O
de mesure nulle. Supposons que O contienne un point de Iα: alors O
contiendrait un intervalle ouvert inclus dans Iα: cet ensemble serait
de mesure nulle, ce qui est impossible d’après ce qui précède. Ainsi
Sα ⊃ Iα . D’autre part, on sait déjà que Sα ⊂ Iα, ce qui montre que
Sα = Iα.

5. (a) u2 = u+1 d’où un+2 = un+1+un et v2 = v+1 d’où vn+2 = vn+1+vn.
Ainsi si on pose wn = un +vn, on a la récurrence wn+2 = wn+1 +wn.
w0 = u0 + v0 = 2, w1 = u1 + v1 = u + v = 1. Donc, par récurrence
wn ∈ N. Ainsi |d(un, Z)| ≤ |wn − un| = |vn| = (

√
5−1
2 )n, ce qui

montre le premier résultat. Si un − 1/2 ∈ Z, alors un − 1/2 − wn =
−1/2−vn ∈ Z. Si |vn| < 1/2, il est clair que −1/2−vn 6∈ Z. Comme
|v| < 1, pour n ≥ 2, on a |vn| ≤ |v2| = |1 + v| = 3−

√
5

2 < 1
2 . Reste à

tester n = 0 et n = 1: −1/2−v0 = −3/2 6∈ Z et −1−v = −2+u 6∈ Z.
(b) Dans ce cas χf est la fonction caractéristique de να. D’après III.3,on

a donc

χf (t) =
+∞∏
k=1

cos(tαk−1),

et

χf (tn) =
+∞∏
k=1

cos(πunαk−1)

=
+∞∏
k=1

cos(πα−n+k−1)

=
+∞∏

k=−n

cos(παk)

=
n∏

k=1

cos(πα−k) cos(π)
+∞∏
k=1

cos(παk)

= −
n∏

k=1

cos(πuk)
+∞∏
k=1

cos(παk)
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D’où

lim
n→+∞

|χf (tn)| = |
+∞∏
k=1

cos(πuk)
+∞∏
k=1

cos(παk)|.

6. On peut réécrire la limite comme√√√√+∞∏
k=1

cos2(πuk)
+∞∏
k=1

cos2(παk) =

√√√√+∞∏
k=1

(1 − sin2(πuk))
+∞∏
k=1

(1 − sin2(παk))

Comsidérons d’abord
∏+∞

k=1(1 − sin2(πuk)). 1 − sin2(πk) n’est nul que si
πuk est congru à π/2 modulo π, soit uk congru à 1/2 modulo 1, ce qui
n’arrive jamais d’après le (a). Ainsi, que le produit est non nul, il suffit
de passer au logarithme et de montrer que la somme de la série de terme
général log(1 − sin2(πuk)) converge. Cependant, comme un + vn ∈ Z,
sin2(πuk) = sin2(π(uk − (u+vk))) = sin2(πvk) qui tend vers 0 car vk tend
vers 0. Alors,

log(1−sin2(πuk)) = log(1−sin2(πvk)) ∼ − sin2(πvk) ∼ −(πvk)2 = pi2v2k,

ce qui montre que la série converge absolument. Comme le produit des
racines de l’équation x2 − x− 1 = 0 fait −1, on a v = −1/u, soit v = −α.
Ainsi

+∞∏
k=1

cos2(παk) =
+∞∏
k=1

cos2(πvk) =
+∞∏
k=1

cos2(πuk)

et on vient de montrer que ce produit est non nul. Finalement, limn→+∞ |χf (tn)| >
0. Comme tn tend vers l’infini et que χf est la transformée de Fourier de
f ∈ L1, on obtient une contradiction avec le lemme de Riemann-Lebesgue,
qui dit que la transformée de Fourier d’une fonction L1 tend vers 0 en
l’infini.

7. (a) Soit t fixé. Posons φt(x, y) = 11x+y≤t. On note fX la densité de X.

P(X + Y ≤ t) = E[φt(X, Y )]

=
∫

R2
φt(x, y) dPX,Y (x, y)

=
∫

R2
φt(x, y) d(PX ⊗ PY )(x, y)

=
∫

R

∫
R

11{x+y≤t} dPX(x) dPY (y)

=
∫

R

∫
R

11{x+y≤t} fX(x) dλ(x) dPY (y)

=
∫

R

∫
R

11{x′≤t} fX(x′ − y) dλ(x′) dPY (y)

=
∫

R
11{x′≤t}

(∫
R

fX(x′ − y)dPY (y)
)

dλ(x′)
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Pour les deux dernières lignes, on a utilisé un changement de variables
affine puis le théorème de Tonelli. Ainsi x′ 7→

∫
R fX(x′ − y)dPY (y)

est une densité de X + Y par rapport à la mesure de Lebesgue.

(b)

V α =
∑
k≥1

αk−1εk =
∑
k≥1

α2k−1ε2k +
∑
k≥1

α2k−2ε2k−1 = Yα + Zα2 ,

avec Z2α =
∑

k≥1(α
2)k−1ε2k−1. Il est facile de voir que Yα et Zα2 sont

indépendantes et que Zα2 suit la loi να2 . Ainsi, d’après la question
précédente, si να2 est à densité par rapport à la mesure de Lebesgue,
να aussi.

(c) On va commencer par généraliser de résultat précédent: pour tout
entier p, si ναp est absolument continu par rapport à la mesure de
Lebesgue, να aussi.

V α =
∑
k≥0

αkεk+1 =
∑
k≥0

αkpεkp+1 +
∑

k≥0,k/p 6∈N

αkεk+1

Ainsi le premier terme suit la loi ναp et est indépendant du second,
ce qui donne la conclusion suivant la même méthode qu’à la question
précédente.
Appliquons le résultat à α = 2−1/p: αp = 1/2. On a vu en III.3 que
ν1/2 est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue,
de densité 1

411[−2,2], donc να est absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue.

Partie IV

1. (a) Soit A ∈ C. Montrons que Ac ∈ C. Soit η > 0. Par définition de
C il existe O ouvert, F fermé, avec F ⊂ A ⊂ O et m(O\F ) < η.
On a Oc ⊂ Ac ⊂ F c. Oc est fermé et F c est ouvert m(F c\Oc) =
m(F c ∩ O) = m(O\F ) < η. Comme on trouve un tel couple quel
que soit η > 0, on a bien Ac ∈ C. Soit F fermé et η > 0. Notons
Oε = {x ∈ R; d(x, F ) < ε}. Comme l’application x 7→ d(x, F ) est
continue (elle est même lipschitzienne de rapport 1), Oε est un ouvert.
∩n≥1O1/n = F , donc ∩n≥1O1/n\F = ∅. D’après le théorème de
continuité séquentielle décroissante limn→+∞ m(O1/n) = m(∅) = 0,
donc il existe n tel que m(O1/n\F ) < η. Comme η est quelconque,
on a bien F ∈ O.

(b) Soit (An)n≥1 une famille d’éléments de C. Posons A = ∪n≥1An. On
va montrer que A ∈ C.
Soit η > 0. Pour tout n ≥ 1, il existe un fermé Fn et un ouvert On

avec Fn ⊂ An ⊂ On et m(On\Fn) < η/2n+1. Posons O = ∪n≥1: par
construction, O est onvert et A ⊂ O. Posons

R = ∪n≥1(On\Fn).
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Notons que donc

m(R) ≤
∑
n≥1

m(On\Fn) ≤ η/2.

Posons A′
n = ∪n

i=1Ai. (A′
n) est une suite croissante d’ensembles dont

la réunion est A: d’après le théorème de continuité séquentielle crois-
sante, on a m(A) = lim m(A′

n), donc il existe n0 tel que m(A′
n0

) >
m(A) − η/2 Posons F = ∪n0

i=1Fi. Par construction, F est fermé.

O\F = (O\A) ∪ (A\F )
⊂ (O\A) ∪ (A\A′

n0
) ∪ (A′

n0
\F )

Or

O\A = ∪n≥1(On\A) ⊂ ∪n≥1(On\An) ⊂ ∪n≥1(On\Fn) = R,

d’une part et

A′
n0
\F = ∪n0

i=1Ai ∩ F c ⊂ ∪n0
i=1Ai ∩ F c

i ⊂ ∪n0
i=1Oi ∩ F c

i ⊂ R

d’autre part. Ainsi
O\F ⊂ (A\A′

n0
) ∪ R

et m(O\F ) ≤ m(A\A′
n0

) + m(R) < η. C est donc une sous-tribu
de la tribu borélienne de R. Mais elle contient tout les fermés, qui
engendrent la tribu borélienne de R, donc C est la tribu borélienne
de R.
Pour tout fermé inclus dans A, m(F ) ≤ m(A). Mais d’après ce
qui précède, pour tout η > 0 on peut trouver un fermé F et un
ouvert O avec F ⊂ A ⊂ O avec m(O\F ) < η: m(F ) = m(A) −
m(A\F ) ≥ m(A) − m(O\F ) > m(A) − η. Cela montre que m(A) =
sup{m(F );F fermé ⊂ A}. L’autre identité se traite de la même
manière.

2. (a)

Qrf(x) =
1
2r

∫
Br(y)

f(y) dλ(y)

=
1
2r

∫
R

f(y)11Br(x)(y) dλ(y)

=
1
2r

∫
R

f(y)11Br(0)(y − x) dλ(y)

=
∫

R
f(y)

1
r

1
2
11B1(0)

(
y − x

r

)
dλ(y)

=
∫

R
f(y)φr(y − x) = (f ∗ φr)(x),
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avec φ(x) = 1
211B1(0). Comme φ est positive d’intégrale 1, le résultat

découle de la proposition admise en exergue de l’énoncé.
(b) Par définition de la borne supérieure, si Rf(x) > η, il existe rx > 0

tel que Qrx |f |(x) > 0, soit
∫

Brx
|f | dλ > ηλ(Brx(x)).

Soit K > 0. On a évidemment

B(0,K) ∩ {Rf(x) > η} ⊂ ∪
x:x∈B(0,K),

Rf(x)>η

B(x, rx).

Si la famille des rx n’est pas bornée, elle contient un élément dépassant
2M : cette seule boule suffit à recouvrir B(0,K) ∩ {Rf(x) > η} (et
forme donc une famille deux à deux disjointe !). Sinon, si la famille
des rx est bornée, on peut considérer la famille associée à cette famille
de boules par le lemme de Vitali. Comme la famille des boules Brj (tj)
est disjointe et dénombrable, on a∫

|f | dλ ≥
∑
j∈J

∫
Brj

(tj)

|f | dλ ≥
∑
j∈J

ηλ(Brj (tj)),

d’après la propriété définissant les rx. D’autre part∑
j∈J

ηλ(Brj (tj)) =
∑
j∈J

1
3
ηλ(B3rj (tj)) ≥

1
3
λ

(
∪j∈JB3rj (tj)

)
Mais

∪
j∈J

B3rj (tj) ⊃
∪

t:t∈{Rf>η},
t∈B(0,K)

Brt(t) ⊃ B(0,K) ∩ {Rf > η},

d’où finalement

‖f‖1 ≥ 1
3
ηλ(B(0,K) ∩ {Rf > η}).

Avec le théorème de continuité séquentielle croissante, on obtient

‖f‖1 ≥ 1
3
ηλ(Rf > η),

ce qui donne le résultat voulu avec A = 3.
(c) Si g est continue à support compact, g est uniformément continue

sur R: notons ωg(η) = sup{|g(x)−g(y)|; |x−y| ≤ η}; ωg a une limite
nulle en 0. On a

|Qrg(x) − g(x)| =
1

λ(Br(x))

∫
Br(x)

f(y) − f(x) dλ(y)

≤ 1
λ(Br(x))

∫
Br(x)

|f(y) − f(x)| dλ(y)

≤ 1
λ(Br(x))

∫
Br(x)

ωg(r)

≤ ωg(r)
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D’où ‖Qrg − g‖∞ ≤ ωg(r), tend donc vers 0 lorsque r tend vers
0. Comme Qrf(x) tend vers f(x) quand r tend vers zéro, la limite
supérieure et la limite inférieure cöıncident toutes deux avec f(x),
donc ∆g(x) = 0.

(d) Soit x ∈ R. Soit ε > 0. Par définition de ∆f(x), il existe r1 et r2

strictement positifs, avec Qr1f(x) − Qr2f(x) ≥ ∆f(x) − ε. On en
déduit max(Qr1f(x),−Qr2f(x)) ≥ ∆f(x)−ε

2 , d’où

max(Qr1 |f |(x), Qr2 |f |(x)) ≥ ∆f(x) − ε

2
,

d’où finalement Rf(x) ≥ ∆f(x)−ε
2 . Comme ε peut être pris arbitraire-

ment petit, on a Rf(x) ≥ ∆f(x)
2 , d’où

λ(∆f > η) ≤ λ(Rf > η/2) ≤ 2A‖f‖1

η

d’après le (b). La limite supérieure d’une somme est plus petite que
la somme des limites supérieures et la limite inférieure d’une somme
est plus grande que la somme des limittes inférieures. On en déduit
que quelques soient les fonctions g et h dans L1, on a ∆(g + h) ≤
∆g + ∆h. Soit η > 0 et ε > 0. Comme l’ensemble des fonctions
continues à support compact est dense dans L1, il existe g continue
à support compact et h dans L1 avec f = g + h et ‖h‖1 ≤ ε. Ainsi
∆f = ∆(g + h) ≤ ∆f + ∆h = ∆h. On a donc

λ(∆f > η) ≤ λ(∆h > η) ≤ 2A‖h‖1

η
≤ 2Aε

η
.

Comme ε peut être pris arbitrairement petit, on a λ(∆f > η) = 0,
d’où par continuité séquentielle décroissante λ(∆f > 0) = 0, soit
∆f = 0, λ presque partout. Ainsi, pour λ presque tout x, ∆f(x), ce
qui signifie que Qrf(x) converge: Qrf(x) converge presque partout
vers une limite `(x). Cependant Qrf tend dans L1 vers f(x): il
existe donc une suite rn de limite nulle avec Qrnf qui tend presque
partout vers f(x). Mais Qrn

f(x) converge aussi presque partout vers
`(x), donc f(x) = `(x) presque partout. Finalement Qrf(x) converge
presque partout vers f(x).

3. (a) Notons AN = {x : Dν(x) < N} ∩ A. On a

∪N≥1AN = {Dν < +∞} ∩ A.

D’après le théorème de continuité séquentielle croissante, on a

lim
N→+∞

ν(AN ) = ν({Dν < +∞} ∩ A) = ν(A),

où la dernière égalité vient de l’hypothèse faite sur Dν . Ainsi, si N
est suffisamment grand, ν(AN ) ≥ ν(A)−η, ce qui fait que AN vérifie
les conditions recherchées.
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(b) Comme λ(A) = 0, d’après 1.(b), il existe O ⊃ A avec λ(O) < δ. Soit
x ∈ AN . AN ⊂ A ⊂ O donc il existe r1

x tel que Br1
x
(x) ⊂ O. Comme

Dν(x) < N , d’après la définition de Dν(x), il existe rx ≤ r1
x ∧ 1 avec

ν(B3rx(x))
2.(3rx)

≤ N.

Finalement, on a bien Brx(x) ⊂ O et ν(B3rx(x)) ≤ 6Nrx.

(c) On utilise comme précédemment le lemme de recouvrement de Vitali:
On peut extraire de la famille des Brx(x) où x décrit AN une sous-
famille dénombrable de boules disjointes Brj (xj) avec ∪j∈JB3rj (xj) ⊃
∪x∈AN

Brx(x).

ν(AN ) ≤ ν(∪x∈AN Brx(x)) ≤ (ν ∪j∈J B3rj (xj)) =
∑
j∈J

ν(B3rj (xj))

Or∑
j∈J

ν(B3rj (xj)) ≤
∑
j∈J

CNrx =
∑
j∈J

CN

2
λ(Brj (xj) =

CN

2
λ(∪j∈JBrj (xj)) ≤

CN

2
λ(O)

Ici, on a successivement utilisé que les boules sont disjointes et que
leur réunion est inclue dans O. Finalement

ν(AN ) ≤ CN

2
λ(O) ≤ CN

2
δ.

Comme δ peut être choisi arbitrairement petit, on a ν(AN ) = 0.
Or ν(AN ) ≥ ν(A) − η, donc ν(A) ≤ η. Comme η peut être choisi
arbitrairement petit, on a ν(A) = 0. Ainsi on a montré que sous
l’hypothèse que Dν est fini ν-presque partout, λ(A) = 0 entrâıne
ν(A) = 0, ce qui signifie que ν est absolument continue par rapport
à λ.

Partie V

1. D’après IV.3, ν est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue. Soit f la densité de ν par rapport à λ.

ν(Br(x))
2r

=

∫
Br(x)

f dλ

λ(Br(x))
= Qrf(x).

Or, on a d’une part, d’après IV.2.(d) limr→0 Qrf(x) = f(x) λ presque
partout, D’autre part Dν(x) = limr→0

ν(Br(x))
2r , donc finalement f(x) =

Dν(x) λ presque partout: Dν(x) est bien une version de la densité de ν
par rapport à λ.

2. Comme M(K) =
∫

K
(
∫

R
Dα(x)dνα(x)) dλ(α) < +∞ et que

∫
R

Dα(x)dνα(x) ≥
0, cela signifie que pour λ presque α,

∫
R

Dα(x)dνα(x) < +∞. Soit α un
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tel réel. Comme
∫

R
Dα(x)dνα(x) < +∞, Dnuα

(x) est finie pour presque
tout x et alors, d’après V.1, Dνα(x) est une version de la densité de να

par rapport à la mesure de Lebesgue. Reste à voir que pour Dνα
(x) est-

dans L2(R), c’est à dire que
∫

R(Dνα(x))2 dλ(x) < +∞, mais en fait c’est
exactement ce que dit la condition

∫
R

Dα(x)dνα(x) < +∞, puisque Dα

est la densité de να par rapport à la mesure de Lebesgue.

3. (a) Comme V α =
∑

k≥0 αkεk+1 = Πα(εn)n≥1, να est la loi image de la
loi de (εn)n≥1 par Πα, c’est à dire la loi image de P par Πα.

(b) Pour tout borélien A, le théorème de transfert dit que

να(A) = P (Πalpha ∈ A) =
∫

Ω

11A(ω′) dP (ω′)

En particulier, si A = Br(Πα(ω)), 11A(ω′) = 11{|Πα(ω)−Πα(ω′)|≤r} et

να(Br(Πα(ω))) =
∫

Ω

11{|Πα(ω)−Πα(ω′)|≤r} dP (ω′).

Maintenant, considérant la définition de Dα et le lemme de Fatou,
on a

M(K) ≤ lim inf
r→0

∫
K

∫
R

ν(Br(x))
2r

dνα(x) dλ(α).

Or ∫
K

∫
R

ν(Br(x))
2r

dνα(x) dλ(α)

=
∫

K

∫
Ω

ν(Br(Πα(ω)))
2r

dP (ω) dλ(α)

=
1
2r

∫
K

∫
Ω

∫
Ω

11{|Πα(ω)−Πα(ω′)|≤r} dP (ω′) dP (ω) dλ(α)

=
1
2r

∫
Ω

∫
Ω

∫
K

11{|Πα(ω)−Πα(ω′)|≤r} dλ(α) dP (ω′) dP (ω)

=
1
2r

∫
Ω

∫
Ω

λ(α ∈ K : |Πα(ω) − Πα(ω′)| ≤ r) dP (ω′) dP (ω)

la première égalité vient du théorème de transfert, la deuxième de
l’identité qu’on a juste démontrée, et la troisième du théorème de
Tonelli. Cela donne l’inégalité voulue.
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(c)

φ′
α(ω, ω′) =

∑
n≥0

(ωn − ω′
n)αn

=
∑
n≥k

(ωn − ω′
n)αn

=
∑
n≥k

(ωk − ω′
k)2(ωn − ω′

n)αn

= (ωk − ω′
k)αk

∑
i≥0

(ωk − ω′
k)(ωi+k − ω′

i+k)αi

= (ωk − ω′
k)αk

1 +
∑
i≥1

(ωk − ω′
k)(ωi+k − ω′

i+k)αi


On a utilisé que |ωk−ω′

k| = 1 et que ωn = ω′
n pour i < n. Finalement,

remarquons que (ωk−ω′
k)(ωi+k−ω′

i+k) est à valeurs dans {0,+1,−1}.

4. (a) Si {α ∈ K; |h(α)| ≤ ρ} est vide, la mesure est nulle et il n’y a rien
à démontrer. Sinon, posons x0 = inf{α ∈ K; h(α)| ≤ ρ}. Je dis
que pour tout y tel que x0 + y ∈ K, on a g(x0 + y) < g(x0) − δy.
Raisonnons par l’absurde et supposons que ce ne soit pas le cas: on
peut poser y0 = inf{y > 0;h(x0 +y) ≥ h(x0)−δy. Par continuité, on
a h(x0 + y0) = h(x0) − δy0, donc d’après l’égalité des accroisements
finis, il existe y ∈ (0, y0) avec −δ = h(x0+y0)−h(x0)

y0
= h′(x0 + y).

Pour tout y ∈ [0, y0) h(x0 + y) < h(x0) − δy ≤ h(x0) < δ, donc
h′(x0 +y) < −δ d’après l’hypothèse de transversalité. On a ainsi une
contradiction. Pour y ∈ K avec y > 2ρ/δ, on a donc g(x0 + y) <
g(x0) − δy ≤ g(x0) − 2ρ ≤ δ − 2ρ < −ρ, donc x0 + y 6∈ {α ∈
K; |h(α)| ≤ ρ}. Finalement {α ∈ K; |h(α)| ≤ ρ} ⊂ [x0, x0 + 2ρ/δ],
d’où λ({α ∈ K; |h(α)| ≤ ρ}) ≤ 2ρ/δ.

(b) |g(α, ω, ω′)| = |φα(ω, ω′)|/2α−k.Comme α ≥ λ0 pour tout α dans K,
on a bien

φα(ω, ω′) ≤ r =⇒ |g(α, ω, ω′)| ≤ λ−k
0 r/2.

(c) Cette remarque entrâıne que

λ(α ∈ K, |φα(ω, ω′)| ≤ r) ≤ λ(α ∈ K, |g(α, ω, ω′)| ≤ λ−k
0 r/2).

Si λ−k
0 r/2 < δ, l’inégalité λ(α ∈ K, |g(α, ω, ω′)| ≤ λ−k

0 r/2) ≤ r
δλk

0

découle de (a), sinon r
δλk

0
≥ 1/2 > λ(K) et on a encore le résultat

voulu.
(d) Avec 3(b), il vient

M(K) ≤ lim inf
r→0

1
2r

∫
Ω

∫
Ω

r

δλ
k(ω,ω′)
0

dP (ω′) dP (ω),
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soit
M(K) ≤ 1

2δ

∫
Ω

∫
Ω

1

λ
k(ω,ω′)
0

dP (ω′) dP (ω).

Sous P ⊗ P ′, k(ω, ω′) suit une loi géométrique de paramètre (P ⊗
P ′)(ω′

1 6= ω′) = 1/2, donc∫
Ω

∫
Ω

r

δλ
k(ω,ω′)
0

dP (ω′) dP (ω) =
∑
n≥1

2−nλ−n
0 =

1
2λ

1 − 1
2λ

< +∞.

Finalement M(K) < +∞.
(e) Supposons acquise la condition de transversalité. Soit n ≥ 1. D’après

la condition de transversalité et 4(d) M(]1/
√

2+1/n, 1−1/n[) < +∞,
donc d’après V.2, pour presque tout α dans ]1/2 + 1/n, 1/

√
2− 1/n[,

να est absolument continue avec une densité dans L2. Par réunion
dénombrable, να est absolument continue avec une densité dans L2

pour presque tout α ∈]1/2, 1/
√

2[, ou encore pour presque tout α ∈
[1/2, 1/

√
2] (deux points sont de mesure nulle).

Montrons que si να est absolument continue avec une densité dans
L2, alors ν√α est absolument continue avec une densité dans L2,
autrement dit que si να2 est absolument continue avec une densité
dans L2, alors να est absolument continue avec une densité dans L2.
Il s’agit de raffiner le raisonnement fait en III.7 a,b. La densité de
να par rapport à Lebesgue est x 7→

∫
R fα2(x − y)dPY (y)∫

R

(∫
R

fα2(x − y)dPY (y)
)2

dλ(x)

=
∫

R

(∫
R

fα2(x − y)dPY (y)
)

dνα2(x)

=
∫

R

(∫
R

fα2(x − y) dνα2(x)
)

dPY (y)

=
∫

R

(∫
R

fα2(x − y)fα2(x) dλ(x)
)

dPY (y)

Or, avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout y∫
R

fα2(x−y)fα2(x) dλ(x) ≤ ‖fα2‖2‖fα2(.−y)‖2 = ‖fα2‖2
2 =

∫
R

f2
α2 dλ < +∞.

Ainsi, par applications successives de la fonction racine, on montre
par récurrence que pour tout n, να est absolument continue avec une
densité dans L2 pour presque tout α ∈ [(1/2)(1/2)n

, (1/2)(1/2)n+1
],

puis en faisant la réunion sur tous les n, να est absolument continue
avec une densité dans L2 pour presque tout α ∈ [1/2, 1[.

FIN
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