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Partie I

L. Uy = F(US, €ny1), avec F(x,y) = ax +y. Comme (€,),>1 est une
suite de variables iid indépendante de U§* = 0, on a bien une chaine de

Markov. La loi initiale est &g et I'opérateur de transition: f +— T'f avec
Tf(w) = E[f(F(z,e1)] = L(f(az +1) + f(az —1)).

2
2. U} = > ) _en. Les (e) sont indépendants, identiquement distribués,
avec un moment d’ordre 1, donc U} /n converge presque siirement vers
E[e!] = 1/2.1 + 1/2.(=1) = 0: c’est la loi forte des grands nombres. Les
(ex) sont indépendants, identiquement distribués, avec un moment d’ordre
1, donc (U} —E[U}])/+/n converge en loi vers la loi gaussienne centrée de
variance la variance de e;, soit E[e?] — (E[e;])?) = E[1] — 0 = 1: c’est le
théoréme central limite. Ici, comme les € sont centrés, E[U}] =0 et on a
simplement U} /\/n qui converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

3. Posons En = {enk0+1 = - €(n+)ko — 1} et Fn = {enk0+1 = - €(nt1)ko —
—1}. Par inclusion, on a

]P( 0§m2n+1 Am) - IP( ogvrrjgn Am) _P(( 0<7Q§n Am) mAn+1)'

Ainsi, il suffit de montrer que
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Comme ( 0<nfjb<n A5)) est Fny1)k,-mesurable, il suffit de montrer que
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Comme Upy, est Fpr,-mesurable, cela entraine
P(An|~7:nkg) = ]P)(En|fnko)]]{UT°;k0>O}+P(Fn|fnko)U{Uﬁfko <O}+]P)(EnUFn‘fnko)]]{Usk(]:O},

puis par indépendance

P(An|Fuko) = P(Eallve, >0y +P(Eullve, <oy +P(En U F)llue, oy
= 27}601]{ng0 >0} + 27k°]J{ng0<0} + 2-2716(7]]{ng0:0}
> 27ho,

4. Par une récurrence évidente

P( _N_An)<(1-27F)n

0<m<

d’ott d’apres le théoreme de convergence séquentielle décroissante P( ﬂ> AL) =
m=z

0, soit P( U> A,,) = 1. Ainsi, presque stirement, il existe n tel que 4,
m2=
est vérifié. Mais si A,, est vérifié, on a

ko—1

a ko «a i ako -1 1
€nko+1Untk, = @ €nko+1Uy + Z a > a1 > a1
i=0

d’ot U, | > ﬁ, ce qui montre le résultat voulu.
5. Ona |UZ | > a|Uy| =1, dou

1
a—1

1
¢ |- —— > (US| -
el = ——7 2 a(lUy]

)
puis

1
a—1

).

ce qui entraine que |US ;| tend vers I'infini dés qu’on a trouvé un ng tel

1 .
Unotil = 1 +a'(|Upy —

que |UZ| — ﬁ > 0, ce qui est assuré par la question précédente.

Partie I1

1. Comme |o*~te;| = a*~1, pour tout w, la série de terme général a*~Ley (w)

converge uniformément vers V. Or la convergence presque stre entraine
la converge en loi, on obtient que V,* converge en loi vers V. Cependant,
comme

n
k—1
U,‘f=§ Qe 1—ks
k=1



US et V,% ont méme loi: la loi image de (361 +6_1)®" par (z1,...,2,) —
> oreq ¥~ 1z, US converge également en loi vers V.

Soit kg tel que af° < 1/3. On a

ko +oo
k-1 k-1
U — E A" epii—k] < E o
k=1

k=ko+1
ako _ 11
1l—«a 31—«
On en déduit que E,, C {U(O;H_l)ko > %ﬁ} et I, C {U(O;L_i_l)k0 < f%ﬁ )
Les E,, sont indépendants, avec P(E,,) = 27%  donc (par exemple avec le
2e lemme de Borel-Cantelli), P(limsup F,,) = 1, ce qui entraine que

N

1 1
li UY>-—— Pps.
im sup 1o p-s

De la méme maniere

1 1
imi T S.
liminf U7 < 31 P p.s

Ainsi, U diverge presque stirement.

(a)
-1 -1
“zel—l—g ak ek:el—i—ag o €kt
k>2 E>1

On a Pégalité voulue avec V! = k>1 a*~lex, 1. Remarquons que,

par construction, V! est indépendante de €;. V! et V< ont la
méme loi: dans les deux cas, la loi est obtenue comme loi image de

(301 + 36-1)%Y par (za)nz1 — Yopoy oF Lay.
Fo(t) = P(V* <t)
= PV~ <t61—1)+IP’(V <t,eg =-1)
= PA+aVh* <t =1)+P(-1+aVh* <t =—1)

(ve
(
(
P(
= Fo((t—1)/a)/2+ Fa((t+1)/a)/2

Va(] = 00,])

Il
o
—
~+
~

= 3 /]_w7t+1]f“(“) dA(u) + 5 /]_oo,to;] fo(u) dX\(u)

1 y+1 1 1. y—1
= 5[ ek e 2/] ARG

oot]a

= [5G fa(y+1) F ) )

L+ aVh® <t)P(ep = 1) + P(—1 + aVP* < t)P(e; = —1)



()

Ainsi 3(2 fo (X)) + L £, (1221)) est une densité pour v, d’ot fo(t) =

1,1
2(5

fa(EEh) + L5 (1)) pour presque tout ¢.

e

i. Soit typ un point ou F, est discontinue. Comme Fy, est croissante

ii.

et continue & droite, on a Fy,(to) — Fa(ty) > 0. Ainsi, pour n >
(Fu(to) — Falty )Y, to € Dy, qui est donc non-vide. Montrons
que D,, est fini, de cardinal majoré par n. Si ce n’était pas le
cas, il existerait g, ..., T,, avec g < 1 < -+ < . Comme F,
est croissante, on a F(xg) < F(xg) < F(z]) < F(a1) < -+ <
F(z,) < F(zy,), don

n—1

S F(ai) - F(a7) < F(en) - Flag) < 1.

=0
Cependant par définition de D,, , F(z;) — F(z;) > 1/n pour
tout i: on obtient donc (n+ 1) x £ < 1: contradiction.
Posons d(z) = Fo(x) —Fo(x™). Pourx & Dy, onad(z) <1/n <
d(to). Et pour x € D, par définition de ¢, on a d(z) < d(to).
Finalement d(z) < d(tg) pour tout réel z.

Folty) =, lim  Fa(t)
= im wm(Eh R
= Gl ) gl (R
= SECE ) TR )

D’olt 'on déduit avec (1), que d(t) = L(d(*L) + d(2L)). En
particulier d(to) = 3(d(*F) + d(2=1)). Cependant d(*e=1)) <
d(tg) d’apres la propriété énoncée plus haut. On en déduit que
d(tl) > d(ty), don d(®F) = d(ty) > 1/n ce qui signifie que
% est dans D,, et que son image par d et s, ce qui contredit

la maximalité de tg, puisque t”;rl >to+ 1> tg.

Pour n = 0, c’est vrai. Montrons-le par récurrence. Supposons
que Y,, suit la loi v, c’est & dire que Y,, a comme fonction de
répartition F),.

P(Yn-i-l < t) = P(Yn-i-l <tieptr = 1) + IP>(an-‘,-1 <tieny1 = 1)

t—1 t+1
veng1 = 1) +P(Y, < o T 1)

= P(Yn <

t—1 t+1
= P(Yy < ——Plent1 = 1) +B(Yy < ——Plens1 = 1)

1 ot—1 1 i+1
= -“F(—)+-F,(—
5P (—=)+ 5 (—~)

= Fu(t)



Partie III

ii.

Ce qui montre que Y41 a comme fonction de répartition F),,
c’est a dire que Y, 41 suit la loi v.

On va montrer que deux lois de probabilités qui satisfont (1) sont
égales. Cela donnera le résultat du le 2 a). Soit v, u deux telles
lois. On prend Yy de loi v, Zy de loi p, (en)n>1 suite iid suivant
%51+%5_1 et on définit comme précédemment Y;, 11 = aY,,+e€,11
et Zpy1 = aZ, + €,41. Comme précédemment, pour tout n Y,
suit v et Z, suit p. On a Y41 — Z,41 = oY, — Z,), donc
Zn —Yn = (Zo—Yp)a™, ce qui signifie que Y,, — Z,, tend presque
surement vers 0 Soit € > 0 quelconque

P(Y, <t) <P(Z, <t+e€) +P(|Y, — Z,| >e),
soit
v(] —o00,t]) < p(] — o0, t +€]) + P(|Yn — Zn| > ¢)

Mais Y,, — Z,, tend presque siirement vers 0, donc Y,, — Z,, tend en
probabilité vers 0, donc en faisant tendre n vers 400, on obtient

V(} - Oovt]) < M(] —00,t + 6])

Une fonction de répartition est continue a droite, donc en faisant
tendre € vers 0, on obtient

V(] =00, t]) < pu(] = 00,1]).

Comme les roles de v et u sont symétriques, on a également
I'inégalité inverse: ainsi F,, = F), et les deux lois sont égales.

1. |Vu| < Ek % ok ey | = Zk Lokl = 2 Ainsi vg (Ia) = P(Va € 1) =
1, ce qui entraine que S, C I, puisque S, est le plus petit fermé de masse
1 pour v,.
On a

1 = P(V,€eS8,)

= P(V € Sa,€1 = 1)+IP(V S Sa,Gl = 1)
= P(T ( a, 1) € 8,,61 = 1) —|—P(T (Va71) € 84,61 = —1)

(Va((Tat) 7 (Sa)) + Va(Ta ) ™ (Sa))),

DN =

vu Iindépendance et la loi de V. Mais pour que deux probabilités ayant
pour moyenne 1, il faut qu’elles soient toutes deux égales a 1:

Va((Ta,Jr)_l(Sa)) = Va((Ta,Jr)_l(Sa)) =1,



ce qui entraine que (Tp,+) 1 (Sa) D Sa et (Ta,—) "1 (Sa) D Sa, soit Ty +(S4) C
Se et Ty, —(Sq) C Sq. Dol

To+(Sa) UTa,—(Sa) C Sa.

D’autre part P(Vy,1 € Sa, €1 € {—1,+1}) =1.

Mais V1 € So, €1 € {—1,+1} entraine V* € Ty, 4 (So)UT,,—(Sa) d’apres
la relation V® = aV®! + ¢;. On en déduit que P(V® € T, 4 (Sa) U
To,—(Sa) = 1, s0it o (T+(Sa) UTy, —(Se) = 1. Comme Ty, + sont des
homéomorphismes et S, un fermé, vy (To,+(Sa) UTq —(Sa) est un fermé,
donc So C Ta,4(Sa) UTw,—(Sq).

2. (a) Le vecteur (ey,...,€,) prend |{—1,+1}"| = 2™ valeurs, donc son im-
age par (1,...,2,) — > p_; afFtaF~le; prend au plus 2" valeurs,
il en est donc de méme pour V..

+oo +oo am
k— k—
eV =1 Y el s Y ot el = 2
k=n+1 k=n+1
b) Soient z1,...,zs» les valeurs prises par V¢ (répétées si besoin). D’apres
n
2’” n n
ce qui préceéde V& C igl [; — %, @ + 1], ainsi
2" a” a”
P(Vee U — ) T =1,
( i=1 [i l—axl+1—a])
soit - " "
Q@ Q@
U _
SaC i—1 [‘rl 1—04’:131—’_1—0[}7
d’ou
2" o™ o™ 2o 2
A(Sy) < A[x;— ; =2" = 2a)"
(Sa) < Z; (s 1—a’ z+1—04]) 1—a 1—a(a)’

En faisant tendre n vers +o0o, on obtient donc A(S,) = 0.

3. On a

n

exp(itV®) = J] exp(ita*~le,),

d’ou par indépendance

Elexp(itV")] = ][I Elexp(ita*~'e,))].
k=1
Comme E[exp(ita*~1e,)] = exp(ita*"L.1)P(e; = 1)+exp(ita® L. —1)P(¢; =
—1) = cos(ita*~1), on a

exp(itV®) = T[] cos(ita®™1).
K=1



4.

V& converge presque stirement vers V<, donc V& converge en loi vers
V', donc la fonction caractéristique de V,* converge vers la fonction car-
actéristique de V%, soit

Elexp(itV®)] = lim ] Elexp(ita* 'en)].

n—+oo k=1

La fonction caractéristique de la loi uniforme sur [—2, 2] est

‘e 1 2 St gy — et — =2t _ sin2t
4/ o

2it 2t ’

prolongée par continuité en ¢ = 0. Bien str, dire que les deux fonctions
coincident, c’est dire que v 5 est égale a la loi uniforme sur [~2,2]. Notons
F la fonction de répartition de la loi uniforme sur [—2,2]. En vertu de
I1.3.b, il suffit de montrer que F satisfait a la relation (1). Or

I_gop(w) =Thk_o o[(w) +1ho of(2) =Tk_2 o((2(x + 1)) +Th_22(2(z — 1)).

En intégrant I'identité de —oo a x et en faisant un changement de variable
comme en I1.2.b, ont obtient

F(t) = %F(2(t +1)+ %F(?(t - 1)),

ce qui est le résultat attendu.

(a) On a fﬁ < 11__23 < 21“__a1 < ﬁ Cela entraine que I, = I 4+ U
I,,—. Comme T, + et T, _ sont affines croissantes, les vérifications

To+(Ia) =1In4 et Ty _(Iy) = I,— sont immédiates.

(b) Posons Ag = {0}, puis Ay 1 = To,+(Arn)UT,,—(A,). Par récurrence,
on montre que pour tout n > 0, pour tout x € I, il existe y € 4,
avec |y — x| < % Pour n = 0, c’est clair d’apres la définition
de I,. Ensuite, soit x € I,. D’apres la question précédente I, est
I'image par Ty, d'un élément de I, ou I'image par T,,_ d’un élément
de I,. Supposons par exemple x = T, 1 (2'), avec ©’ € I,. D’apres
Ihypothese de récurrence, il existe y' € A,, avec |z’ — y/| < 1a_a
Posons y = Ty +(y'): y € Apy1. Comme Ty, 4 est affine de rapport
a, on a

an an+1

o =yl = To s (v) = Tat (W) = e’ =y | Sag— = ——.

Le cas ol z s'écrit = T, (2') se traite de la méme maniere, ce qui
permet de conclure par récurrence. Enfin, il est facile de voir que
tout élément de A,, s’écrit sous la forme 22:1 af=1¢, € Hy. On en
déduit que d(z, Hy) < %, d’ott d(z, Hy) = 0 en faisant tendre n

vers 'infini, soit x € H,, quelque soit © € I,: ainsi H, est dense
dans I,.



()

Soient a,b dans I, avec a < b. Posons m = (a + b)/2. Soit n tel que

a"/(1—a) < (b—a)/4 Nexiste &1, ...,&, avec [m— > ) _; aF71g | <
a"/(1—a) < (b—a)/4. Posons ¢ =Y p_, a7 1&. Ona {V,* = ¢} C
{Va C (a,b)}. En effet, si V,* = ¢, on a
2a™ b—
Vo=l < Vo = VI 4 lg = m] < 7= < ==
11—« 2

Ainsi

Fo(b)—Fa(a) = va((a,b]) > va((a,b)) = P(Va € (a,0)) > P(V" = ¢) > 27" > 0.

On vient de montrer que tout intervalle ouvert inclus dans I, est
charge par v,. Le complémentaire de S, est le plus grand ouvert O
de mesure nulle. Supposons que O contienne un point de I,,: alors O
contiendrait un intervalle ouvert inclus dans I,: cet ensemble serait
de mesure nulle, ce qui est impossible d’apreés ce qui précede. Ainsi
Sq D I, . D’autre part, on sait déja que S, C I, ce qui montre que
S =1y

u? = u+1douu"? = u" T 4" et v? = v+1 dot v T2 = T pon,
Ainsi si on pose w, = u™+v", on a la récurrence w12 = Wy 11 +Wy.
wo =u’ 4+ 0° =2, w; =u' +v' = uw+v=1. Donc, par récurrence
w, € N. Ainsi [d(w™,Z)| < |w, —u"| = |v"| = (@)"7 ce qui
montre le premier résultat. Si u™ —1/2 € Z, alors u™ — 1/2 — w,, =
—1/2—v"™ € Z. Si [v™] < 1/2, il est clair que —1/2 —v™ ¢ Z. Comme
|v] <1, pour n > 2, on a [v"| < [v?] = |1 +v| = % < 1. Reste &
testern=0etn=1: —1/2—0"=-3/2¢Zet —-1—v=—-24u ¢ Z.

Dans ce cas xy est la fonction caractéristique de v,. D’apres II1.3,on
a donc

+oo
xs(t) = [ coslta™ ),
k=1

et
+oo
Xf(tn) = Hcos(wu”ak_l)
k=1
+o00o
= Hcos(ﬂ'a_"+k_1)
k=1
+oo
= H cos(mak)
k=—n

n +o00
= H cos(ma ") cos(m) H cos(mak)
k=1 k=1

n —+o0
= - H cos(mut) H cos(ma®)
k=1 k=1



D’ou

n—-+o0o

+oo “+o0
lim |xf(tn)] =] H cos(mut) H cos(ma®)|.
k=1 k=1

6. On peut réécrire la limite comme

+o00 +o00 00 +o00
H cos?(muk) H cos?(mak) = H (1 — sin?(wuk)) H (1 — sin?(rak))
k=1 k=1 k=1 k=1

Comsidérons d’abord [[;25(1 — sin?(wu®)). 1 — sin®(7*) n’est nul que si
7u¥ est congru & m/2 modulo 7, soit u* congru & 1/2 modulo 1, ce qui
n’arrive jamais d’apres le (a). Ainsi, que le produit est non nul, il suffit
de passer au logarithme et de montrer que la somme de la série de terme
général log(1 — sin®(mu¥)) converge. Cependant, comme u" + v" € Z,
sin?(7mu®) = sin? (7 (u® — (u+v*))) = sin?(7v*) qui tend vers 0 car v* tend
vers 0. Alors,
log(1—sin?(mu”)) = log(1—sin®(mv")) ~ —sin®(7v*) ~ —(70*)? = pi®v?*,
ce qui montre que la série converge absolument. Comme le produit des
racines de 1’équation 22 —x — 1 = 0 fait —1, on a v = —1/u, soit v = —a.
Ainsi

+oo —+oo —+oo

H cos*(mak) = H cos?(mo®) = H cos?(mu®)

k=1 k=1 k=1
et on vient de montrer que ce produit est non nul. Finalement, lim, o [Xf(tn)| >
0. Comme t, tend vers I'infini et que x ¢ est la transformée de Fourier de
f € L', on obtient une contradiction avec le lemme de Riemann-Lebesgue,

qui dit que la transformée de Fourier d’une fonction L' tend vers 0 en
Pinfini.

7. (a) Soit ¢ fixé. Posons ¢¢(x,y) =IL4y<¢. On note fx la densité de X.
P(X+Y <t) = E[¢(X,Y)]
= [ uten) dPry oy
= [ o) dPx Py
[ [z dxta) i)
R JR
[ [Hernse fxt@) ixG@) dey )
R JR
[ e 5= axa) dy(w)
RJR

/R”{m’ét} (/R fx (@' —y)dPy(y)> dA(z")



Pour les deux dernieres lignes, on a utilisé un changement de variables
affine puis le théoreme de Tonelli. Ainsi 2’ — [, fx (2’ — y)dPy (y)
est une densité de X + Y par rapport a la mesure de Lebesgue.

Ve = § ak*lek — § agkilﬁgk + § a2k7262k71 _ Ya + Za2a

k>1 k>1 k>1

avec Zogq = Zk>1(a2)k_162k_1. 11 est facile de voir que Y, et Z,2 sont
indépendantes et que Z,2 suit la loi v,2. Ainsi, d’apreés la question
précédente, si v,2 est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue,
V, aussi.

On va commencer par généraliser de résultat précédent: pour tout
entier p, si v,» est absolument continu par rapport a la mesure de
Lebesgue, v, aussi.

§ k § k § k
Ve = Q€1 = (6] pekp+1 + Q€41

k>0 k>0 k>0,k/pgN

Ainsi le premier terme suit la loi v,» et est indépendant du second,
ce qui donne la conclusion suivant la méme méthode qu’a la question
précédente.

Appliquons le résultat & o = 27Y/?: o = 1/2. On a vu en IIL.3 que
v1/2 est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,
de densité i]l[,zg], donc v, est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue.

Partie IV

1.

(a)

Soit A € C'. Montrons que A° € C. Soit n > 0. Par définition de
C il existe O ouvert, F fermé, avec FF C A C O et m(O\F) < n.
On a O° C A° C F°. O° est fermé et F° est ouvert m(F°\O¢) =
m(F°NO) = m(O\F) < n. Comme on trouve un tel couple quel
que soit n > 0, on a bien A° € C. Soit F' fermé et n > 0. Notons
O, = {z € R;d(z,F) < €}. Comme lapplication x — d(z, F) est
continue (elle est méme lipschitzienne de rapport 1), O, est un ouvert.
Nn>101/n = F, donc Np>10:/,\F = @. D’apres le théoreme de
continuité séquentielle décroissante lim, .4 o Mm(O1/,) = m(F) = 0,
donc il existe n tel que m(0;,,\F) < 1. Comme 7 est quelconque,
on a bien F' € O.

Soit (Ay)n>1 une famille d’éléments de C'. Posons A = U, >14,. On
va montrer que A € C.

Soit n > 0. Pour tout n > 1, il existe un fermé F;, et un ouvert O,
avec F,, C A, C O, et m(O,\F,) < n/2""1. Posons O = U,,>1: par
construction, O est onvert et A C O. Posons

R = UnZl(On\Fn)-

10



Notons que donc

m(R) <Y m(O,\F,) < 1/2.

n>1

Posons A}, = Ul A;. (A},) est une suite croissante d’ensembles dont
la réunion est A: d’aprés le théoréme de continuité séquentielle crois-
sante, on a m(A) = limm(A;,), donc il existe ng tel que m(A;, ) >
m(A) — n/2 Posons F = U}, F;. Par construction, F est fermé.

O\F = (O\A)U (A\F)
C (O\A) U (A\A ) U (A, \F)

Or
O\A = U,>1(0,\A) C Up>1(0,\A,) C Up>1(0,\F) = R,
d’une part et
AL N\NF=UL AiNnFeCcUR AiNE cU2,0;NFf CR
d’autre part. Ainsi
O\F C (A\A},))UR

et m(O\F) < m(A\A;, ) + m(R) < n. C est donc une sous-tribu
de la tribu borélienne de R. Mais elle contient tout les fermés, qui
engendrent la tribu borélienne de R, donc C' est la tribu borélienne
de R.

Pour tout fermé inclus dans A, m(F) < m(A). Mais d’apres ce
qui précede, pour tout n > 0 on peut trouver un fermé F et un
ouvert O avec F' C A C O avec m(O\F) < n: m(F) = m(A) —
m(A\F) > m(A) — m(O\F) > m(A) — n. Cela montre que m(4) =
sup{m(F); F fermé C A}. L’autre identité se traite de la méme
maniere.

Qf(r) = - f(y) dA@w)

2 Jp, ()
- 2% /R fWlp, 2)(y) dA(y)
= 2ir/]Rf(y)1145»(0>(1/*93) dA(y)
/Rf(y)%%ﬂslw) (y;$> dA(y)

/R F@)on(y — ) = (f % 6r)(2),
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avec ¢(x) = %]]Bl(o)- Comme ¢ est positive d’intégrale 1, le résultat
découle de la proposition admise en exergue de 1’énoncé.

Par définition de la borne supérieure, si Rf(x) > 7, il existe r, > 0
tel que Q. |f[(z) > 0, soit [, [f[ dA > nA(B,, (2)).
Soit K > 0. On a évidemment

U
B(07 K) N {Rf(l‘) > 77} - z:x€B(0,K), B(J?, TZ)'
Rf(z)>n

Si la famille des 7, n’est pas bornée, elle contient un élément dépassant
2M: cette seule boule suffit & recouvrir B(0, K) N {Rf(x) > n} (et
forme donc une famille deux a deux disjointe !). Sinon, si la famille
des r, est bornée, on peut considérer la famille associée a cette famille
de boules par le lemme de Vitali. Comme la famille des boules B,., (t;)
est disjointe et dénombrable, on a

[itax=3% [ ifav= Y o, w)).
jeJ By () jed
d’apres la propriété définissant les r,,. D’autre part
1 1

ST A (1)) = 37 50 Bar, () = 35X (Uses Bar, (1))

jed jeJ
Mais
.UJ B3Tj (tj) ) t:te{}gf>77}, B”‘t(t) ) B(O>K) N {Rf > n}’
7€ teB(0,K)

d’ou finalement
1
£y = 5nA(B(0, K) N{RSf > n}).

Avec le théoreme de continuité séquentielle croissante, on obtient

171 = 5uARS > ),

ce qui donne le résultat voulu avec A = 3.

Si g est continue & support compact, g est uniformément continue
sur R: notons wy(n) = sup{|g(z) —g(y)|; |z —y| < n}; wy a une limite
nulle en 0. On a

Qualz) — g()] = m /B PREEER
1
A /B M- I@law
1
S AB@) /Brm“’g(”
< wg(r)
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Dol [|Qrg — gl < wy(r), tend donc vers 0 lorsque r tend vers

0. Comme Q,f(z) tend vers f(x) quand r tend vers zéro, la limite

supérieure et la limite inférieure coincident toutes deux avec f(z),

donc Ag(x) = 0.

Soit € R. Soit € > 0. Par définition de Af(x), il existe r1 et 73

strictement positifs, avec @, f(x) — Qr, f(z) > Af(z) —e. On en
, . Af(x)—e PR

déduit max(Q,, f(z), —Qr, f(x)) > ﬂ%, d’ou

Af(x) —e

max(Qr, | f[(2), Qr,|f|(z)) = 2 ’

d’ot finalement Rf(x) > Af(Q)_e. Comme € peut étre pris arbitraire-

; Af(E) 101
ment petit, on a Rf(z) > =5=, d’ou

2A] 1
n

d’apres le (b). La limite supérieure d’une somme est plus petite que
la somme des limites supérieures et la limite inférieure d’une somme
est plus grande que la somme des limittes inférieures. On en déduit
que quelques soient les fonctions g et h dans L', on a A(g + h) <
Ag + Ah. Soit 7 > 0 et € > 0. Comme l’ensemble des fonctions
continues & support compact est dense dans L', il existe g continue
A support compact et h dans L' avec f = g + h et ||h]|1 < e. Ainsi
Af=A(g+h) <Af+ Ah= Ah. On a donc

2A||h||1 _ 2A4e
<——<—.

n n

Comme € peut étre pris arbitrairement petit, on a A(Af > n) = 0,
d’olt par continuité séquentielle décroissante A(Af > 0) = 0, soit
Af =0, A presque partout. Ainsi, pour A presque tout z, Af(zx), ce
qui signifie que @, f(x) converge: Q,f(z) converge presque partout
vers une limite /(z). Cependant Q,f tend dans L' vers f(z): il
existe donc une suite r,, de limite nulle avec @, f qui tend presque
partout vers f(x). Mais @, f(x) converge aussi presque partout vers
£(z), donc f(x) = ¢(x) presque partout. Finalement @, f(z) converge
presque partout vers f(x).

Notons Ay ={z: D,(z) < N}NA. On a

AMAf>n) <ARf>n/2) <

MAS > 1) < A(Ah > 1)

Un>14n = {D, < +oo} N A.
D’apres le théoreme de continuité séquentielle croissante, on a

Nl_iffoo v(An) =v({D, < 400} NA) =v(A),

ou la derniére égalité vient de I'hypothese faite sur D,. Ainsi, si N

est suffisamment grand, v(Ay) > v(A) —n, ce qui fait que Ay vérifie
les conditions recherchées.

13



(b) Comme A(A) =0, d’apres 1.(b), il existe O D A avec A(O) < §. Soit
x€Ay. Ay C AC O donc il existe 7, tel que B,1(z) C O. Comme
D,(x) < N, d’apres la définition de D, (x), il existe r, < 71 A1 avec

v(Bsr, (z))
2.?3%) =N

Finalement, on a bien B, (z) C O et v(Bs,, (z)) < 6NT,.

(¢) On utilise comme précédemment le lemme de recouvrement de Vitali:
On peut extraire de la famille des B, (x) ou z décrit Ay une sous-
famille dénombrable de boules disjointes B, (z;) avec Uje s Bs,, (75) D

U.’EGANBT‘T, (I)
V(AN) € V(Useay B, (¥)) < (v Ujes Bar, (25)) = Y v(Bsy, (2;))
jed
Or

S v(Bar, ) < 3 ONee = 30 INB, ) = SYNUes By () < SEAO)

: ‘ - 2
JjeJ jeJ jeJ
Ici, on a successivement utilisé que les boules sont disjointes et que
leur réunion est inclue dans O. Finalement
CN CN
v(Ay) < —X(0) < —4.
2 2
Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on a v(Ay) = 0.
Or v(Ay) > v(A) — n, donc v(A) < n. Comme 7 peut étre choisi
arbitrairement petit, on a v(A) = 0. Ainsi on a montré que sous
Ihypotheése que D, est fini v-presque partout, A(A) = 0 entraine
v(A) = 0, ce qui signifie que v est absolument continue par rapport
a A

Partie V

1. D’apres IV.3, v est absolument continue par rapport & la mesure de
Lebesgue. Soit f la densité de v par rapport a A.

v(By(2)) _ I S A

2 AB.(2)) = @ f(@).

Or, on a d’une part, d’apres IV.2.(d) lim,_ Q. f(x) = f(x) A presque

partout, D’autre part D, (z) = lim,_, w, donc finalement f(z) =
D, (x) X presque partout: D, (z) est bien une version de la densité de v

par rapport a A.

2. Comme M(K) = [,.([5 Da(x)dva(z)) dX(a) < +oc et que [, Do(x)dve(z) >
0, cela signifie que pour A presque o, [, Do(z)dva(z) < +00. Soit o un
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3.

tel réel. Comme [, Do(x)dve(z) < 400, Dy, () est finie pour presque
tout x et alors, d’apres V.1, D,_(z) est une version de la densité de v,
par rapport a la mesure de Lebesgue. Reste a voir que pour D,_(z) est-
dans L*(R), c’est & dire que [ (D,, (z))* dA(x) < +00, mais en fait c’est
exactement ce que dit la condition [, Do (2)dve(x) < +oo, puisque Dq
est la densité de v, par rapport a la mesure de Lebesgue.

(a) Comme V* =73%", aFepq = I (€n)n>1, Vo est la loi image de la
loi de (€y,)n>1 par II,, c’est a dire la loi image de P par Il,.

(b) Pour tout borélien A, le théoreme de transfert dit que
Va(A) = P(Ilapha € A) = / 1y (w') dP(W')
Q

En particulier, si A = B, (Il (w)), a(w) =1, (w)—11,, (w)|<r} €F

Va(DBr /]J{\n (@)~ ()| <r} AP(W').
Maintenant, considérant la définition de D, et le lemme de Fatou,
on a

) < llmlélf/ / dl/a(m) dA ().
Or

VB () 1 (@) dA(a)

/.
= [ [ ap) i)

1

w\p\%\
T

/S : Q]J{|na(w)fnu<w'>|9} dP(w') dP(w) dA(a)
1
= %/Q/Q/KD{'H“(W)*H“(“')'Q} d\(a) dP(w") dP(w)
1 / /
= ?/S;/KIA(Q € K:|lly(w) -, (w)| <r) dPW") dP(w)

la premiere égalité vient du théoreme de transfert, la deuxieme de
Iidentité qu’on a juste démontrée, et la troisieme du théoreme de
Tonelli. Cela donne l'inégalité voulue.
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(d)

Fa(w,w) = Y (wn—wp)a”

n>0
n>k
= Z(Wk - w;c)Q(wn - W;L)O‘n
n>k
= (wp —w))a® Z(Wk — wi) Witk — Wiy p)o!

i>0

= (wk — w}c)a’“ 1+ Z(Wk - W;c)(wiﬂc - Wﬂk)al
i>1

On a utilisé que |wi—w},| = 1 et que w,, = w}, pour ¢ < n. Finalement,
remarquons que (wy, —wy, ) (w1 —wj, ;) est a valeurs dans {0, +1, —1}.

Si {a € K;|h(a)| < p} est vide, la mesure est nulle et il n’y a rien
& démontrer. Sinon, posons xy = inf{a € K;h(a)| < p}. Je dis
que pour tout y tel que g +y € K, on a g(xo +y) < g(xg) — dy.
Raisonnons par I’absurde et supposons que ce ne soit pas le cas: on
peut poser yo = inf{y > 0; h(xg+y) > h(zg) — dy. Par continuité, on
a h(xo + yo) = h(xg) — dyo, donc d’apres 1'égalité des accroisements
finis, il existe y € (0,yp) avec —0 = w = h'(zg + y).
Pour tout y € [0,y0) h(zo +y) < h(zo) — 5y < h(zp) < 4, donc
R (xo+y) < —0 d’apres 'hypothese de transversalité. On a ainsi une
contradiction. Pour y € K avec y > 2p/d, on a donc g(zo + y) <
g(x0) — 0y < g(x0) —2p < 6 —2p < —p, donc 29 +y ¢ {a €
K;|h(a)] < p}. Finalement {« € K;|h(a)| < p} C [wo, 0 + 2p/9],
dou A({er € K |h(a)| < p}) < 2p/6.

lg(a,w, )| = |¢a(w,w’)|/2a~F.Comme a > \g pour tout a dans K,
on a bien

bo(w,w') <7 = |g(a,w,w’)| < AgFr/2.
Cette remarque entraine que
Ma € K, |pa(w, )| <7) < Ma € K, |gla,w,w’)| < \gFr/2).
Si Ag¥r/2 < 8, linégalité Ao € K, |g(a,w,w’)] < A\g¥r/2) < Y

découle de (a), sinon > 1/2 > MK) et on a encore le résultat

5>\’€
voulu.

Avec 3(b), il vient
M(K) <11£IE(I)1£ 27‘//95)\’“(‘”“") P(W") dP(w),
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soit ) 1
M(K S—//i,de’ dP(w).
()2 35 |, ], e 4P a0

Sous P ® P’, k(w,w’) suit une loi géométrique de parametre (P ®
P (w} #w') =1/2, donc

1
, 1
—— dPW) dP(w) =) 27"\ "= 2 _ < .
[, [, syt P ap) = 2750 = 2

n>1 2\

Finalement M (K) < +o0.

Supposons acquise la condition de transversalité. Soit n > 1. D’apres
la condition de transversalité et 4(d) M (]1/v/2+1/n,1—1/n]) < +oo,
donc d’aprés V.2, pour presque tout o dans |1/2+1/n,1/v/2 —1/n],
v, est absolument continue avec une densité dans L?. Par réunion
dénombrable, v, est absolument continue avec une densité dans L2
pour presque tout « 6]1/2, 1/\/5[7 ou encore pour presque tout o €
[1/2,1/4/2] (deux points sont de mesure nulle).

Montrons que si v, est absolument continue avec une densité dans
L2, alors v /a est absolument continue avec une densité dans L?,
autrement dit que si v,2 est absolument continue avec une densité
dans L?, alors v, est absolument continue avec une densité dans L2.
Il s’agit de raffiner le raisonnement fait en II1.7 a,b. La densité de
Vo par rapport & Lebesgue est x — [, fo2 (2 — y)dPy (y)

[ ([ - y)dPy<y>)2 aA(@)
([ e = n)aer)) dnoato
([ e =) dvt)) v

[ ([ fara = )fute) ixa) ) v

Or, avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout y

/faz(ff—y)fQZ(x) d\(@) < || fazllzll faz(=9)ll2 = I fa2 |3 = / faz dX < +o0.
R R

Ainsi, par applications successives de la fonction racine, on montre
par récurrence que pour tout n, v, est absolument continue avec une
densité dans L2 pour presque tout o € [(1/2)(1/2" (1/2)1/2""
puis en faisant la réunion sur tous les n, v, est absolument continue
avec une densité dans L? pour presque tout o € [1/2,1].

FIN
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