Epreuve de Probabilités

Soient (g,,)n>1 des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) telles
que P(e; = 1) = P(e; = —1) = 1/2. On fixe un parametre o > 0 et on définit une suite de
variables aléatoires (U )n>0 par US = 0 et US| = aUy + enq1, pour n > 0. On s’intéresse a la
limite de (UZ)n>0 en loi, en fonction de .

Les parties du probléme sont essentiellement indépendantes. Il sera tenu compte de la clarté
du raisonnement et de la rédaction dans I’évaluation de la copie.

NB :

e Les espaces LP(R), o p > 1, sont sous-entendus par rapport a la mesure de Lebesgue A et
la tribu borélienne B(R) sur R. La norme de f dans LP(R) est notée || f||,.

e Soit f € L*(R) et ¢ : R — R mesurable positive telle que [ ¢(z) dz = 1. On pose ¢, (z) =
r~Yo(z/r), pour r > 0. On pourra utiliser le fait que f * , — f dans L*(R), quand 7 — 0.

e La fin de la partie I11 et la partie IV mentionnent la notion d’absolue continuité entre deux
mesures de probabilité, mais essentiellement seule la définition est utilisée. En particulier,
le théoreme de Radon-Nikodym n’est pas supposé connu. Rappelons que v est absolument
continue par rapport & u si dv = fdu. Dans ce cas f (unique, & un ensemble de p-mesure
nulle pres) est la “densité de v par rapport & p”.

Partie I

1. Vérifier que (UZ)n>0 est une chaine de Markov. Donner son opérateur de transition et sa loi
initiale.
2. Si @ =1, (U}),>0 est une marche aléatoire simple sur Z. Rappeler pourquoi la Loi des

Grands Nombres et le Théoreme de la Limite Centrale s’appliquent. Enoncer ces résultats.

3. On suppose o > 1. On fixe alors un entier ko > 1 tel que a0 > 2.

(a) On définit un événement A, = {enko+1 = *** = E(nt1)ko €t Enko+1Usy, = 0}, pour
n > 0. Détailler AS, puis établir que pour tout n > 0 :

P (N 4. |<a-27")pP| [ 4,

0<m<n+1 0<m<n

(b) Montrer que presque stirement, il existe n > 1 tel que (US| > ﬁ On pourra utiliser
la relation §+k::akUﬁ—+5n+k4-a6n+k71+~~~+»ak’16n+1,poursz()etk:z 1.

(¢) En déduire que P(|US| — 400, quand n — +o00) = 1.

Pour toute la suite du probleme, on suppose que 0 < a < 1. On introduit alors :

n
V= E o lep, pourn > 1, et VO = E ok le.
k=1 E>1

La loi de V' est notée v,.



Partie 11

1. Montrer que (Ug) converge en loi vers V¥ quand n — +oo. Cette suite converge-t-elle
presque surement ?

2. Soit F,(t) = P(V* < t), t € R, la fonction de répartition de V. Rappelons que F, est
continue & droite et admet une limite & gauche en tout point ¢, notée Fy(t7).

(a) Montrer que V¢ = aV®! 4 &1, ot V! a méme loi que V¢, puis que pour tout ¢ € R :

Fo(t) = %Fa (T) + %Fa <t;1) : (1)

(b) Si v, a une densité, donner la relation vérifiée par cette derniere.

(¢) On souhaite établir le fait que F, est une fonction continue. On raisonne par 'absurde
et on suppose donc F, non continue. Pour n > 1, on pose D,, = {t € R, F,(t7) <

F,(t) — 1/n}.
i. Montrer qu’il existe ng > 1 pour lequel D,,, est fini et non vide.

ii. Introduisons s = max{F,(t) — Fo(t"),t € Dp,}. Conclure en considérant par
exemple la relation (1) au point tg = max{t € Dy, Fo(t) — Fo(t™) = s}.

3. Soit v une loi dont la fonction de répartition vérifie la méme relation que F, c’est-a-dire (1).
On considere Yy de loi v et indépendante des (g,,). Soit Y41 = aY,, + 541, pour n > 0.

(a) Vérifier que Y,, a pour loi v, pour tout n > 0.

(b) Montrer que v, est la seule loi dont la fonction de répartition satisfait (1).

Partie 111

Désignons par S, le support de v,. Rappelons que c’est le plus petit fermé de R de v,-mesure
totale. On introduit I, = [—ﬁ, ﬁ}, ainsi que les applications de R dans R définies par :
Tot+(x)=ax+1let T, _(z) =azr—1.
1. Montrer que S, C I, puis que Sq = Ty 1 (Sa) UTo,—(Sa)-
2. Supposons que 0 < «a < 1/2.

(a) Montrer que V¢ prend au plus 2" valeurs distinctes et que |V — V.| < %

(b) En déduire que la mesure de Lebesgue de S, est nulle.

3. De nouveau, 0 < a < 1. Montrer que E(ei*V") = [], -, cos(ta™ 1), t € R. Déterminer
la fonction caractéristique de la loi uniforme sur [—2,2]. Etablir que les deux fonctions
précédentes coincident lorsque o = 1/2.

4. Dans cette question, 1/2 < a < 1. Introduisons :

H, = {Zaklfk, pour un n > 1 et des &, € {:I:l}} )

k=1

l-a’ l-«a

l-a’ 1-«

120 1 |etf, = |--1 Zo-l

(a) Soient I,y = { } Vérifier que I, = I, U, —, ainsi

que les égalités To, 4+ (Ia) = Ia, 4y To,—(Ia) = In,—.



(b) Soit & € I,. En utilisant T, + et T, _, montrer qu’il existe ({1, ,&,) € {£1}" tels
que :

a™
< .
«

1—

n
> el
k=1

En déduire que H,, est dense dans 1.

(¢) Montrer que F,, est strictement croissante sur I, puis que S, = I,.

5. On suppose toujours 1/2 < o < 1. Le résultat précédent suggere que pour un tel a, la mesure
v, est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. En fait, ce n’est pas le cas.
Pour le voir, on considere le nombre d’or u = (1 +v/5)/2 et a = 1/u €]1/2,1].

(a) Vérifier que d(u™, Z) tend vers 0 au moins exponentiellement vite quand n — 400 (c’est-
a-dire d(u™,Z) < Cp", pour des constantes C' > 0 et 0 < p < 1), ou d(z,Z) désigne la
distance d’un réel = a Z. Montrer également que u™ — 1/2 & Z, pour tout n € Z.

Rappelons que u est racine du polyndéme X2 — X — 1. Si v désigne I’autre racine, on
pourra calculer u™ + v™.

(b) Supposons que v, ait une densité f € L*(R). On note x¢(t) = [ e " f(z)dz, t € R, sa
transformée de Fourier. Posons t,, = wu™, pour n > 1. Etablir ’égalité :

lim |x¢(tn)| = Hcos(ﬂ'ak) Hcos(ﬂ'ul) .

n——+oo
k>1 1>1
(c) Vérifier que la limite est non nulle et en déduire une contradiction.

6. Soit 0 < aw < 1.

(a) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que X a une
densité. Montrer que X + Y a une densité.

(b) Montrer que si V42 est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, il en
est de méme pour v,.

(c) Vérifier que v4-1/, est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, pour
tout p > 1.

Partie IV

On s’intéresse & I’absolue continuité de v, par rapport & la mesure de Lebesgue pour o €]1/2,1].
Cette propriété n’étant pas vraie pour tous les «, on se pose la question dans un sens plus faible,
a savoir pour “presque tout” a €]1/2,1[. Cette partie établit un critere de vérification.

1. Soit m une mesure de probabilité sur (R, B(R)). On définit :

C={AeB(R)|V¥n> 0,30 ouvert et F fermé tels que ' C A C O et m(O\F) < n}.

(a) Montrer que C est stable par passage au complémentaire et contient les fermés de R.

(b) Montrer que C' est une tribu. En déduire que pour tout A € B(R) :

m(A) = sup{m(F) | F fermé C A} =inf{m(O) | O ouvert, A C O}.



2. Pour z € R et r > 0, notons B,(z) = [z — r,x + r] la boule de centre x et de rayon r. Pour
la suite, on rappelle le lemme de recouvrement de Vitali, que 'on pourra utiliser librement :

Lemme : Soit (By,(t))ter une famille quelconque de boules dans R de rayons non nuls et
bornés. Alors il existe une sous-famille notée (By,(t;)) e, finie ou dénombrable, telle que
les (By,(t;))jes soient deur a deux disjoints et vérifient User By, (t) C UjcsBay, (t;).

Pour f € L'(R), z € R et 7 > 0 on pose :

Q-f(x) = /B ( )fd)\/)\(Br(ac)) et Rf(x) =sup{Q.|f|(z),r > 0}.

(a) Rappeler pourquoi Q,f — f dans L*(R), quand r — 0.

(b) Soit f € L'(R) et n > 0. Montrer que pour tout € {Rf > n}, il existe une boule
B, () avec 1, > 0 telle que [, @) |f1dX > nA(B,,(x)). En déduire qu’il existe une
constante A > 0 telle que pour tout f € L'(R) et tout n >0 :

A{RS > n}) < Allfll/n-

(c) Pour f € L*(R), on pose Af(x) = [limsup,_,, Q,f(x)—liminf, .o, Q.f(z)|. Montrer
que si g est continue a support compact, alors J,.g converge uniformément vers g quand
r — 04+. En déduire que Ag(x) = 0, pour tout z € R.

(d) Soit f € L*(R). Montrer que pour tout n > 0, on a A({Af > n}) < 2A| f|1/n, puis que
Af =0, A-pp. En déduire le théoréme de dérivation de Lebesgue :

111})1 Qrf = f, App.
r—04

3. Soit v une mesure de probabilité sur (R, B(R)). On définit :

D, (z) = liminf M

r—04 r

On fait 'hypothese que D, est fini, v-presque partout, et on cherche & montrer que v est
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. Pour cela, rappelons qu'il suffit
de prouver que si A € B(R) est tel que A(A) = 0, alors v(4) = 0.

(a) Soit n > 0. Montrer qu’il existe un entier N > 1 et Ay C A tels que v(Ayx) > v(4) — 1
et D,(z) < N, pour z € Ap.

(b) Soit 6 > 0. Montrer qu'il existe un ouvert O tel que A C O avec A(O) < ¢ tel que :

Vo € Ay, 3ry > 0,B, () C O et v(Bs,, (z)) < CNry,

ou C est une constante numérique absolue (on pourra prouver que C' = 6 convient).

(¢) En déduire que v(Ayn) < %N{S. Conclure.

Partie V

On utilise le critere établi dans la partie précédente.

1. Soit v une mesure de probabilité sur (R, B(R)). Montrer que sous ’hypothese D, () < 400
pour v-presque tout z, alors D, (z) est une version de la densité de v par rapport & A.



2. Dans la suite, on simplifie D, en D,. Soit K un intervalle ouvert inclus dans ]1/2,1[. Sous

I’hypothese
) :/ /Da(x)dua(x)doz< +o00,
K JR

montrer que v, admet une densité pour A-presque tout a € K et que cette densité est dans
L?(R).

3. Soit Q = {—1,+1}", muni de sa tribu usuelle et de la mesure de Bernoulli P = (1/2,1/2)®N
Un élément de Q est une suite w = (wy)p>0. Soit :

= E wpa
n>0

(a) Vérifier que v, = P oIl
(b) Etablir que Va(Br(Ha(w))) = fQ ]-{w’GQ,\Ha(w)—H(,(w’)\Sr}dp(w/)’ puis que :

M(K) <hm1nf—// (fa € K, [Ty (@) — Mo ()] < r}) dP(w)dP().

r—04

(c) Soient w = (wp)n>0 et W' = (wW),)n>0 dans . On pose :

Vérifier que ¢, (w,w’) = 2a¥g(a, w,w’), ou :

k=k(w,w") = min{n > 0,w, #w),}

g(a,w,w’) ==+ (1 +D 01 ana"> , ol ap € {—1,0,+1}.

4. Rappelons que K C]1/2,1[. On travaille dans cette question sous I’hypothese de transversalité
H(K,d) suivante : il existe & > 0 tel que pour tout « dans K et toute fonction h de la forme

x)=1+ Zanm", ou a, € {—1,0,+1}, (2)
n>1
on ait h(z) < d = h'(x) < —4.
(a) Soit h de la forme (2). Pour p > 0 tel que 0 < p < §, montrer que h est décroissante sur
lensemble {a € K, |h(a)| < p}, avec |W/(a)| > § sur cet ensemble. En déduire que :
A{a € K, |h(a)| < p}) < 2p/6.
(b) Soit K =]\, A\1[C]1/2,1], pour toute la suite de la question 4. On fixe w et w’ dans €.
Montrer quesia € K et 7> 0:
|pal(w, )| <7 = |g(a,w,0)| < AGFr/2.
(¢) Pour r > 0, établir la majoration :

r

Mo € K pa(r )] < 1) < g

(d) Montrer finalement que M (K) < +oc.



5. En déduire que pour établir le fait que pour A-presque tout a €]1/2,1[ la mesure v, est
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue avec une densité dans L?(R), il
suffit de montrer une condition de transversalité H(]1/2,27'/2[,§), pour un § > 0.

Fin de lépreuve



