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Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des
initiatives qu’il est amené a prendre.



Préambule.
Let but de ce probléeme est d’aborder la notion d’ergodicité pour un systeme dynamique.

Dans la suite, (X, B, u,T) désigne un systéme dynamique. Un tel systéme est déterminé par

un ensemble X

une o-algebre B sur X,

— une mesure positive y sur B,

— une application B-mesurable T': X — X.

Par commodité, nous supposerons toujours que p est une mesure de probabilité, autrement dit u(X) =
1. Nous noterons M () 'ensemble des sous-ensembles p-mesurables de X, c’est-a-dire 'ensemble des
sous-ensembles A C X tels qu'il existe A_ € Bet AT € B vérifiant A- C A C Ay et u(A-) = u(Ay).
L’ensemble M (u) est lui-méme une o-algebre et u est étendue en une mesure sur M(u) tout entier
en posant u(A) = p(A-) = p(A4).

Pout tout entier k& > 0, on note T* I'application de X dans X obtenue par k itérations successives
de T (avec la convention que T° = Id). On note T~F I'application réciproque de T*, il s’agit d'une
application de P(X) dans lui-méme, ot P(X) désigne 'ensemble des parties de X.

Définition 1. On dit que pu est une mesure invariante pour T, ou encore que T préserve u, lorsque
w(T~Y(B)) = u(B) quel que soit B € B.

La mesure image de p par T, notée Tup et définie sur B par Toup(B) = u(T~(B)), est alors identique
a la mesure p.

Un sous-ensemble quelconque A de X est dit invariant par T si T71(A) = A. Ainsi, X et 'ensemble
vide sont toujours des sous-ensembles invariants par 1. Si T est bijective, I'invariance de A peut se
réécrire sous la forme T'(A) = A, mais dans le cas général ce n’est pas la méme notion.

Un sous-ensemble mesurable A € M(u) est dit presque invariant par T si la différence symétrique
entre A et T~1(A) est de mesure nulle pour p, autrement dit si (A A T-(A)) = 0. Rappelons que
pour deux sous-ensembles X et Xo de X, la différence symétrique entre X; et X5, notée X7 A Xo,
est définie par

X1 A Xy = (Xl \X2> U (X2 \Xl).
Lorsque X7 et Xo sont des éléments de M(u), il en va de méme de X7 A Xo.

Définition 2. Lorsque p est une mesure invariante pour T, on dit que T est ergodique pour  si quel
que soit le sous-ensemble A € M(u) invariant par T, soit u(A) =0 soit p(A) = 1.

De maniére intuitive, T' est ergodique pour p s’il n’existe pas de sous-ensemble p-mesurable A non
trivial (au sens ou 0 < u(A) < 1) pour lequel les restrictions de 7" & A et a son complémentaire A°
définiraient deux sous-systéemes dynamiques. Ainsi, lorsque T est ergodique, les itérées successives
d’un point z € X par T finissent par “visiter” tout ’espace X, dans un sens que nous allons préciser.

Dans la Partie I, on supposera disposer d’un systéeme dynamique (X, B, u,T') pour lequel u est une
mesure invariante pour 7. On y démontrera le théoreme ergodique en moyenne de Von Neumann.
Dans la Partie II sera étudié le cas des rotations du cercle dont I'angle est un multiple irrationnel
de 27w. L’approche utilisée est celle des séries de Fourier, on 'utilisera pour démontrer le théoreme
d’équirépartition de Weyl, duquel découle I’ergodicité. La Partie IIT abordera la question de ’existence



et de la multiplicité des mesures invariantes p lorsque X, B et T sont fixés. Enfin, dans la Partie IV,
on montrera l'ergodicité du décalage de Bernoulli (équivalent au doublement de ’angle sur le cercle),
et on en déduira un petit résultat sur la représentation (binaire) des nombres réels.

Partie I : Théoréme ergodique en moyenne de Von Neumann.
Dans cette partie, on suppose que p est une mesure invariante pour 7.

Nous allons commencer par montrer que si A € M(u) est presque invariant par 7', alors il existe un
ensemble A € M(p) qui est invariant par T et tel que u(A A A) = 0.

Fixons A € M(u) presque invariant par 7.

I.1. Montrer que quel que soit B € M(u), on a I'inégalité triangulaire
W(T~2(B) A B) < w(T2(B) AT\(B)) + u(T~'(B) A B).
1.2. En utilisant le fait que p est invariante pour 7', déduire que
w(T2(A) A A) = 0.
1.3. Au moyen d’une récurrence sur n, déduire que pour tout n € N,
wWAANT(A)) =0.

1.4. Montrer ensuite que pour tout k € N,

wan |J Ty =o,
n=k+1

et enfin que
pAn () | T7(4) =o.
k=1n=k+1

I.5. Pour B € M(p), on définit

o0

B= ﬁ Tk ( T—"(B)> .
k=1 n=1

Montrer que B est invariant par T'.

1.6. Déduire de ce qui précede que A est invariant par T et que w(AANA)=0.

On désigne par L?(X,u,R) lespace de Lebesgue des fonctions réelles de carré intégrable pour
la mesure p, quotienté par la relation d’équivalence d’égalité u-presque partout. On rappelle que
L?(X, u,R) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire défini par

<f7g>=/ngdu7 Vg€ L*X,uR).

L’application T induit une bijection linéaire unitaire (c’est-a-dire qui préserve la norme) Ur sur
I'espace L%(X, 1, R). Celle-ci est définie par

UVT(f)::fOT1 Vf,Elﬂ(X;M,R»



En effet, puisque la mesure image T,u est confondue avec p, par le théoréeme du changement de
variable dans les intégrales on a pour f € L*(X,u,R) = L3(X, T\, R)

/ Fo T dy = / P T = [ 1rtan

car p(T(X)) = p(T~H(T( = u(X) de sorte que X \ T(X) est de p-mesure nulle, au sens ou
u(X\T(X)) = 0.

Nous allons montrer que si T est ergodique, alors les seuls points fixes de I'application U sont les
(classes des) fonctions constantes.

I.7. Montrer quesi f € L?(X, u,R) est un point fixe de Ur alors quel que soit a € R le sous-ensemble
de niveau f~'((—oc,a)) (bien défini & un sous-ensemble de p-mesure nulle) est presque invariant
pour 7.

1.8. Déduire du point précédent et de 1.6 que si T' est ergodique, alors les seuls points fixes de Up
sont les (classes des) fonctions constantes.

On désigne par R I'image de L?(X, i, R) par 'application Id — Ur, et par K le noyau de Id — Ur.
Pour chaque n € N, et f € L?(X, u,R), on note

1n—1
IS ger
nk=0

On note Pk la projection orthogonale de L?(X, u,R) sur K (pour le produit scalaire usuel). Enfin,
si J C L*(X, u,R) est une partie quelconque, on note .J © son orthogonal (toujours pour le produit
scalaire usuel).

1.9. Montrer que R et K sont orthogonaux dans L?(X, i, R). (On pourra utiliser le fait que lappli-
cation Up étant unitaire, elle conserve les produits scalaires.)

1.10. Montrer que si f € R* alors f € K.
I.11. Déduire que (R ® K)* = {0} et ensuite que R @ K est dense dans L?(X, i, R).
1.12. Montrer que pour tout f € K, S,(f) — f dans L?(X, u,R) quand n — +oc.

1.13. Montrer que pour tout f € R, S,(f) — 0 dans L?(X, u,R) quand n — +oc.
(On écrira par exemple f = g — Ur(g) pour un certain g € L*(X, u,R).)

I1.14. Déduire que pour tout f € L?(X,u,R) = R® K, S,(f) — Px(f) dans L?(X,u,R) quand
n — +00.

1.15. Démontrer le Théoréme ergodique de Von Neumann : Si T est ergodique pour p, alors quelle
que soit f € L?(X, u,R),

1n—1
_E:foT’f_)/ fdu
n b'e

k=0

dans l'espace L?(X, u, R).

1.16. Montrer que T est ergodique pour pu si et seulement si quels que soient les éléments A et B de
B,

Jim Z (T B) = p(A)p(B).



Partie II : Théoréme d’équirépartition de Weyl.

Dans cette partie X = T est le tore plat en dimension un, correspondant & I’espace métrique quotient
de l'intervalle [0,1] (muni de la distance euclidienne) par la relation d’équivalence identifiant ses
deux extrémités. La mesure p est la mesure de Lebesgue sur T! et la tribu B est celle des boréliens.
L’application T' est donnée par

T(z)=x+« (modulo 1),

oit @ € R est fixé. Au moyen de 'application § — exp(2imf), on peut identifier T' avec S, le
cercle unité du plan complexe : sous cette transformation, ’application 7" se transporte en la rotation
anti-horaire d’angle 2wa.

Il découle de l'invariance de la mesure de Lebesgue par translation que p est une mesure invariante
pour 7. Nous allons montrer que 1" est ergodique pour p lorsque « est irrationnel.

On note par C(T*!,C) I'espace vectoriel des fonctions & valeurs complexes continues sur T' et par
C2%(T!,C) I'espace vectoriel des fonctions & valeurs complexes deux fois continiiment dérivables sur
T*.

Pour chaque j € Z, on définit e; € C*(T!,C) C L*(T!, u,C) par e;(z) = exp(2imjz), ot i € C est
tel que 7> = —1. On tiendra pour admis le fait que la famille {e;};ez est une base hilbertienne de
L*(T!, u,C).

I1.1. Calculer explicitement S, (e;).

I1.2. Montrer que si « ¢ Q, alors pour j # 0, la suite (S,(e;))nen. converge uniformément sur T*
vers 0. Dans la suite, nous supposons que a ¢ Q.

I1.3. Montrer que si f € sev <{ej}jez> (le sous-espace vectoriel complexe engendré par la famille

des e;) alors

Su(f) — / fdp  quand n — oo,
T

uniformément sur T*.

I1.4. Montrer que si (¢;);ez € £1(Z,C), c’est-a-dire si la famille de nombres complexes (c;);ez vérifie
> jez lejl < 400, alors la série 3, cje; converge dans C(T!,C) muni de la distance uniforme.

I1.5. Déduire que si f =}, cje; avec (¢j)jez € (Y(Z,C) alors

Sn(f) —>/Tlfdu quand n — +o0,

uniformément sur T*.
I1.6. Montrer que si f € C*(T*,C) alors il existe (¢;j)jez € £X(Z,C) telle que f =3

I1.7. Montrer que quels que soient 0 < a < b <1 et e > 0, il existe f, et f; appartenant a C?(T!, R)
telles que f < Tjqp < fp sur T! et

(/Tlfhd/‘)_f‘fﬁ/]rlﬂ[a,b]dﬂﬁ(/Tlfbd,u)‘i'gy

ot I,y désigne la fonction indicatrice de [a, b].

jez Ci€j-

I1.8. Déduire le théoreme d’équirépartition de Weyl : quels que soient 0 < a < b <1
1
— card {k‘ c{0,---,n—1}, TFx) ¢ [a,b]} — (b—a)
n

uniformément sur T' quand n — +oo.



11.9. Par approximation au moyen de fonctions constantes par morceaux, montrer que quelle que soit

f € LT, i, C), la suite (S, (f))nen, converge dans L2(T!, u, C) vers la (classe de la) fonction
constante égale & [1, f dp.

I1.10. Déduire que T est ergodique pour pu.

Partie III : Existence et singularité mutuelle des mesures invariantes.

Dans cette partie, (X, d) est un espace métrique compact, B est la tribu des boréliens de (X, d) et
T : X — X est une application B-mesurable.

Pour zp € X fixé, on considere la suite (jz, n)nen, de mesures de probabilité sur B définies par

1 n—1
Hzo,n = n Z 5Tk(xo)’
k=0

ou pour z € X, la mesure de Dirac J, est telle que 6,(B) = Ip(x) quel que soit B € B, ou encore, de
maniere fonctionnelle, telle que

/ pdd, = p(z), quelle que soit p € C(X,R),
X

ou C(X,R) désigne l'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur X. Comme (X, d) est compact
et donc séparable, on déduit du théoreme de la Vallée-Poussin qu’il existe une sous-suite (fiz.n, )keN

de (ftzg,n)neN, , €t une mesure de probabilité i, « sur B telle que iz n, — iz« quand k — +o0, au
sens ou

/god,umo,nkﬁ/ @dpg, «, quand k — +oo, V¢ e C(X,R).
X X

III.1. Montrer que pour ¢ € C(X,R), et n € N,,

'/ @dﬂwom_/ QDOTdﬂwO,n
X X

II1.2. Déduire que p, « est une mesure invariante pour 7.

< 2 max|p(@)
< o lelol

Dans de nombreux cas, la mesure /i, « ainsi obtenue est telle que 1" est ergodique pour iz, «. Lorsque
xo est modifié, la mesure ji,, « a priori I'est aussi. Nous allons montrer que deux mesures invariantes
rendant le systeme 1" ergodique sont soit identiques soit mutuellement singuliéres.

Dans les quatre questions suivantes, nous supposons donc que p; et pg sont deux mesures de pro-
babilité sur B invariantes pour 7', et telles que T soit ergodique a la fois pour @1 et pour pus. Nous
supposons que fi1 # p2, et en particulier nous fixons A € B tel que p1(A) # ua(A).

II1.3. En appliquant le Théoreme ergodique de Von Neumann pour (X, B, p1,7"), montrer qu’il existe
une application strictement croissante ¢; : N — N, et un ensemble B; € B tel que pi(By) =1
et

(Spy(my(Ta)) () — p1(A)
quel que soit = € Bj.
(On pourra utiliser le fait qu'une suite convergente dans L*(X, u1,R) posséde une sous-suite
qui converge pi-presque partout.)
II1.4. En appliquant cette fois le Théoréeme ergodique de Von Neumann pour (X, B, uo,T’), montrer

qu’il existe une application strictement croissante ¢5 : N — N, et un ensemble By € B tel que
125 (Bg) =1let

(Spro62(n) (Ta)) () — p2(A)
quel que soit x € Bs.



I11.5. Déduire que By N By = ().
II1.6. Déduire que les mesures pq et puo sont mutuellement singulieres (on dit aussi orthogonales),

c’est-a-dire qu'il existe B, € B tel que pui(By) = 1, pa(By) = 0, et donc aussi u1(BS) = 0,
p2(B) = 1.

Nous terminons cette partie par une représentation fonctionnelle des mesures ergodiques.

II1.7. Montrer que ’ensemble C formé par toutes les mesures de probabilités sur B invariantes pour
T est convexe.

IT1.8. Montrer qu’'une mesure i € C est ergodique pour T si et seulement si elle est un point extrémal
de C (au sens ou il n’existe pas deux mesures distinctes 4 et pg de C et A € (0,1) tels que

1= Apg + (1= A)pta)-
Partie IV : Ergodicité du décalage de Bernoulli.

Dans cette partie X = T! est le tore plat en dimension un, correspondant & ’espace métrique quotient
de Pintervalle [0,1] (muni de la distance euclidienne) par la relation d’équivalence identifiant ses
deux extrémités. La mesure p est la mesure de Lebesgue sur T! et la tribu B est celle des boréliens.
L’application T' est donnée par

T(x) =2z (modulo 1).

Du point de vue ensembliste, on peut identifier T! avec Iintervalle semi-ouvert [0, 1). Tout nombre
réel x € [0,1) s’écrit de maniére unique en représentation binaire z = 0.cpavy -+ - v, - -+ avec

+oo
xTr = Z aj2_(j+l),
=0

ol (aj)jen € {0,1} ne peut pas étre stationnaire égale & 1 & partir d'un certain rang. En termes
de cette représentation, I’application T' correspond au décalage de Bernoulli, qui & une suite (a;);jen
fait correspondre la suite translatée (o11)jen.

IV.1. Soit A un sous-ensemble mesurable quelconque de T' ~ [0, 1). Décrire I’ensemble T~'(A) et en
déduire que T est mesurable et que la mesure de Lebesgue est invariante pour 7.

IV.2. Par une récurrence, déduire ensuite que quel que soit k € N, et j € {0, - - 2k — 1},

r (T—WA) N 1)) — 2 u(A).

IV.3. Montrer que si A est invariant par T alors quel que soit 'intervalle I C [0,1),
u(ANT) = p(I)u(A).

IV.4. Déduire que T est ergodique pour p.

Le théoreme ergodique en moyenne de Von Neumann admet une version renforcée, due a Birkhoff, et
qui affirme que la convergence évoquée en 1.15 a lieu non seulement dans L?(X, u, R) mais également
presque partout pour la mesure p. En appliquant le théoreme de Birkhoff au systéme ergodique
x — 2z (modulo 1), avec pour fonction f la fonction indicatrice de [0, %) on obtient alors I’énoncé
suivant :



IV.5.

IV.6.

Pour presque tout x = 0.cgavy - - - oy - -+ (en représentation binaire) appartenant a [0, 1

~—

9

1 1
lim Ecard{O <j<k-1tq o =0}= klil_il_l Ecard{o <j<k-1tqg oj=1}=

k—+o00

N =

Autrement dit, pour presque tout x € [0,1) les zéros et les uns sont distribués asympto-
tiquement de fagon équiprobable dans la représentation binaire de x.

Démontrer que quel que soit p € [0, 1] il existe une infinité de nombres réels = € [0,1) pour
lesquels en écrivant x = ;:8 04]-2_(3“), a; € {0,1}, on a

1
lim Ecard{O <j<k—-1tq. oj=0}=p.

k—+o00

Démontrer qu’il existe une infinité de nombres réels = € [0,1) pour lesquels la limite évoquée
en IV.5 n’existe pas.

Remarquons qu’il n’y a aucune contradiction entre ’énoncé qui les précede et les affirmations conte-
nues dans les points IV.5 et IV.6 : mesure et cardinalité ne font en général pas bon ménage.

Fin du sujet.
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