
Introduction et notations

Le but de ce problème est d’analyser quelques propriétés de schémas numériques utilisés
pour la discrétisation de systèmes hamiltoniens. Dans toute la suite, on note R le corps des
réels et Mn(R) l’espace des matrices réelles carrées de taille n (avec n un entier strictement
positif). Si A ∈ Mn(R), on note AT sa matrice transposée. Une matrice est dite symétrique
si elle satisfait AT = A et antisymétrique si elle satisfait AT = −A. De même, si y ∈ Rn

est un vecteur colonne ou ligne, on note yT le vecteur transposé. On notera y1, . . . , yn les
composantes d’un tel vecteur.

On dit qu’une application d’un ouvert U de Rn dans Rm est de classe Cp si elle est p
fois différentiable avec des dérivées successives continues sur U . Si H est une fonction C1

de Rn dans R, on note ∇H(y) le vecteur colonne de composantes

(∇H(y))i =
∂H

∂yi
(y), pour i = 1, . . . n.

De même, si H est C2, on note ∇2H(y) sa matrice hessienne de composantes

(∇2H(y))ij =
∂2H

∂yi∂yj
(y), pour i, j = 1, . . . n.

Si g : Rn → Rm est une application C1, pour n et m des entiers donnés, on note
(gi(y))i=1,··· ,m le vecteur colonne correspondant, pour y ∈ Rn, et g′(y) sa matrice ja-
cobienne à m lignes et n colonnes, de composantes

(g′(y))ij =
∂gi

∂yj
(y), i = 1, . . . ,m, et j = 1, . . . , n.

Remarquons que dans le cas où m = 1, on a g′(y) = ∇g(y)T . Si h : Rm → Rp, z 7→ h(z),
est une application C1, on peut alors écrire la matrice jacobienne de h ◦ g sous la forme

(h ◦ g)′(y) = h′(g(y)) · g′(y), y ∈ Rn,

1



où · est le produit matriciel. De façon équivalente, on peut écrire pour y ∈ Rn

(
(h ◦ g)′(y)

)
ij

=
m∑

l=1

∂hi

∂zl
(g(y))

∂gl

∂yj
(y), i = 1, . . . , p, et j = 1, . . . , n.

Si f : Rn → Rn est une application de classe C1, on rappelle que l’équation différentielle

dy

dt
(t) = f(y(t)), y(0) = y0,

admet une unique solution locale y(t) définie sur un intervalle Iy0 .
Lorsque pour un réel T > 0 et pour tout y0 ∈ U un ouvert de Rn, y(t) existe pour

t ∈ [0, T ], i.e. [0, T ] ⊂ Iy0 on note y(t) = ϕt(y0) et on appelle ϕt(·) le flot associé. Dans ce
cas, pour tout t ∈ [0, T ], l’application y0 7→ ϕt(y0) est de classe C1 sur U . Si on note

Xt(y0) = ϕ′
t(y0), (1)

alors la matrice Xt(y0) satisfait l’équation différentielle

dXt

dt
(y0) = f ′(ϕt(y0))Xt(y0), X0(y0) = In, (2)

où In est la matrice identité de dimension n.
Pour d un entier naturel non nul, on note J ∈ M2d(R) la matrice antisymétrique

J =
(

0 Id

−Id 0

)
où Id est la matrice identité de dimension d. Une matrice A est dite symplectique si elle
satisfait l’équation

AT JA = J.

Une fonction g : U → R2d de classe C1, où U est un ouvert de R2d est dite symplectique
si sa matrice jacobienne g′(y) satisfait

g′(y)T Jg′(y) = J, pour tout y ∈ U.

Enfin, on appelle champ hamiltonien une application de la forme f(y) = J−1∇H(y)
pour H une fonction de classe C2 d’un ouvert U de R2d dans R. On note alors ϕt(y0) = y(t)
la solution de l’équation différentielle

dy

dt
(t) = J−1∇H(y(t)), y(0) = y0 ∈ R2d. (3)

Partie I : Préliminaires

Dans cette partie, d est un entier naturel non nul fixé.

1. Calculer J2 et en déduire J−1.

2. Soient f et g deux applications de classe C1 de R2d dans R2d. Montrer que si f et g
sont symplectiques, alors la composée f ◦ g est encore symplectique.
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3. Soit un système différentiel

d2q

dt2
(t) = −∇V (q(t))

où pour tout t, q(t) est un vecteur de Rd, et où V est une application de Rd dans
R de classe C2. En introduisant p = dq

dt et le vecteur y ∈ R2d tel que yi = pi pour
i = 1, . . . , d, et yi = qi−d pour i = d+1, . . . , 2d, montrer que ce système peut s’écrire
sous forme hamiltonienne (3).

4. Soit H une fonction de classe C2 de R2d dans R et soit y(t) la solution de (3) pour
t ∈ Iy0 . Montrer que

∀ t ∈ Iy0 , H(y(t)) = H(y0).

5. On suppose de plus que H(y) satisfait

∀ y ∈ R2d, H(y) ≥ α‖y‖β

où α et β sont deux réels strictement positifs, et où

‖y‖ =
( 2d∑

i=1

y2
i

)1/2
(4)

désigne la norme euclidienne sur R2d. Montrer alors que pour tout y0 ∈ R2d, y(t)
existe pour tout temps t ≥ 0.

Partie II : Exemples de schémas numériques symplectiques

Dans cette partie, on considère des systèmes hamiltoniens dans R2, c’est-à-dire avec les
notations précédentes, d = 1, et on note y = (p, q)T où p et q sont des réels. On suppose
de plus que les fonctions hamiltoniennes considérées sont de la forme

H(p, q) = T (p) + V (q),

où T et V sont des fonctions de classe C2 de R dans R. Le système hamiltonien (3) s’écrit
donc

d
dt

(
p(t)
q(t)

)
=

(
−∇qV (q(t))
∇pT (p(t))

)
,

(
p(0)
q(0)

)
=

(
p0

q0

)
∈ R2. (5)

où ∇p et ∇q désignent les gradients par rapport à p et à q respectivement. Dans cette
partie, on note ϕt(y0) le flot associé à (5) où y0 est le vecteur de R2 de composantes
(p0, q0)T . On suppose que ϕt(y0) est bien défini pour tout temps t > 0 et tout point
y0 ∈ R2.

Pour approcher la solution de (5), on considère un petit pas de temps h, et on approche
le flot ϕh(y0) correspondant à (5) par l’application Φh définie par(

p1

q1

)
= Φh

(
p0

q0

)
⇔

{
p1 = p0 − h∇qV (q1)

q1 = q0 + h∇pT (p0)
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Cette méthode est appelée la méthode d’Euler symplectique. On considérera aussi la
méthode de Störmer-Verlet définie par

(
p1

q1

)
= Ψh

(
p0

q0

)
⇔


p1/2 = p0 −

h

2
∇qV (q0)

q1 = q0 + h∇pT (p1/2)

p1 = p1/2 −
h

2
∇qV (q1)

(6)

Le point p1/2 est un intermédiaire de calcul.

1. Montrer que pour tout h > 0, l’application Φh est symplectique de R2 dans R2.
Montrer de même que pour tout h > 0, l’application Ψh est symplectique de R2

dans R2 (on pourra utiliser le résultat de la question I.2).

2. Montrer que pour tout h > 0, l’application Ψh est bijective et satisfait la relation
Ψ−1

h = Ψ−h.

3. Montrer que pour tout t > 0, si (p(t), q(t))T désigne la solution de (5), alors on a

p(t) = p0 − t∇qV (q0)−
∫ t

0

(∫ s

0
∇2

qV (q(σ))∇pT (p(σ))dσ

)
ds.

Ecrire une formule similaire pour q(t).

4. Montrer que Φh est localement d’ordre 2, c’est-à-dire que si h0 est un réel strictement
positif donné, alors pour tout h ∈]0, h0[ et pour tout y0 ∈ R2 on a la relation

‖Φh(y0)− ϕh(y0)‖ ≤ Ch2

où ‖ · ‖ désigne la norme euclidienne (4), et où C ne dépend que de y0, h0, et des
dérivées premières et secondes de T et V .

5. On suppose que T et V sont des fonctions de classe C3 sur R. Montrer que Ψh

est localement d’ordre 3, c’est-à-dire satisfait, pour tout h ∈]0, h0[ comme dans la
question précédente et pour tout y0 ∈ R2, la relation suivante :

‖Ψh(y0)− ϕh(y0)‖ ≤ Ch3

où C ne dépend que de y0, h0, et des dérivées premières, secondes et troisièmes de
T et V .

Partie III : Application à l’oscillateur harmonique.

Dans cette partie et tout le reste du problème, on considère le hamiltonien

H(p, q) =
1
2
p2 +

ω2

2
q2 (7)

où p ∈ R, q ∈ R et où ω ∈ R est un réel strictement positif fixé. Avec les notations de la
partie précédente, on a donc T (p) = 1

2p2 et V (q) = ω2

2 q2.

1. Ecrire la solution exacte y(t) = (p(t), q(t))T du système hamiltonien (5) correspon-
dant en fonction de y0 = (p0, q0)T .
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2. Donner l’expression du schéma de Störmer-Verlet Ψh défini en (6) appliqué au
système hamiltonien correspondant à (7). Montrer que la relation y1 = Ψh(y0) peut
s’écrire sous la forme y1 = Bω(h)y0 où y1 = (p1, q1)T , y0 = (p0, q0)T et où Bω(h) est
une matrice de M2(R).

3. On suppose que hω < 2. On définit les réels

τω(h) = ω

√
1− 1

4
(hω)2 ∈ R et θω(h) = arccos

(
1− 1

2
(hω)2

)
∈]0, π[,

et la matrice

Mω(h) =
(

1 0
0 τω(h)−1

)
.

Calculer la matrice Mω(h)−1Bω(h)Mω(h) en fonction de θω(h).
Dans toute la suite, on supposera que h ∈]0, h0[ où h0 satisfait h0ω < 2.

4. On désigne par (yn)n∈N la suite de R2 définie par récurrence par

y0 = (p0, q0)T , et ∀n ≥ 0, yn+1 = Ψh(yn).

On définit ensuite la suite zn = M(h)−1yn. Calculer zn puis yn en fonction de p0,
q0, τω(h) et θω(h).

5. Montrer qu’il existe une constante C1 dépendant de h0, ω et y0 = (p0, q0)T et pas
de n, telle que pour tout n ≥ 0,

|H(yn)−H(y0)| ≤ C1h
2.

6. Montrer qu’il existe une constante C2 dépendant de h0, ω et y0 et pas de n, telle que
pour tout n ≥ 0,

‖yn − y(nh)‖ ≤ C2(1 + nh)h2,

où y(nh) désigne la solution exacte au temps t = nh du système hamiltonien associé
à (7) avec valeur initiale y0 = (p0, q0)T .

Partie IV : Calculs de moyennes.

Dans cette partie, on considère une fonction A : R → R qui est périodique de période
2π. Pour tout entier k ∈ Z, on associe à A son k-ième coefficient de Fourier

Ak :=
1
2π

∫ 2π

0
A(θ)e−ikθdθ.

1. On suppose que A est de classe Cp. Montrer que pour tout entier k ∈ Z, k 6= 0 on a

|Ak| ≤
1
|k|p

sup
θ∈[0,2π]

|A(p)(θ)|,

où A(p) désigne la dérivée p-ième de A.
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2. Soit Ω un réel non nul donné et soit A une fonction périodique de période 2π de
classe C1 de R dans R. En développant A en série de Fourier, montrer que pour tout
temps T > 0, ∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0
A(tΩ)dt−A0

∣∣∣∣ ≤ C

T
(8)

où C est une constante ne dépendant que de A et de Ω.

3. On considère maintenant ϕt le flot associé au hamiltonien (7). Soit K(y) une fonction
fixée de R2 dans R et de classe C1. Montrer que pour tout y0 ∈ R2, la fonction

T 7→ 1
T

∫ T

0
K(ϕt(y0))dt (9)

admet une limite Lω(y0) qu’on explicitera. Montrer de plus que∣∣∣∣ 1
T

∫ T

0
K(ϕt(y0))dt− Lω(y0)

∣∣∣∣ ≤ C

T
(10)

où C ne dépend que de K, de ω et de y0.

Partie V : Calculs numériques de moyennes.

On s’intéresse dans cette dernière partie à la discrétisation de l’intégrale (9) par la
formule

Ih
N (y0) =

1
N

N−1∑
n=0

K(yn) (11)

où yn est la solution approchée définie dans la partie III à l’aide de la méthode de Störmer-
Verlet Ψh. Le nombre N est tel que T = Nh, où h est le pas de discrétisation choisi pour
calculer les yn.

1. Montrer que pout tout x réel tel que x ∈]− π, π[, on a

|1− eix| ≥ 2
π
|x|.

2. Soit Ω un réel non nul donné. Montrer que pour k ∈ Z, k 6= 0, on a

|k| < π

Ωh
=⇒

∣∣∣∣∣ 1
N

N−1∑
n=0

eihnkΩ

∣∣∣∣∣ ≤ π

TΩ|k|

et

|k| ≥ π

Ωh
=⇒

∣∣∣∣∣ 1
N

N−1∑
n=0

eihnkΩ

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

3. Soit A une fonction périodique de période 2π de classe Cp, p ≥ 2, de R dans R et
Ω un réel non nul donné. Pour calculer l’intégrale de la formule (8), on utilise la
formule suivante :

IN =
1
N

N−1∑
n=0

A(nhΩ)
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où h est un paramètre de discrétisation en temps tel que hN = T . Montrer qu’on a

|IN −A0| ≤ C

(
1
T

+ hp−1

)
où C est une constante ne dépendant que de A, Ω et p (on pourra développer A en
série de Fourier et sommer selon le découpage de la question précédente).

4. On suppose que K est une fonction de classe Cp de R2 dans R et on considère
l’approximation numérique (11). En utilisant les résultats de la partie III, montrer
qu’il existe h0 tel que pour tout h ∈]0, h0[ et pour tout y0 ∈ R2, il existe un réel
Lh

ω(y0) tel que ∣∣∣Ih
N (y0)− Lh

ω(y0)
∣∣∣ ≤ C

(
1
T

+ hp−1

)
où C est une constante ne dépendant que de K, y0, h0, ω et p.

5. Montrer que si p ≥ 3, on a sous les hypothèses précédentes∣∣∣Ih
N (y0)− Lω(y0)

∣∣∣ ≤ C

(
1
T

+ h2

)
.

où Lω(y0) est défini en (10) et où C est une constante ne dépendant que de K, y0,
h0, et ω.

FIN DE L’EPREUVE
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