Introduction et notations

Le but de ce probleme est d’analyser quelques propriétés de schémas numériques utilisés
pour la discrétisation de systemes hamiltoniens. Dans toute la suite, on note R le corps des
réels et M, (R) I'espace des matrices réelles carrées de taille n (avec n un entier strictement
positif). Si A € M, (R), on note A” sa matrice transposée. Une matrice est dite symétrique
si elle satisfait AT = A et antisymétrique si elle satisfait AT = —A. De méme, si y € R®
est un vecteur colonne ou ligne, on note y” le vecteur transposé. On notera yi, ..., y, les
composantes d’un tel vecteur.

On dit qu’une application d’un ouvert U de R™ dans R" est de classe CP si elle est p
fois différentiable avec des dérivées successives continues sur U. Si H est une fonction C*
de R™ dans R, on note VH(y) le vecteur colonne de composantes
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(VH(y)); (y), pour i=1,...n.

De méme, si H est C2, on note V2H (y) sa matrice hessienne de composantes

2
0y;0y;

(VzH(y))ij (y), pour i,57=1,...n.

Si g : R" — R™ est une application C', pour n et m des entiers donnés, on note
(9i(y))i=1,-.,m le vecteur colonne correspondant, pour y € R", et ¢'(y) sa matrice ja-
cobienne a m lignes et n colonnes, de composantes

(9 (W) = 0%

= (y), i=1,....m, et j=1,...,n.
dy;

Remarquons que dans le cas ot m = 1, on a ¢/(y) = Vg(y)'. Si h: R™ — RP, 2+ h(z),
est une application C'!, on peut alors écrire la matrice jacobienne de h o ¢ sous la forme

(hog)(y)=H(9v)-9'(y), yeR"



ou - est le produit matriciel. De fagon équivalente, on peut écrire pour y € R"”
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Si f:R™ — R™ est une application de classe C', on rappelle que I’équation différentielle

dy

L) = 10, 5(0) =,

admet une unique solution locale y(t) définie sur un intervalle I, .

Lorsque pour un réel T' > 0 et pour tout yop € U un ouvert de R™, y(¢) existe pour
t € 0,7, ie. [0,T] C I, on note y(t) = p:(yo) et on appelle ¢ (-) le flot associé. Dans ce
cas, pour tout ¢ € [0, T, application yo — ¢:(yo) est de classe C'* sur U. Si on note

Xi(yo) = ¢:(y0), (1)
alors la matrice X;(yo) satisfait ’équation différentielle

dX;

E(yo) = f"(ee(y0)) Xe(0),  Xo(wo) = In, (2)

ou I, est la matrice identité de dimension n.
Pour d un entier naturel non nul, on note J € Ms;(R) la matrice antisymétrique
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ou I; est la matrice identité de dimension d. Une matrice A est dite symplectique si elle
satisfait I’équation
AT JA = .

Une fonction ¢ : U — R?? de classe C1, ot U est un ouvert de R?¢ est dite symplectique
si sa matrice jacobienne ¢'(y) satisfait

dTJ¢d(y)=J, pour tout yeU.

Enfin, on appelle champ hamiltonien une application de la forme f(y) = J-'VH(y)
pour H une fonction de classe C? d'un ouvert U de R?¢ dans R. On note alors ¢;(yo) = y(t)
la solution de I’équation différentielle

dy

(1) = JIVH((),  y(0) = yo € B 3)

Partie I : Préliminaires

Dans cette partie, d est un entier naturel non nul fixé.

1. Calculer J? et en déduire J 1.

2. Soient f et g deux applications de classe C' de R?? dans R??. Montrer que si f et g
sont symplectiques, alors la composée f o g est encore symplectique.



3. Soit un systeme différentiel

qu

O =-9V(a()

otl pour tout t, ¢(t) est un vecteur de R%, et ot V est une application de R? dans
R de classe C?. En introduisant p = % et le vecteur y € R?? tel que y; = p; pour
1=1,....d,ety; =qi_qgpour i =d+1,...,2d, montrer que ce systeme peut s’écrire

sous forme hamiltonienne (3).

4. Soit H une fonction de classe C? de R?? dans R et soit y(t) la solution de (3) pour
t € Iy,. Montrer que
Ve L, H(y(t) = Hiy):

5. On suppose de plus que H(y) satisfait
B
VyeR™,  H(y) > alyll

ou « et 3 sont deux réels strictement positifs, et ou

ol = (3°42)"” ()
=1

désigne la norme euclidienne sur R2?. Montrer alors que pour tout yo € R2?, y(t)
existe pour tout temps ¢t > 0.

Partie II : Exemples de schémas numériques symplectiques

Dans cette partie, on considere des systémes hamiltoniens dans R?, c’est-a-dire avec les
notations précédentes, d = 1, et on note y = (p,q)” ot1 p et ¢ sont des réels. On suppose
de plus que les fonctions hamiltoniennes considérées sont de la forme

H(p,q) =T(p) +V(q),

ot T et V sont des fonctions de classe C? de R dans R. Le systéme hamiltonien (3) s’écrit

donc
a () - (r))- (o)== o

ou V, et V, désignent les gradients par rapport a p et a g respectivement. Dans cette
partie, on note o;(yo) le flot associé & (5) ou yo est le vecteur de R? de composantes
(po,q0)’. On suppose que ¢;(yo) est bien défini pour tout temps ¢ > 0 et tout point
Yo € R2.

Pour approcher la solution de (5), on consideére un petit pas de temps h, et on approche
le flot ¢ (yo) correspondant a (5) par application ®;, définie par

<p1> o, <p0> L= o hVqV(q1)
« g a1 = qo+hV,T(po)



Cette méthode est appelée la méthode d’FEuler symplectique. On considérera aussi la
méthode de Stormer-Verlet définie par

h
P2 = po—5VeV (%)
(p1> — 0, <p0) & 7 o+ hVpT(p1y2) (6)
qi1 q0

h
pro= 2= 5VeVia)

Le point py/o est un intermédiaire de calcul.

1. Montrer que pour tout h > 0, 'application ®;, est symplectique de R? dans R2.
Montrer de méme que pour tout h > 0, I'application U}, est symplectique de R?
dans R? (on pourra utiliser le résultat de la question 1.2).

2. Montrer que pour tout A > 0, application ¥, est bijective et satisfait la relation
Ut =0y,
3. Montrer que pour tout t > 0, si (p(t), q(t))T désigne la solution de (5), alors on a

o) =m =9V~ [ ([ ViViao)v,zoer ) ds

Ecrire une formule similaire pour ¢(t).

4. Montrer que @y, est localement d’ordre 2, c’est-a-dire que si hg est un réel strictement
positif donné, alors pour tout h €]0, hg[ et pour tout yo € R? on a la relation

@4 (y0) — wn(yo)|| < Ch?

ou || - || désigne la norme euclidienne (4), et ou C' ne dépend que de yo, ho, et des
dérivées premieres et secondes de T et V.

5. On suppose que T et V sont des fonctions de classe C2 sur R. Montrer que Uy,
est localement d’ordre 3, c’est-a-dire satisfait, pour tout h €]0, hg| comme dans la
question précédente et pour tout yy € R?, la relation suivante :

W5 (y0) — en(yo)| < Ch?

ou C ne dépend que de g, hg, et des dérivées premieres, secondes et troisiemes de
TetV.

Partie III : Application a P'oscillateur harmonique.

Dans cette partie et tout le reste du probleme, on considere le hamiltonien

2

1 w
H(p,q) = 5192 + 7(12 (7)

oup €R, g€ Retouwée R est un réel strictement positif fixé. Avec les notations de la

_ w?

partie précédente, on a donc T'(p) = %pZ et V(g) =% 7>

1. Ecrire la solution exacte y(t) = (p(t),q(t))" du systéme hamiltonien (5) correspon-
dant en fonction de yo = (po, qo)” .



2. Donner l'expression du schéma de Stormer-Verlet W), défini en (6) appliqué au
systeme hamiltonien correspondant a (7). Montrer que la relation y; = ¥, (yp) peut
s’écrire sous la forme y; = B, (h)yo ot y1 = (p1,q1)", yo = (po,q0)” et out By (h) est
une matrice de My (R).

3. On suppose que hw < 2. On définit les réels
1 1,
Tw(h) = wy/1— Z(hcu)2 €eR et 6,(h)=arccos|1— i(hw) €10, «[,

et la matrice

1m0 (g )

Calculer la matrice M,,(h)~ !B, (h)M,(h) en fonction de 6, (h).
Dans toute la suite, on supposera que h €]0, hy[ ou hg satisfait how < 2.

4. On désigne par (yn)nen la suite de R? définie par récurrence par

yo = (po,q0)", et Vn>0, ynr1 = Vpn(yn).

On définit ensuite la suite z, = M (h)~'y,. Calculer z, puis y, en fonction de po,
qo, Tw(h) et O,(h).

5. Montrer qu’il existe une constante C7 dépendant de hg, w et yg = (po,qo)T et pas
de n, telle que pour tout n > 0,

|H(yn) - H(y0)| < Clhz.

6. Montrer qu’il existe une constante Co dépendant de hg, w et yg et pas de n, telle que
pour tout n > 0,
lyn — y(nh)[| < Co(1 +nh)h?,

ou y(nh) désigne la solution exacte au temps ¢ = nh du systéme hamiltonien associé
A (7) avec valeur initiale yo = (po, qo)” .

Partie IV : Calculs de moyennes.

Dans cette partie, on considere une fonction A : R — R qui est périodique de période
27. Pour tout entier k € Z, on associe a A son k-ieme coefficient de Fourier

1 27 )
Ay = — A(0)e~*0qp.
k 271' 0 ( )e

1. On suppose que A est de classe CP. Montrer que pour tout entier k € Z, k # 0 on a

[ Ak| < sup |AP(9)],

1
|k|p 0€[0,27]

ott AP désigne la dérivée p-itme de A.



2. Soit © un réel non nul donné et soit A une fonction périodique de période 27 de
classe C' de R dans R. En développant A en série de Fourier, montrer que pour tout
temps T > 0,

C

T
% /0 ()t~ Ao| < (8)

ou C est une constante ne dépendant que de A et de €.

3. On considere maintenant ¢ le flot associé au hamiltonien (7). Soit K (y) une fonction
fixée de R? dans R et de classe C''. Montrer que pour tout yo € R?, la fonction

T
Te /0 K(pi(yo))dt (9)

admet une limite L, (yo) qu’on explicitera. Montrer de plus que

T
7| Kt - L) < (10

ou C ne dépend que de K, de w et de yp.
Partie V : Calculs numériques de moyennes.

On s’intéresse dans cette derniere partie a la discrétisation de l'intégrale (9) par la
formule

1 N-1
Lywo) = v 3 K () (11)
n=0

ol Y, est la solution approchée définie dans la partie I1I a I’aide de la méthode de Stormer-
Verlet Wy,. Le nombre N est tel que T'= Nh, ou h est le pas de discrétisation choisi pour
calculer les y,,.

1. Montrer que pout tout x réel tel que z €] — 7, [, on a
- 2
11— e > —|x|.
7r

2. Soit  un réel non nul donné. Montrer que pour k € Z, k # 0, on a

N-1
T 1 , T
k - thnkQ <
k<o = Nge = TQk|
et
k> L — 1N§le”‘"k9 <1
Qn |N &

3. Soit A une fonction périodique de période 2m de classe CP, p > 2, de R dans R et
2 un réel non nul donné. Pour calculer l'intégrale de la formule (8), on utilise la

formule suivante :
N-1

In = % S A(nhe)

n=0



ol h est un parametre de discrétisation en temps tel que hlN = T'. Montrer qu’on a
1 —1
Iy — Ap| < C TJrhp

ou C est une constante ne dépendant que de A, 2 et p (on pourra développer A en
série de Fourier et sommer selon le découpage de la question précédente).

4. On suppose que K est une fonction de classe C? de R? dans R et on considére
Papproximation numérique (11). En utilisant les résultats de la partie III, montrer
qu’il existe hg tel que pour tout h €]0, ho[ et pour tout yo € R?, il existe un réel
LE (o) tel que

1
’Iz’ibr(yo) —~ Lﬁ(yo)‘ <C (T + hP 1)

ou C est une constante ne dépendant que de K, yg, hg, w et p.

5. Montrer que si p > 3, on a sous les hypotheses précédentes
h 1 2
‘IN(:UO) - Lw(yo)) <C (T +h ) :

ou Ly, (yp) est défini en (10) et ou C est une constante ne dépendant que de K, yo,
hg, et w.

FIN DE L’EPREUVE



