RAPPELS ET NOTATIONS

On travaille dans le plan complexe C. On note Z le conjugué de z € C, |z| = /2Z
son module et R(z), J(z) ses parties réelle et imaginaire. Soit D(z,7) = {w €
C, |z—w| < r} le disque ouvert centré en z et de rayon r. On note plus simplement
D, = D(0,r) et D = D(0,1). Soient S le cercle {|z| =1} et Q={2€ C, |z| > 1}.
N et Z désignent respectivement I’ensemble des entiers naturels et des entiers relat-
ifs. On note e* 'exponentielle de z € C et In(x) le logarithme népérien du réel z > 0.

Soient des réels a < bet p: [a,b] — C un arc paramétré de classe C*°. Le support
de p est I’ensemble supp(p) = p([a,b]). Lorsque p est injectif, la longueur de son

support, est égale a f |p'(t)| dt. On suppose a présent p(a) = p(b). L’indice de p
par rapport a un point z € C\ supp(p) est alors défini par :

b /
_ p(t)
ind(p, = " 2 /f "2 ), p(t) -z dt.

L’indice est a valeurs dans Z. La fonction z — ind(p, ) est constante sur les com-
posantes connexes de C \ supp(p).




Nous adopterons la terminologie suivante. Un lacet est un arc paramétré ~ :
[0,27] — C de classe C*, injectif sur [0,2x[, vérifiant v(0) = ~(27), et qui se
prolonge en une application R — C de classe C* et 2m-périodique. Les cercles
concentriques 7, (t) = re sont bien siir des lacets. On dispose du :

Théoréme de Jordan : Si~y est un lacet, alors C\ supp(y) posséde exactement
deux composantes connexes, une étant bornée et [’autre non.

On note ces composantes B(y) (celle qui est bornée) et U(~y) (celle non bornée).
La fonction z — ind(7, z) est nulle sur (y) et constante sur B(7), égale & 1 ou —1.
Un lacet 7 est orienté dans le sens direct (resp. indirect) si I'indice vaut 1 (resp.
—1) sur B(7). La formule suivante permet de calculer I'aire de 'ouvert B(y). Cette
aire est par définition égale a ffB(w) d\, ou \ désigne la mesure de Lebesgue.

Formule de Green-Riemann : Pour tout lacet v orienté dans le sens direct,

1 1 2

Aire(B(7)) = o / sz =5 [ A@ v

On rappelle enfin que si h : D — C est une fonction holomorphe qui ne s’annule
pas sur D, alors h posséde un logarithme, c’est & dire qu’il existe une fonction
holomorphe L : D — C telle que h(z) = e“*) sur D.

[’épreuve comporte deux parties (9 pages). La partie IT est une application du
théoréme B que 1'on démontre dans la partie 1. Il est conseillé de lire attentivement
les parties explicatives 1.1 et 2.1.

PREMIERE PARTIE

1.1 PRESENTATION

On note S I'ensemble des fonctions holomorphes f : D — C injectives, vérifiant

F(0) =0 et f/(0) = 1
Le développement en série entiére d’une fonction f € S vérifie donc :

Vze D, f(z) :z—f-Zanzn.

Nous montrons dans cette partie le résultat suivant :

Théoréme A (Bieberbach) : Pour tout f € S, |as| < 2.



Nous en déduirons le :
Corollaire : Pour toute fonction f € S et tout z =re? € D, on a :
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At <|f(2) < a=rp

Nous montrerons ensuite le :

Théoréme B : Soit g : D(a, R) — C une fonction holomorphe injective. Soient
7 €]0,1[ et r < TR. Les inclusions suivantes sont vérifiées avec K, = () :

D (g(a), '9;‘:)‘0 c g(D(a,r)) C D(g(a), KT]g/(a)]T).

Nous appliquerons le théoréme B dans la deuxiéme partie du probléme.

1.2 UN RESULTAT SUR LA CLASSE H

Soit Q@ = {z € C, |z| > 1}. On note H l'ensemble des fonctions holomorphes
h : Q) — C injectives ayant un développement de Laurent de la forme :

VzeQ, h(z) = z—i—anz’”.

n>0

On rappelle que cette série de fonctions converge normalement sur €2, = {z €
C , |z| = r}, ceci pour tout r > 1. Les questions qui suivent sont destinées a
montrer le

Théoréme de ’aire : Pour tout h € H, on a |b,| < n~'/2.

Fixons a cet effet h € H. Pour tout r > 1, on définit A, : [0,27] — C par
h, = ho,, ou le lacet 7, : [0,27] — C est le cercle ~,(t) = re. Puisque h est
injective, 'application h, définit clairement un lacet. On note

Pt ={r>1 tel que le lacet h, est orienté dans le sens direct},

P~ ={r>1 tel que le lacet h, est orienté dans le sens indirect}.

Nous commencons par montrer que P et P~ sont des ouverts de |1, +oo[. Fixons
a cet effet 79 > 1 et posons ry = 2.
|

1.2.1) Soit C(r) =1+, -, :,'Lbfl Vérifier que :
- 1

sup |h'(2)] < C(r1) < +o0.

|z|>r1

Montrer ensuite : Vr > 1y, Vt € [0,27] , |h () — hy ()] < C(ry)|r — ro).



Soit z dans I'ouvert B(h,,) et p > 0 tel que D(z, p) C B(hy,).

1.2.2) Montrer qu'il existe un intervalle I, de la forme |ro — ag, 79 + ap| (avec
ap > 0), inclus dans |1, +oo et tel que :

Vr € Ly, Ve [0,2a], |he(t) — hoy ()] < |2 — huy(1)].

1.2.3) Montrer que ind(h,,z) = ind(h,,, z) pour tout r € I,,. On pourra intro-
duire les lacets v, = h, — 2z, 72 = h,,, — z et établir une relation entre les indices (par

rapport a 'origine) de 71, 72 et y1/7o.
1.2.4) En déduire que les ensembles P* et P~ sont des ouverts de |1, 4+o0.

Nous montrons a présent qu'’il existe R > 0 tel que ind(h,,0) = 1 pour tout r > R.

n

Ecrivons h(z) = 2 4+ ¢(z), ou encore ¢(2) = by + Y51 bnz ™™

1.2.5) Vérifier que ind(h,,0) = 7= f,YT 15“;'((3 dg.

.2.6) Montrer qu'il existe M > 0 tel que pour tout |z] > 2 : |p(2)] < M et
|/ (2)] < M/|z|. En déduire I'existence de R vérifiant la propriété demandée.

1.2.7) Pourquoi Pt =]1, +o00[ ?
1.2.8) Calculer l'aire de B(h,) pour tout r > 1.

1.2.9) En déduire > n|b,|?> < 1 et terminer la preuve du théoréme de 1'aire.

1.3 PREUVE DU THEOREME DE BIEBERBACH

Soit f € S et notons f(z) =z + ) ., a,2" son développement en série entiére.
Il s’agit d’établir 'inégalité |as| < 2.

1.3.1) Montrer soigneusement qu’il existe une fonction g : D — C impaire, élé-
ment de S, telle que g(2)? = f(z?) pour tout z € D.

Soit g(z) = 2z + 3,51 agp12?P! le développement en série entiere de g sur D.

1.3.2) Exprimer a3 en fonction de a,.

)

)

1.3.3) Vérifier que la fonction h(z) = 1/g(27') définit un élément de H.

Soit h(z) =z + ano b,z " le développement en série de Laurent de A sur €.
)

1.3.4) Exprimer b; en fonction de a3 et conclure.



1.4 PREUVE DU COROLLAIRE

Soient f € S et z € D. Pour tout w € D on note :

f © sz(w) — f(Z)
(1 —=1zP)f'(2)

On rappelle que ¢, est un biholomorphisme de D.

Z+w

p.(w) = 1+ 2w fo(w) =

1.4.1) Calculez f! en fonction de f’ et vérifier que f, € S.

1.4.2) Calculer f!(w) en fonction de f” et f”. Montrer que :

2f"(z)  2p°
fi(z)  1-p?

On pourra utiliser le théoréme de Bieberbach démontré dans la partie 1.3.

4p

Vz:peieeD, <
I—p

5"

1.4.3) Vérifier les inégalités suivantes :

, 20% — 4 " 20% +4
Wiz pe? e D | i—jﬁg <ﬁx@)< p+;{
1—p f'(2) L—p
1.4.4) Montrer qu’il existe une fonction holomorphe L : D — C telle que
"
VeeD, L'(z) = fc((z)) et R(L(2)) = In|f'(2)].
z

1.4.5) On note L : [0, 1[xR — C la fonction L(p,#) = L(pe®). Montrer que :

Ve=pe?cD |, p 3(§RL)(2) =p X §R<8—L(2)) :§R<Zf”(z)).

dp dp f'(2)
1.4.6) Déduire de 1.4.3 un encadrement de 6% In | f'(pe)| pour tout pe® € D.

1.4.7) Montrer pour conclure :

1—7r 1+7r

G =@l g

Vz=re? € D ,

1.5 PREUVE DU THEOREME B

Soient ¢ : D(a, R) — C une fonction holomorphe injective et 7 €]0,1[. On rap-
pelle que K, = ()4,

1—-7




1.5.1) Montrer les inégalités suivantes. On pourra se ramener a une fonction de
S en “reparamétrant” convenablement la fonction g.

L _ lg'(w)

V(wy,wy) € D(a,7R) X D(a,7R) , 7 < 19/ (ws)]
T 2

< K,.

1.5.2) Montrer pour tout r < 7R :

l)@ﬂ@ﬂ%g”{)Cg@Xmﬂ)C[%?@%Kﬁj@ﬂO.

On fera un dessin pour accompagner la démonstration. Pour la premiére inclusion,
on pourra considérer un point b € dD(a,r) vérifiant

lg(b) — g(a)| = min |g(c) — g(a)l

c€dD(a,r)

et introduire le segment o : [0,1] — C, o(t) = (1 —t)g(a) + tg(b). Une partie du

raisonnement consiste & comparer les longueurs des supports de o et g~! o 0.

DEUXIEME PARTIE

2.1 PRESENTATION

On considére le polynome P,(z) = 22 + a, oi a € C est un paramétre complexe.
Pour tout » > 0, on note P le polynome :

P'=P,0...0F, , ou P, est composé n fois,

avec la convention P = Id¢. On s’intéresse au comportement des suites (P™(29))n>0,
celui-ci dépend évidemment du point z, fixé dans C.

Commencons par le cas a = 0, on note () = Fy. Un calcul immédiat donne Q"(z) =

22" pour tout n > 1 et donc

-si 29 € D = {|z] < 1}, lim,, o |Q"(20)| = 0,
-sizg € ST ={]z] = 1}, lim, . |Q"(20)] = 1,
-si 29 € Q= {|2] > 1}, lim,, o0 [Q"(20)] = +00.

Il apparait naturellement la partition suivante de C :
C=DusS'uq. (1)

Observons que |Q'(z)] = 2 pour tout z € S'. On notera \g = 2, wg = D, Jp = S*
et QO = Q.



Nous admettrons les propriétés suivantes. Il existe v > 0 tel que si a ap-
partient au disque D,, la dynamique du polynome P, “ressemble” & celle de F.
Plus précisément, pour tout a € D,, il existe un compact J, C C qui partage C en
deux ouverts connexes non vides w, (borné) et €2, (non borné), avec 0 € w,. De plus,

- J. est d’intérieur vide et
- il existe A\, > 1 tel que |P.(z)| > A, pour tout z € J,.

Le compact 7, est une “déformation” du cercle S, cet ensemble induit une partition
de C comme dans (1) :
C=w,UJ,UAq,.

Précisons que J, (pour a # 0) n’est pas une courbe lisse comme le cercle S, mais
un ensemble trés irrégulier. On dit que J, est un ensemble “fractal”.

L’objectif de cette partie est d’établir que 7, est un ensemble “poreux”.

Définition : Soient ¢ €]0,1[. T, est c-poreuzx si pour tout z € J, et pour tout
R €]0,1] il existe w € D(z, R) tel que :

D(w,cR) C D(z,R) \ Ja.
On dit que J, est poreuz si il existe ¢ €]0,1] tel que J, est c-poreu.

2.1.1) Montrer que Jy = 8! est 1/2-poreux.

Nous terminons cette introduction avec la notion d’invariance. Un sous-ensemble
A C C est P,-invariant si P, '(A) = A, on P;'(A) désigne I'image réciproque
{we C, P,(w) € A}. Un sous-ensemble P,-invariant vérifie P,(A) = A. Nous ad-
mettrons que pour tout a € D, les sous-ensembles w,, J, et €2, sont P,-invariants.

Pour toute la suite on se fixe : a € D, nonnul , 7¢€J0,1[ et K, = ()%

Onnote P=P, , J=J, et A=A,

2.2 QUESTIONS PRELIMINAIRES

On définit pour tout n > 0 I’ensemble

j(n):{ze(c’ d(zaj)ﬁﬁ}>

o d(z,J) = infyes |z — w|.



2.2.1) Justifiez la définition L(n) = max.cy, |P'(2)|. Pourquoi L(n) > 17

2.2.2) Montrer qu'il existe &y €]0, 1] tel que 0 ¢ J(6in;). Vérifier que pour tout
z € J, la restriction de P a D(z, §inj) est injective.

On note pour toute la suite (7 €]0, 1] étant fixeé) :

5inj

(51 6]0, 1[ s 50 = min {61 s 51 51 } E]O, 1[

L(binj) "~ L(Ginj) K2

T

L’expression de dy comme un minimum sera utile (on a en fait dy = &inj/L(8inj) K2).

2.3 J EST POREUX POUR LES DISQUES DE RAYON SUPERIEUR A 0.

2.3.1) Montrer qu’il existe ¢ € N* et {zy,..., z,} € J9telsque J C UL D(z;,80/2).

2.3.2) Montrer que pour tout i € {1,...,q}, il existe w; € D(z;,0/2) et ¢; > 0
tels que D(w;, ¢;) C D(z;,00/2) \ J. On utilisera les propriétés topologiques de J
(partie 2.1).

On note désormais W = {wy,...,wy} et ¢ = min{ey, ..., ¢}

2.3.3) Montrer que pour tout z € J et tout R € [0y, 1], il existe w € W tel que
D(w,cR) C D(z,R)\ J.

Nous avons vérifié la définition de c-porosité pour les disques rayon R € [6g,1]. Il
reste a I’établir pour les rayons R €0, do|.

2.4 J EST POREUX POUR LES DISQUES DE RAYON INFERIEUR A §.

Considérons un disque centré en z € J et de rayon R < §p. On note
D=D(z,R) et D, =D(z,7R) C D.
On a défini §; a la partie 2.2.
2.4.1) Vérifier que D C D(z,6) et P(D) C D(P(z),61).
Soit £ I'ensemble des entiers n > 1 vérifiant :
Vk € {l1,...,n}, P*(D) c D(P*(2),6,).

La question 2.4.1 montre en particulier que ’ensemble £ n’est pas vide.



2.4.2) Montrer que si n € L, alors pour tout k € {1,...,n},

K,
2.4.3) En déduire que L est une partie majorée de N,

D (Pk(z), wm) c P*D,) c D(Pk(z), \(Pk)’(z)]KTTR>.

Soit N le plus grand élément de £. On note
a=|(PYY(2)|TR/K, et B=|(P")(z)|TRK.,.
2.4.4) Vérifier que l'on a :
D(PY(z),a) c PN(D,) c D(PN(2),4,).
2.4.5) Montrer I'inclusion PNY*Y(D;) € D (PN (2), L(6in)3).
2.4.6) En déduire L(8inj)8 > 01, puis que a > do.
Par définition de I'entier N, la restriction de PV a D, est injective. Soit gn inverse

de cette fonction. Autrement dit, gy est la bijection holomorphe :

g PN(DT) - DT

N y  — gn(y) = (PYp,) ().
Observons que PN(Z) € J,car z € J et J est P-invariant. Les questions 2.4.4
et 2.4.6 entrainent respectivement o« < 9; < 1 et a > 9y. La question 2.3.3 mon-

tre alors qu'il existe w’ € W tel que D(w',ca) C D(PN(z),a) \ J. Notons que
D(w',ca) € D(PN(2),a)\ J € PN(D,;)\ J.

2.4.7) Montrer les deux inclusions :

D (gN(w/), Mcow) C gn(D(w',car)) C D\ T.

K-
2.4.8) On pose w = gy(w') € D,. Vérifier que l'on a :
/ / 2 N/
(@) rel(PYY(:)
r K2 [(PY)(w)]

En déduire que D(w,dR) € D\ J, o ¢ = 7%¢/K? < 1. On utilisera ici la
question 1.5.1.

On a montré dans cette partie que pour tout z € J et pour tout R €0, [, il ex-
iste w € D(z, R) tel que D(w,c’R) C D(z, R)\ J. Cela montre que J est ¢'-poreux
pour les disques de rayon R €0, dol.

2.4.9) Pourquoi J est-il poreux ?

FIN DE L’EPREUVE



