
Rappels et notationsOn travaille dans le plan 
omplexe C. On note z̄ le 
onjugué de z ∈ C, |z| =
√

zz̄son module et ℜ(z),ℑ(z) ses parties réelle et imaginaire. Soit D(z, r) = {w ∈
C , |z−w| < r} le disque ouvert 
entré en z et de rayon r. On note plus simplement
Dr = D(0, r) et D = D(0, 1). Soient S1 le 
er
le {|z| = 1} et Ω = {z ∈ C , |z| > 1}.
N et Z désignent respe
tivement l'ensemble des entiers naturels et des entiers relat-ifs. On note ez l'exponentielle de z ∈ C et ln(x) le logarithme népérien du réel x > 0.Soient des réels a < b et ρ : [a, b] → C un ar
 paramétré de 
lasse C∞. Le supportde ρ est l'ensemble supp(ρ) = ρ([a, b]). Lorsque ρ est inje
tif, la longueur de sonsupport est égale à ∫ b

a
|ρ′(t)| dt. On suppose à présent ρ(a) = ρ(b). L'indi
e de ρpar rapport à un point z ∈ C \ supp(ρ) est alors dé�ni par :ind(ρ, z) =

1

2iπ

∫

ρ

dξ

ξ − z
=

1

2iπ

∫ b

a

ρ′(t)

ρ(t) − z
dt.L'indi
e est à valeurs dans Z. La fon
tion z 7→ ind(ρ, z) est 
onstante sur les 
om-posantes 
onnexes de C \ supp(ρ). 1



Nous adopterons la terminologie suivante. Un la
et est un ar
 paramétré γ :
[0, 2π] → C de 
lasse C∞, inje
tif sur [0, 2π[, véri�ant γ(0) = γ(2π), et qui seprolonge en une appli
ation R → C de 
lasse C∞ et 2π-périodique. Les 
er
les
on
entriques γr(t) = reit sont bien sûr des la
ets. On dispose du :Théorème de Jordan : Si γ est un la
et, alors C \ supp(γ) possède exa
tementdeux 
omposantes 
onnexes, une étant bornée et l'autre non.On note 
es 
omposantes B(γ) (
elle qui est bornée) et U(γ) (
elle non bornée).La fon
tion z 7→ ind(γ, z) est nulle sur U(γ) et 
onstante sur B(γ), égale à 1 ou −1.Un la
et γ est orienté dans le sens dire
t (resp. indire
t) si l'indi
e vaut 1 (resp.
−1) sur B(γ). La formule suivante permet de 
al
uler l'aire de l'ouvert B(γ). Cetteaire est par dé�nition égale à ∫∫

B(γ)
dλ, où λ désigne la mesure de Lebesgue.Formule de Green-Riemann : Pour tout la
et γ orienté dans le sens dire
t,

Aire(B(γ)) =
1

2i

∫

γ

z̄dz =
1

2i

∫ 2π

0

γ(t) γ′(t)dt.On rappelle en�n que si h : D → C est une fon
tion holomorphe qui ne s'annulepas sur D, alors h possède un logarithme, 
'est à dire qu'il existe une fon
tionholomorphe L : D → C telle que h(z) = eL(z) sur D.L'épreuve 
omporte deux parties (9 pages). La partie II est une appli
ation duthéorème B que l'on démontre dans la partie I. Il est 
onseillé de lire attentivementles parties expli
atives 1.1 et 2.1.
Première partie1.1 PrésentationOn note S l'ensemble des fon
tions holomorphes f : D → C inje
tives, véri�ant

f(0) = 0 et f ′(0) = 1.Le développement en série entière d'une fon
tion f ∈ S véri�e don
 :
∀z ∈ D , f(z) = z +

∑

n≥2

anz
n.Nous montrons dans 
ette partie le résultat suivant :Théorème A (Bieberba
h) : Pour tout f ∈ S, |a2| ≤ 2.2



Nous en déduirons le :Corollaire : Pour toute fon
tion f ∈ S et tout z = reiθ ∈ D, on a :
1 − r

(1 + r)3
≤ |f ′(z)| ≤ 1 + r

(1 − r)3
.Nous montrerons ensuite le :Théorème B : Soit g : D(a, R) → C une fon
tion holomorphe inje
tive. Soient

τ ∈]0, 1[ et r ≤ τR. Les in
lusions suivantes sont véri�ées ave
 Kτ = (1+τ
1−τ

)4 :
D

(

g(a),
|g′(a)|
Kτ

r

)

⊂ g(D(a, r)) ⊂ D
(

g(a), Kτ |g′(a)|r
)

.Nous appliquerons le théorème B dans la deuxième partie du problème.1.2 Un résultat sur la 
lasse HSoit Ω = {z ∈ C , |z| > 1}. On note H l'ensemble des fon
tions holomorphes
h : Ω → C inje
tives ayant un développement de Laurent de la forme :

∀z ∈ Ω , h(z) = z +
∑

n≥0

bnz
−n.On rappelle que 
ette série de fon
tions 
onverge normalement sur Ωr = {z ∈

C , |z| ≥ r}, 
e
i pour tout r > 1. Les questions qui suivent sont destinées àmontrer leThéorème de l'aire : Pour tout h ∈ H, on a |bn| ≤ n−1/2.Fixons à 
et e�et h ∈ H. Pour tout r > 1, on dé�nit hr : [0, 2π] → C par
hr = h ◦ γr, où le la
et γr : [0, 2π] → C est le 
er
le γr(t) = reit. Puisque h estinje
tive, l'appli
ation hr dé�nit 
lairement un la
et. On note

P+ = {r > 1 tel que le la
et hr est orienté dans le sens dire
t},
P− = {r > 1 tel que le la
et hr est orienté dans le sens indire
t}.Nous 
ommençons par montrer que P+ et P− sont des ouverts de ]1, +∞[. Fixonsà 
et e�et r0 > 1 et posons r1 = 1+r0

2
.1.2.1) Soit C(r1) = 1 +

∑

n≥1
n|bn|

rn+1

1

. Véri�er que :
sup
|z|≥r1

|h′(z)| ≤ C(r1) < +∞.Montrer ensuite : ∀r ≥ r1 , ∀t ∈ [0, 2π] , |hr(t) − hr0
(t)| ≤ C(r1)|r − r0|.3



Soit z dans l'ouvert B(hr0
) et ρ > 0 tel que D(z, ρ) ⊂ B(hr0

).1.2.2) Montrer qu'il existe un intervalle Ir0
de la forme ]r0 − α0, r0 + α0[ (ave


α0 > 0), in
lus dans ]1, +∞[ et tel que :
∀r ∈ Ir0

, ∀t ∈ [0, 2π] , |hr(t) − hr0
(t)| < |z − hr0

(t)|.1.2.3) Montrer que ind(hr, z) = ind(hr0
, z) pour tout r ∈ Ir0

. On pourra intro-duire les la
ets γ1 = hr − z, γ2 = hr0
− z et établir une relation entre les indi
es (parrapport à l'origine) de γ1, γ2 et γ1/γ2.1.2.4) En déduire que les ensembles P+ et P− sont des ouverts de ]1, +∞[.Nous montrons à présent qu'il existe R > 0 tel que ind(hr, 0) = 1 pour tout r ≥ R.E
rivons h(z) = z + ϕ(z), ou en
ore ϕ(z) = b0 +

∑

n≥1 bnz−n.1.2.5) Véri�er que ind(hr, 0) = 1
2iπ

∫

γr

1+ϕ′(ξ)
ξ+ϕ(ξ)

dξ.1.2.6) Montrer qu'il existe M > 0 tel que pour tout |z| ≥ 2 : |ϕ(z)| ≤ M et
|ϕ′(z)| ≤ M/|z|. En déduire l'existen
e de R véri�ant la propriété demandée.1.2.7) Pourquoi P+ =]1, +∞[ ?1.2.8) Cal
uler l'aire de B(hr) pour tout r > 1.1.2.9) En déduire ∑+∞

n=0 n|bn|2 ≤ 1 et terminer la preuve du théorème de l'aire.1.3 Preuve du théorème de Bieberba
hSoit f ∈ S et notons f(z) = z +
∑

n≥2 anz
n son développement en série entière.Il s'agit d'établir l'inégalité |a2| ≤ 2.1.3.1) Montrer soigneusement qu'il existe une fon
tion g : D → C impaire, élé-ment de S, telle que g(z)2 = f(z2) pour tout z ∈ D.Soit g(z) = z +

∑

p≥1 α2p+1z
2p+1 le développement en série entière de g sur D.1.3.2) Exprimer α3 en fon
tion de a2.1.3.3) Véri�er que la fon
tion h(z) = 1/g(z−1) dé�nit un élément de H.Soit h(z) = z +

∑

n≥0 bnz−n le développement en série de Laurent de h sur Ω.1.3.4) Exprimer b1 en fon
tion de α3 et 
on
lure.
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1.4 Preuve du 
orollaireSoient f ∈ S et z ∈ D. Pour tout w ∈ D on note :
ϕz(w) =

z + w

1 + z̄w
, fz(w) =

f ◦ ϕz(w) − f(z)

(1 − |z|2)f ′(z)
.On rappelle que ϕz est un biholomorphisme de D.1.4.1) Cal
ulez f ′

z en fon
tion de f ′ et véri�er que fz ∈ S.1.4.2) Cal
uler f ′′
z (w) en fon
tion de f ′ et f ′′. Montrer que :

∀z = ρeiθ ∈ D ,
∣

∣

∣

zf ′′(z)

f ′(z)
− 2ρ2

1 − ρ2

∣

∣

∣
≤ 4ρ

1 − ρ2
.On pourra utiliser le théorème de Bieberba
h démontré dans la partie 1.3.1.4.3) Véri�er les inégalités suivantes :

∀z = ρeiθ ∈ D ,
2ρ2 − 4ρ

1 − ρ2
≤ ℜ

(

zf ′′(z)

f ′(z)

)

≤ 2ρ2 + 4ρ

1 − ρ2
.1.4.4) Montrer qu'il existe une fon
tion holomorphe L : D → C telle que

∀z ∈ D , L′(z) =
f ′′(z)

f ′(z)
et ℜ(L(z)) = ln |f ′(z)|.1.4.5) On note L̃ : [0, 1[×R → C la fon
tion L̃(ρ, θ) = L(ρeiθ). Montrer que :

∀z = ρeiθ ∈ D , ρ
∂ (ℜ L̃ )

∂ρ
(z) = ρ × ℜ

(

∂L̃

∂ρ
(z)

)

= ℜ
(

zf ′′(z)

f ′(z)

)

.1.4.6) Déduire de 1.4.3 un en
adrement de ∂
∂ρ

ln |f ′(ρeiθ)| pour tout ρeiθ ∈ D.1.4.7) Montrer pour 
on
lure :
∀z = reiθ ∈ D ,

1 − r

(1 + r)3
≤ |f ′(z)| ≤ 1 + r

(1 − r)3
.1.5 Preuve du théorème BSoient g : D(a, R) → C une fon
tion holomorphe inje
tive et τ ∈]0, 1[. On rap-pelle que Kτ = (1+τ

1−τ
)4.
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1.5.1) Montrer les inégalités suivantes. On pourra se ramener à une fon
tion de
S en �reparamétrant� 
onvenablement la fon
tion g.

∀(w1, w2) ∈ D(a, τR) × D(a, τR) ,
1

Kτ
≤ |g′(w1)|

|g′(w2)|
≤ Kτ .1.5.2) Montrer pour tout r ≤ τR :

D

(

g(a),
|g′(a)|
Kτ

r

)

⊂ g(D(a, r)) ⊂ D
(

g(a), Kτ |g′(a)|r
)

.On fera un dessin pour a

ompagner la démonstration. Pour la première in
lusion,on pourra 
onsidérer un point b ∈ ∂D(a, r) véri�ant
|g(b) − g(a)| = min

c∈∂D(a,r)
|g(c) − g(a)|et introduire le segment σ : [0, 1] → C, σ(t) = (1 − t)g(a) + tg(b). Une partie duraisonnement 
onsiste à 
omparer les longueurs des supports de σ et g−1 ◦ σ.

Deuxième partie2.1 PrésentationOn 
onsidère le polyn�me Pa(z) = z2 + a, où a ∈ C est un paramètre 
omplexe.Pour tout n ≥ 0, on note P n
a le polyn�me :

P n
a = Pa ◦ . . . ◦ Pa , où Pa est 
omposé n fois,ave
 la 
onvention P 0
a = IdC. On s'intéresse au 
omportement des suites (P n

a (z0))n≥0,
elui-
i dépend évidemment du point z0 �xé dans C.Commençons par le 
as a = 0, on note Q = P0. Un 
al
ul immédiat donne Qn(z) =
z2n pour tout n ≥ 1 et don
- si z0 ∈ D = {|z| < 1}, limn→∞ |Qn(z0)| = 0,- si z0 ∈ S1 = {|z| = 1}, limn→∞ |Qn(z0)| = 1,- si z0 ∈ Ω = {|z| > 1}, limn→∞ |Qn(z0)| = +∞.Il apparaît naturellement la partition suivante de C :

C = D ∪ S1 ∪ Ω. (1)Observons que |Q′(z)| = 2 pour tout z ∈ S1. On notera λ0 = 2, ω0 = D, J0 = S1et Ω0 = Ω. 6



Nous admettrons les propriétés suivantes. Il existe ν > 0 tel que si a ap-partient au disque Dν , la dynamique du polyn�me Pa �ressemble� à 
elle de P0.Plus pré
isément, pour tout a ∈ Dν , il existe un 
ompa
t Ja ⊂ C qui partage C endeux ouverts 
onnexes non vides ωa (borné) et Ωa (non borné), ave
 0 ∈ ωa. De plus,- Ja est d'intérieur vide et- il existe λa > 1 tel que |P ′
a(z)| ≥ λa pour tout z ∈ Ja.Le 
ompa
t Ja est une �déformation� du 
er
le S1, 
et ensemble induit une partitionde C 
omme dans (1) :

C = ωa ∪ Ja ∪ Ωa.Pré
isons que Ja (pour a 6= 0) n'est pas une 
ourbe lisse 
omme le 
er
le S1, maisun ensemble très irrégulier. On dit que Ja est un ensemble �fra
tal�.L'obje
tif de 
ette partie est d'établir que Ja est un ensemble �poreux�.Dé�nition : Soient c ∈]0, 1[. Ja est c-poreux si pour tout z ∈ Ja et pour tout
R ∈]0, 1] il existe w ∈ D(z, R) tel que :

D(w, cR) ⊂ D(z, R) \ Ja.On dit que Ja est poreux si il existe c ∈]0, 1[ tel que Ja est c-poreux.2.1.1) Montrer que J0 = S1 est 1/2-poreux.Nous terminons 
ette introdu
tion ave
 la notion d'invarian
e. Un sous-ensemble
A ⊂ C est Pa-invariant si P−1

a (A) = A, où P−1
a (A) désigne l'image ré
iproque

{w ∈ C , Pa(w) ∈ A}. Un sous-ensemble Pa-invariant véri�e Pa(A) = A. Nous ad-mettrons que pour tout a ∈ Dν , les sous-ensembles ωa, Ja et Ωa sont Pa-invariants.Pour toute la suite on se �xe : a ∈ Dν non nul , τ ∈]0, 1[ et Kτ = (1+τ
1−τ

)4.On note P = Pa , J = Ja et λ = λa.2.2 Questions préliminairesOn dé�nit pour tout η ≥ 0 l'ensemble
J (η) = {z ∈ C , d(z,J ) ≤ η},où d(z,J ) = infw∈J |z − w|. 7



2.2.1) Justi�ez la dé�nition L(η) = maxz∈J (η) |P ′(z)|. Pourquoi L(η) > 1 ?2.2.2) Montrer qu'il existe δinj ∈]0, 1[ tel que 0 /∈ J (δinj). Véri�er que pour tout
z ∈ J , la restri
tion de P à D(z, δinj) est inje
tive.On note pour toute la suite (τ ∈]0, 1[ étant �xé) :

δ1 =
δinj
K2

τ

∈ ]0, 1[ , δ0 = min

{

δ1 ,
δ1

L(δinj) ,
δ1

L(δinj)K2
τ

}

∈ ]0, 1[.L'expression de δ0 
omme un minimum sera utile (on a en fait δ0 = δinj/L(δinj)K4
τ ).2.3 J est poreux pour les disques de rayon supérieur à δ0.2.3.1) Montrer qu'il existe q ∈ N∗ et {z1, . . . , zq} ∈ J q tels que J ⊂ ∪q

i=1D(zi, δ0/2).2.3.2) Montrer que pour tout i ∈ {1, . . . , q}, il existe wi ∈ D(zi, δ0/2) et ci > 0tels que D(wi, ci) ⊂ D(zi, δ0/2) \ J . On utilisera les propriétés topologiques de J(partie 2.1).On note désormais W = {w1, . . . , wq} et c = min{c1, . . . , cq}.2.3.3) Montrer que pour tout z ∈ J et tout R ∈ [δ0, 1], il existe w ∈ W tel que
D(w, cR) ⊂ D(z, R) \ J .Nous avons véri�é la dé�nition de c-porosité pour les disques rayon R ∈ [δ0, 1]. Ilreste à l'établir pour les rayons R ∈]0, δ0[.2.4 J est poreux pour les disques de rayon inférieur à δ0.Considérons un disque 
entré en z ∈ J et de rayon R < δ0. On note

D = D(z, R) et Dτ = D(z, τR) ⊂ D.On a dé�ni δ1 à la partie 2.2.2.4.1) Véri�er que D ⊂ D(z, δ0) et P (D) ⊂ D(P (z), δ1).Soit L l'ensemble des entiers n ≥ 1 véri�ant :
∀k ∈ {1, . . . , n} , P k(D) ⊂ D(P k(z), δ1).La question 2.4.1 montre en parti
ulier que l'ensemble L n'est pas vide.8



2.4.2) Montrer que si n ∈ L, alors pour tout k ∈ {1, . . . , n},
D

(

P k(z),
|(P k)′(z)|

Kτ
τR

)

⊂ P k(Dτ) ⊂ D
(

P k(z), |(P k)′(z)|KττR
)

.2.4.3) En déduire que L est une partie majorée de N.Soit N le plus grand élément de L. On note
α = |(P N)′(z)|τR/Kτ et β = |(P N)′(z)|τRKτ .2.4.4) Véri�er que l'on a :

D(P N(z), α) ⊂ P N(Dτ ) ⊂ D(P N(z), δ1).2.4.5) Montrer l'in
lusion P N+1(Dτ ) ⊂ D
(

P N+1(z), L(δinj)β).2.4.6) En déduire L(δinj)β > δ1, puis que α > δ0.Par dé�nition de l'entier N , la restri
tion de P N à Dτ est inje
tive. Soit gN l'inversede 
ette fon
tion. Autrement dit, gN est la bije
tion holomorphe :
gN :

P N(Dτ ) −→ Dτ

y 7−→ gN(y) = (P N
|Dτ

)−1(y).Observons que P N(z) ∈ J , 
ar z ∈ J et J est P -invariant. Les questions 2.4.4et 2.4.6 entraînent respe
tivement α ≤ δ1 < 1 et α > δ0. La question 2.3.3 mon-tre alors qu'il existe w′ ∈ W tel que D(w′, cα) ⊂ D(P N(z), α) \ J . Notons que
D(w′, cα) ⊂ D(P N(z), α) \ J ⊂ P N(Dτ ) \ J .2.4.7) Montrer les deux in
lusions :

D

(

gN(w′),
|g′

N(w′)|
Kτ

cατ

)

⊂ gN(D(w′, cατ)) ⊂ Dτ \ J .2.4.8) On pose w = gN(w′) ∈ Dτ . Véri�er que l'on a :
|g′

N(w′)|
Kτ

cατ =
τ 2c

K2
τ

|(P N)′(z)|
|(P N)′(w)|R.En déduire que D(w, c′R) ⊂ D \ J , où c′ = τ 2c/K3

τ < 1. On utilisera i
i laquestion 1.5.1.On a montré dans 
ette partie que pour tout z ∈ J et pour tout R ∈]0, δ0[, il ex-iste w ∈ D(z, R) tel que D(w, c′R) ⊂ D(z, R) \ J . Cela montre que J est c′-poreuxpour les disques de rayon R ∈]0, δ0[.2.4.9) Pourquoi J est-il poreux ?Fin de l'épreuve9


