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Le sujet comporte 9 pages

Le probléme consiste en un prologue, suivi de trois parties. Les deux premieres parties
sont indépendantes. La troisidme partie utilise les notations et certains résultats des parties
précédentes,

Notations et rappels Pour tout entier p > 1, on note My(C) 'ensemble des matrices p x p
& coefficients complexes, et I la matrice identité, sans préciser sa dimension. On rappelle que le
spectre d’une matrice A € M,(C) est I'ensemble de ses valeurs propres, et que le rayon spectral

de A est le maximum des modules des valeurs propres. Pour A € Mp(C), A* désigne la matrice
transposée conjuguée, définie par :

V(i,5) €{1,....,0}%, (A% =Aj.

Une matrice A € My(C) est dite unitaire si A*A = I, hermitienne si A* = A, et normale si
A*A = AA*. L’espace vectoriel CP est muni du produit hermitien :

p
Vu,v€C?, {u,v)= Zﬁ}vj,
J=1



dont la norme correspondante est notée || ||. On munit 'espace Mp(C) de la norme matricielle
induite -

Al = sup |lAul.
e Jull=1

Une matrice hermitienne A € My(C) est dite positive si pour tout u € CP, le nombre (réel)
{u, Au) est positif ou nal.

Si f : R — C est une fonction continue, 2w-périodique, on notera cg(f) son k-iéme coefficient
de Fourier :

VEcZ, e(f)= % fﬂ%eikﬂf(e) de .

Prologue
1. Soit A € M,(C). Montrer que l'on a

LAl = sup Ho, Au)l .
wwel?, full=[vf=1

2. Soit A € M,(C) une matrice normale. Montrer que la norme de A est égale au rayon
spectral de A.

I. Familles de matrices de puissances uniformément bornées

Soit A C Mp(C). On dira que la famille A est de puissances uniformément bornées s'il existe
un réel positif Cy tel que

VAc A, YkeN, |4 <C. (1)

On dira que A est de résolvente uniformément bornée st pour toute matrice A € A, le spectre
de A est contenu dans le disque unité {z € C, |z| € 1}, et si, de plus, il existe un réel positif Co
tel que

Ca
—- ()
lzt =1

Le but de cette partie est de montrer qu'une famille de matrices A est de puissances uni-
formément bornées si, et seulement si elle est de résolvente uniformément bornée. A la question
5, on explicitera une condition qui implique ces deux propriétés.

YAEA, VzeC,lz|>1, |(z=I-A)H<

1. Soit A C Mp(C) une famille de matrices de puissances uniformément bornées, et soit alors
Ch un réel positif tel que (1) ait liew. On se donne une matrice A &€ A.
a) Soit A une valeur propre de A. Montrer que |A] < 1.

b) Soit z € C, tel que |z| > 1. Montrer que la série de terme général z—* A* est convergente.
On définit :

1 +o0
B(z)=-) z7*A*.
(=) > z " A
k=0
Montrer que l'on a :

Cy



¢} Montrer que (2 — A)B(z) = I, et en déduire que la famille A est de résolvente
uniformément bornée.

2. Soit f: R — C, une fonction 27-périodique, de classe C'. Montrer I'inégalité :

1 2w y
VEEN\{}, laMl< 5 [ I7O1.

3. a) Soit f:R — R, une fonction 2n-périodique de la forme :

f(8) = i a; cos(j6) + b; sin(j6)

i=0
oum € N, et ag,...,%m,bg,. .., by sont des nombres réels. Montrer que si f n’est pas
identiquement nulle, alors f posséde au plus 2m zéros sur I'intervalle ouvert |0, 27|,

b) On considére maintenant g : B — R, une fonction 2m-périodique de la forme ;

Zaj cos(j8) + B; sin{j0)
a(6) =

ma ?

Z O, cos(kf) + i, sin(kd)
k=0

ol my,my € N, et ou les coefficients a;, 3;, 0%, v sont réels. On suppose de plus que
le dénominateur ne s’annule pas sur R. Montrer qu’il existe une subdivision :

0=8 <Oy < - <0 < Opq =27,

avec 0 < £ < 2(my + ma), et telle que g est monotone sur chacun des intervalles
[0k, 0kt1], £ =0,..., £ Montrer enfin I'inégalité :

27
] 19(6)1d0 < (4my + 4mz +2) max |9(8)].
0 90,27}

4. Dans cette question, on se donne A C M,(C) une famille de matrices de résolvente uni-
formément bornée, et un réel positif Cy tel que les inégalités (2) aient lieu. Soit A € A, et
soit d le degré de son polynéme minimal Py :

d
Pa(z) =) prd®, ma=1.
k=0

Soient u,v € CP de norme 1, et soit finalement un nombre réel v > 1. On définit les
fonctions C*, 2w-périodiques suivantes :

©(8) = Re (v, (re®T — A) 1w}, (0) = Im (v, (re®T — A)" ).

a) Expliquer pourquoi on a d < p, et pourquoi les racines de P4 se situent dans le disque
unité {z € C,|z| < 1}.
b) Montrer que pour tout # € R, on a les inégalités :

Cz CQ
— o)< 2

lp(8) <




c) Montrer que pour tout z € C, et pour tout entier j =0,...,d, on a:
. d k! )
PP =Y m 2",
= k=)

ol P‘gj ) désigne le polyndme P4 dérivé j fois. En déduire que pour tout z € C,on a:

=9

Z Ji PP (2) (A= 2Ty = —Pa(2)1.

d) Justifier que pour tout z € C tel que |z1 > 1, on a la relation :
1 § I 56
— —1__2;_p A— 2L,
(zI — A) @) : lj! i {z)( zI)

e) Montrer que les fonctions ¢(8) et () sont de la forme :

d
3" o cos(j6) + B; sin(j0)
§=0

d H
Z 8y cos(k€) + v sin(k6)
k=0

ol les coefficients ay, 3;, &k, 7x sont réels, et o1 le dénominateur ne s’annule pas sur R.
(On ne cherchera pas une expression exacte des coefficients, mais seulement a montrer
que () et ¢>(#) s’écrivent sous cette forme.} Déduire des questions 2 et 3 I'inégalité
suivante sur les coefficients de Fourier de ¢ et 9 :

4d + 1 d+1

max |e{8), |e(¥)| £ <

<
Yk eN\{0}, le(p) < P e 7k e

ax [1(0)].
f) On admettra que pour tout entier k¥ € N, on a la relation :

o) = o [ o (T - )y,

ot I' désigne le cercle de centre 0 et de rayon r. On rappelle que r a été fixé stric-
tement supérieur a 1, de sorte que I' ne contient aucun élément du spectre de A.
En paramétrant I'intégrale curviligne, et en exploitant le résultat de la question 4e),
montrer que on a :

(4d + 1)rk+?
w(k+1) [65[0 27 le(8)] + an?g] lw(ﬁ)l}

g) Soit k& € N. A I'aide des questions 4a), 4b), et 4f), en choisissant r = 1 4+ 1/(k + 1),
montrer que :

{0, A*u)| <

24d+1) el Cy

o, M) < 2

Conclure que A est une famille de matrices de puissances uniformément bornées.



5. Dans cette question, on se donne A C M,(C) une famille de matrices vérifiant la condition
suivante :

VAc A, YueCP, |{u,du)| < |luj®. (3)
a) Montrer que pour toute matrice A € A, le spectre de A est contenu dans le disque
unité {z € C, |2| < 1}. _
b} Soit A € A, et soit z € C, tel que {z| > 1. Soit enfin v € CP. Montrer que le systéme
linéaire :
(zI — Au=wv

a une unique solution, et que cette solution, que l'on notera u, satisfait :
(12l = 1) [lul] < lof.
¢) En déduire que A est de résolvente uniformément bornée, puis que A est de puissances
uniformément bornées. Donner un majorant de la quantité :

sup sup |)Ak|| .
AcA keN

I1. Etude d’une équation aux dérivées partielles

On note L'(R?; CP) I'espace des fonctions intégrables de R? dans CP, la mesure sur R? étant
la mesure de Lebesgue. La transformée de Fourier d'une fonction u € L'(R?; CP) est définie par
la formule :

Fulf) = [Ez e 428 y(x) de,

ol (z,£) désigne le produit scalaire usuel sur R? (restriction & R? du produit hermitien sur C?),
et ou intégration se fait “coordonnée par coordonnée”, car on intégre ici une fonction & valeurs
dans CP. On rappelle que si u € L}*(R?;CP), et si de plus Fu € L'(R?;CP), alors pour presque
tout z c R? on a :

u(z) = ! f PR Fu(g) dE. (Formule d’inversion de Fourier)
(2m)? Jpe

On rappelle également que pour tout € L1(R?; CP) N L2(R?; CP), on a Fu € L*(R?; CP), avec
I'égalité suivante :

/W | Ful®)|)? de = (27)? /Rz llw(z)||* dz, (Théoréme de Plancherel)

ce qui permet de prolonger, de maniére unique, la transformée de Fourier en une application

linéaire continue, et bijective sur 'espace L?(R?;CP)}. Ce prolongement est encore noté F, et la

formule d’inversion de Fourier reste valable pour tout u € L?(R?; CP) vérifiant Fu € L} (R?,CP).
On désigne par H(R?; CP) l'espace des fonctions u € L*(R2; CP) qui vérifient :

(0 ne? 1w de) 7 < oo

Cette quantité définit une norme sur H(R?; CP), notée || ||7¢, et I’espace H(R?; CP) muni de cette
norme est complet.

On considére deux matrices Ay, Az € M,(C), que 'on suppose hermitiennes, et on se propose
d’étudier Péguation aux dérivées partielles suivante @

du Ou Ou

A — 4 Ag— =0, ¢ cR,

It + A 82131 + As 82‘,‘2 ) »y L1, T2 (4)
U(0=$1,$2)=‘1($1,$2): SCl,CEQER,



ol a € H(Rg; CP). On prendra garde que l'inconnue u(t, z1,T2) est une fonction & valeurs dans
CP. Pour alléger les notations, on note z = (x3, 73) € R

1. Soit H € M,(C) une matrice hermitienne. En notant exp(iH) exponentielle de la matrice
iH, montrer que exp(iH) est une matrice unitaire.

2. Soit a € R. Montrer que I'intégrale :

o TR
2 (L + €)%

est finie si, et seulement si o > 1. Dans ce cas, quelle est 1a valeur de 'intégrale?

3. a) Etant donnée a € H(R?%; CP), montrer que pour tout te R, Vapplication :

R? —C?
§ — exp[~it(&14s + €242)] Fa(f),

appartient & L!(R?; CP) N L2(R?; CP). Pour tout ¢ € R, et tout = € K2, on note alors :

vlt,7) = o |69 expit(ents + 6242)] Fale) de. (5)

B?
b) Montrer que pour tout £ € R, la fonction (v(t,-) : z — v(t,z)) appartient & H(RZ, CP),
et que la norme |[|v(¢, )| ne dépend pas de ¢. Que vaut v(0,-)?

¢} Montrer que v est de classe C! sur R3, et que v est solution de ’équation aux dérivées

partielles (4). (On pourra montrer que les dérivées partielles de v existent et sont
continues sur R3.)

d) Montrer que I'application :

R — H(R?*; CF)
t— ('v(t, Yz ot z)),

est continue.

4. Dans cette question, on suppose que les matrices A1, et Ao sont diagonales & coefficients
réels :
a 0 il 0
Ay = T , A= .l
0 ap 0 Bp

Montrer que la k-itme coordonnée de la solution v définie par (5), vérifie :

U (t, o1, T2) = ar{z1 — opt, 2 — Bit)

oll a;. est la k-1éme coordonnée de a.

5. Dans cette question, on suppose que les matrices A;, et Aa sont hermitiennes, et qu’elles
commutent. Donner une expression simple de la solution v définie par {5).



IT1. Stabilité de schémas aux différences finies

Dans cette partie, on étudie des approximations des solutions de {4). On garde les notations
de la partie II. En particulier, F désigne la transformée de Fourier, et Ay, Ay € Mp(C) sont deux
matrices hermitiennes. On introduit des pas de discrétisation Af, Az, Axs, tous strictement
positifs, et on définit : '

At A
Az’ P Az

On approche la solution de (4) par une fonction constante par morceaux v :

A =

V(t,z) € [nAL, (n+ DA xQjx, v(t,z) =vi),
ol Q;p = JAzy, (F + 1)Az| X[kA.’Bg, (k+ 1)Azq],

avec n € N, et 7,k € Z. On se fixe a € H(R?; CP), et on "initialise” la solution approchée v en

posant :
1
i 2 0 — - .
Y(§,k) e Z®, vy, P ij a(z)dz. (6)

1. Dans cette question, on suppose que les v}, sont définis par la récurrence suivante :

. 1
V{n,j,k) ENxZ xZ, v;"]:l =3 (VF1p + Vg + ey + Vi)
AI )\2
- EAI (U;E—}-l,k - U?—Lk) - ?A2 (U;?;k+1 - }fk—l) - (7

a) Pour tout n € N, on note v” la fonction constante par morceaux sur R?, valant Vi
sur le pavé €1, ;. Montrer que 'on a :

[ @ids [ ta@i da,
B2 R2

et que pour tout entier n, on a v® € L2(R%; CP).

b) Vérifier qu’il existe neuf matrices Agm, £,m € {—1,0,1}, telles que :
i
YneN,VreR?, o*"{z)= Z Ag,mv"(:ﬁ - (EAscl,mL\:rg)) ,
fim=~-1

et donner Pexpression des matrices A, en fonction de A1, Az, Ay, et As.
¢) Montrer que si u € L2(R%;CP) et si M € M,(C), alors F(Mu) = MFu. En déduire

qu'il existe une application Gy : R? — M,,(C) vérifiant :

VEER?, FumtHE) = Gy€) FUME).

d) Montrer que pour tout £ € R2, la matrice Gy(£) est normale.

e} Montrer que si o est un réel positif, et si H est une matrice hermitienne telle que
|H|| < «, alors af — H est une matrice hermitienne positive. Donner une condition
suffisante sur A;, et Ay pour que 7 —G4(£)*Gy(€) soit une matrice hermitienne positive
pour tout £ € B2, On pourra utiliser, aprés V'avoir justifiée, la formule suivante :

1 1
1-— i{cos 81 + coss)* = 5(51112 61 + sin” fo) + Z(COS 81 — cos ).



f) Sous la condition trouvée a la question le), montrer que ||Gy(£)}} < 1 pour tout £ € R2.
En déduire que pour tout entier n, on a inégalité -

m(x)|? a(z)||? dz .
L@l < [ @it

On dit alors que le schéma (7) est L*-stable.

2. Soit f : R? — R une fonetion de classe €2, telle que pour tout z € R2, la matrice hessienne
D?f(x) soit positive. Montrer que pour tout compact K C R2, on a :

max f(z) = max f(x).

3. Soit H € My(C) une matrice hermitienne, et soit alors I/ € M,{C) une matrice unitaire
qui diagonalise H :
(83] 0
U*HU =
0 ap
On défimit une matrice, notée |H|, par la formule suivante :
ez | 0
U |H|\U =
0 |

Montrer que cette définition ne dépend pas du choix de la matrice unitaire U diagonalisant
H. Montrer que |H|, {H| — H, et |H| + H sont des matrices hermitiennes positives.

4. Dans cette question, on suppose que les 'u?k sont définis par la récurrence suivante :

Vin 1, E)eNxZ xE,
/\1 )\2
U;:?crl =k~ "“Q"Al (1 e — viip) — —2~A2 (CHAPE ARy
/\1 )\2
- ElAll (207~ va e — vio1p) — 7|A2| (200 —vlr —vi_1) . (8)

ot les matrices |A;|, |Az| sont définies comme & la question 3, et les 'U?,k sont donnés par
(6)-
a) Montrer, comme & la question 1, qu’il existe neuf matrices By, £,m € {~1,0,1},
telles que :

1
YrneN,VzeR?, o"(z)= Z Be,m v (2 + (LAz1, mAzs)},
£m=—1
et donner I'expression des matrices By ,,, en fonction de Ay, Ag, A;, et As.

b} En déduire qu’il existe une application G, : R? — M,,(C) vérifiant :
VneEN, VEER®, FuME) =Gyg)" Fo(9),

et donner 'expression de la matrice G, (£). Pour simplifier cette expression, on intro-
duira les angles moitié :

§1A1 _ EAny
= — T’2 = -,

™ 9 ) 9



¢) Soit u € CP de norme 1. En définissant les quantités :
=M {y, iAllu> . Y2 = e (u, |A2|u) )
montrer que 'on a 'inégalité :
. . 2 . . 2
A1 sin(2n1)(u, Ayu) + Ao 3111(27}2)(%442”)] < (! sin(2m )} + yaisin(2)])”,

puis que l'on a :

|{u, Gy(E))? < 1+ 4(15 — 1) sin’ i + 4(y5 — y2) sin® ng
+ 2y1y2(4sin? n; sin® no + |sin(2m) sin(2m)|) .

d) En utilisant la question 2, montrer que pour tout couple de réels (z3,z2) vérifiant
x>0, z22>0,et 14+ 29<1,0na:

4(z? — 1) sin® m +4(23 —z2) sin® no+ 22122 (4 sin’ my sin® no+ | sin(2m) sin(2n2)f) < 0.
e) Montrer que si A, et A vérifient :
AMflAL 4+ A lAef £ 1,

alors la famille A = {G}(£), £ € R?} vérifie la propriété (3) de la partie I. En déduire
qu’il existe un réel positif C tel que pour tout entier n, on a Pinégalité :

f o™ (z)||? dz < C f la(z)||? de.
RrR2 B2

On dira que le schéma (8) est L*-stable.

Fin de Péprenve



