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-I-

Soit S un ensemble de cardinal fini d. Soit ¢} la matrice de transition d'une chaine de
Markov sur S. Nous supposerons que cette chaine est irréductible, apériodique et qu’elle

est réversible par rapport & une mesure de probabilité 7 sur 5, soit que pout tout z et y
dans S, ' :

*(@)@(z,5) = 7(1)Q 2). |
Nous munissons RS, Pensemble des applications de S dans R, du produit scalaire

(1, )x = 3 u(z)u(@)n(z),

es

pour u et v dans R®. Nous notons ||ull, = (z, u)},/ 2, la norme de u associée A ce produit
scalaire. Pour u € R, on définit Qu € RS et x(u) € R par

Qu(z) =Y Q@,yuly) et w(u) =) ul@)x(z).

yeSs zES

Nous notons 1 la fonction de RS définie par 1(z) = 1 pour tout z € S.

- 1.1} a) Montrer que 7 est une mesure de probabilité invariante pour Q. Peut-on avoir
m(z) =07
b) Vérifier que ¢ : RS x RS — R définie par ¢(u,v) = (Qu,v); est une forme
bilinéaire symétrique. En déduire qu'il existe une base {e;)i<i<a de RS, or-
thonormée pour le produit scalaire (-, -)r et une suite croissante de réels (8;)1<i<a
telles que pour tout i, Qe; = S;e;.

¢} Montrer que B3 =1,¢eg=1et quepourtout i <d—1, |5 < 1.



I-2) Posons MQ) = 1 — sup{|{f1l,B4—-1}. Solent z € S et X7 une chaine de Markov
de matrice de transition Q et de position initiale x. Pour tout u € RS, on pose
un(z) = Eju(X7)]

a) Exprimer un(z) en fonction de u, de z et de Q. En déduire que
Hun — mulllle < (1 - M@))" [lu — 7 (u) L.
b) Pourn>1et z € S, trouver v, ; € RY tel que

Un(z) — T(u) = (Ung, Un-1 — T(U)L)x.

En déduire gue pour tout £ € § et tout n > 1,

2(g,2)\ /2
fun () - m(u)] < (Q-L-l) (1= AMQ)™ ().

()
Q2' T.T 1/2 . N .
¢} On pose ¢ = sup,.g (J—lﬂm’) ) . Soit X, une chaine de Markov de matrice de
transition §). Montrer que pour tout y € S,

IP(Xn =9) - m(y) < (1 = XNQ)" "

I-3) a) Montrer que pour tout u € R,

1
fu-r@iE =5 3 (@) -~ uly)Pr(@)n().
{my)eS?
b) Montrer que pour = et y dans S, il existe un chemin ., = (xo,...,zs) tel

que k < d, 2y = x, 23 =y, ; ¥ x; pour ¢ # j et Q(zi—y,2;) > 0 pour tout
i€ {l,...,k}. Montrer que pour tout u € R,

k
(u(y) ~ u(z))* < dZ(U(m) —ufzi-1))%.

=1

c) Soit A(Q) = {(s1,%2) € 52 Q(s1,82) > 0 et 81 # 32}. On dit que (s1,89) €
Yoy = (Zo, ..., 2g) si il existe ¢ tel que 87 = z;_; et 59 = ;. On pose

1
C=dx {(81,823154(@)} {m > w(z)m (y)} \

{z,yES: (‘51132)€’Y$,‘y}

Montrer que

le-r@iE<s 3 (uer) - (o)) @on 50)
{(s1,82)€4(Q)}



d) Montrer que

- Quate=z 3 (uls) —u(e)Pn(s1) @51, 52)-
{{s1,52)€A(@)}

e) Montrer que 3.1 <1 - 1/+/C, puis que A(@) > inf{l — |ﬁ1],1/\/5}.

—II-

Soit S un ensemble de cardinal fini d et A un ensemble d’arétes de S. Une aréte a
est la donnée de deux points distincts z et y de S. On notera alors a = (z,y). Nous
supposerons que si (z,y) € A alors (y,z) € A. La donnée de S et de A est un graphe.
Une partie C de ce graphe est dite connexe si pour tout z et y dans C il existe une suite
50,-..,5n dans C telle que sg == , s, = y et pour tout 7 € {1,---,n}, (si—1,8;) € A. Nous
supposerons que S est connexe. On dit z et y sont voisins si {z,y) € A. Pour tout z € §,
on note n{z) le nombre de voisins de z. Nous supposerons qu’il existe un entier r > 0 tel
que pour tout x € §, n(z} = r. On note V(z) = {z*,...,z"}, Pensemble des voisins de z.

On se donne une fonction H : § - R. On note Hyy, = infocg H{z), Hper =
SUpges H{z) et Sy = {z € §: H(x) = Hpyin}- Nous supposerons que Hyp;, = 0 et que
Hpor > 0.

Soient Xy une variable aléatoire & valeurs dans S, (Up)n>1 €t (Vp)up1 deux suites de
variables aléatoires indépendantes. Nous supposerons que pour tout n, la loi de U7, est la
- loi uniforme sur {1,...,r}, la loi de V,, est la loi uniforme sur [0,1]. Nous supposerons
également que la variable aléatoire Xy, la suite (Uy,) et la suite (V) sont indépendantes.

Soit (Th)n>1 une suite de réels strictement positifs. On définit une suite de variables
aléatoires (Xp)n>0 telle que pour tout n > 0, sur Pévénement {U/,11 = i},

Xpy1 =X} si H(XE) < —Tplog(Vati) + H(Xy);

Kper = X, si H(X:z) > Ty log (Vi) -+ H(Xp)-

-1I-A-

On suppose dans cette partie que T}, = T, ou T est un paramétre strictement positif.
Posons Zy = 3~ . gexp(—H(z)/T). Soit nr, la mesure de probabilité sur S, définie par

ap{z) = ZiTexp (—#) .



A-1) a) Montrer que X, est une chaine de Markov. La matrice de transition de cette
chaine sera notée (.

b) Montrer que Qr(zr,y) =0si (z,y) € A. Montrer que si (z,y) € A4,

T

-~

Qrla,y) = 1exp(—1(ﬂ(y)—ﬂ(w))) s Hy) > H);

Qr(z,y) = si H(y) < H(z).

3=

Montrer qu'il existe & € S tel que Qr(z,z) > 0.
¢) Montrer que cette chaine est réversible par rapport A la mesure 7.
d) Montrer que cette chaine est irréductible et apériodique.

e) Montrer que cette chaine est récurrente positive et que X,, converge en loi quand
n tend vers oo.

A-2) a) Montrer que np converge étroitement quand T — +oo. Calculer Qo =
limy o @r. Est-ce une matrice de {ransition? Décrire la chaine associde.
Admet-elle une mesure de probabilité invariante? Est-elle récurrente? Est-elle
irréductible?

b) Soient z et y tels que H{z) < H(y). Montrer que limp_,g 7% = 0.

Tl
¢) Montrer que 77 converge étroitement quand 7" —» 0 vers la mesure de probabilité
uniforme sur {’ensemble S,,. Calculer Qy = limr_,¢ @7. Est-ce une matrice de
transition? Décrire la chaine associée. Admet-elle une mesure de probabilité
invariante? Est-elle récurrente? Est-elle irréductible?

A-3) Montrer que les valeurs propres de Qg sont toutes positives. En déduire qu’il existe
To > 0 tel que pour tout T’ < Ty, les valeurs propres de @Qr sont toutes supérieures
a—1/2.

A-4) Soit T €]0,Ty[. Nous reprenons les notations de la question I-3: Pour tout z et y
dans S, on définit un chemin v, = {zq,...,zx}.

a) Vérifier que A(QT) = A.
b) Montrer que pour tout {s1,s2) € A,

< dzpexp (2ez).

7r(81)QT (51, 52) T
c) Soit {s1,s2) € A, montrer que
2 2 Hmax
< — Y
mr{s1)Qr(s1, 52) Z ar{z)rr(y) < d°exp( = )

{(:c,y)esz: {Sl :32)6')':1:,1;]'



d) Montrer que A(Q1) > i11f{1/2,45i_3/2 exp { — H2T }}-

—II-B—

Pour k > 1, notons ng la partie entidre de L, oft L est une constante strictement

supérieure A %Hmaz. Dans cette partie, la suite T, est définie telle que T, = 1/k si
NE_1 <N < Mg

1/2
B-1) Pour tout entier k, on pose ¢ = sup,cg (m) . Montrer qu’il existe un entier
ko tel que pour tout (z,y) € S? et tout k > kg,

— _ (mg—ny_1—1)
Py = 91Xy = @) =7 py)] < o (1 - d73/2HHmes2)

B-2) Montrer que 7y (z) > ge~Ffmes.
B-3) Montrer que X, converge en loi quand k — co. Quelle est 1a loi limite?

B-4) Montrer que si Sy, = {z*}, alors X,,, converge en probabilité vers z*.

-I1I-C—

Soit a > 0 tel que pour tout (z,y) € A, on a |H(z) — H(y)| > asi H(z) # H{y). Dans
cette partie, (T},) est une suite telle que pour tout n > 1, T, < aet 3. e 4Tr < .

Pour tout n > 0, on pose F, = 0(Xy : 0 <k <n). On pose S, 'ensemble des minima
locaux de H:

Stee ={z € 5: H(z) < H{y) YyeV(z)}

On note Ax, 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite X,, (on rappelle que z € Ax
st et seulement si X,, = z infiniment souvent).

C-1) Montrer que Ax est connexe.

C-2) a) Montrer que pour tout v > @ et tout T < ¢, on a ve T < qe~*/7,

b) Montrer que Z, = H(X,) — 721 ae~ /T est une surmartingale relativement
a la filtration (Fy)n>0. En déduire que H{X,) converge presque siirement et

dans L(P).
C-3) Soit z ¢ Sje. Délinissons la suite de temps d’arrét 7, par {on utilise la convention
inf ) = oo)
= inf{n>0: X, =zetVk>n, H(X})=H(z)}
1 = mi{k>m+1: Xy =12} pour nn > 1,



a) Montrer que presque slirement, z €Ay = Vn2>1, 7 <oo.

b) Montrer que pour tout n > 1, P(H(X, 1) < H(z)) > L.

¢) Montrer que presque sirement, v ¢ Ay. En déduire que presque sirement,
Ax C Sige-

C-4) Montrer que si pour tout & € Sy, et tout y € V(x), on a H{y) > H(z), alors X,
converge presque siirement.

—III-
Soit H : R — R une fonction de classe C? telle que

sup |[H'(z)] <0 et Hm Hz) = occ.
{zeR} || =00

On note E = {z € R: H'(z) = 0}. On suppose que E est un ensemble fini. Soient -y, et
oy, deux suites de réels positifs décroissantes vers 0. Nous supposerons que

Z'ynﬁco et Zaﬁ<oo.
n L

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R et (¢,) une suite de variables aléatoires
indépendantes. On suppose que X est indépendante de la suite (¢,). Nous supposerons
que E[XZ] < oo et que pour tout n > 1, €, est une variable aléatoire centrée de variance
o2. On pose F, = o{ex : k < n). On définit une suite de variables aléatoires {(Xn)n>1
telle que

Xni1 =Xy ~ o H'(Xp) + enga.

ITI-1) a) Montrer qu’il existe une constante A €]0,00[ telle que pour tout z € R,
|H(z)| < A(1+ 2?).

b) En déduire que pour tout n > 1, H(X,) € L}(P).

III-2) Montrer qu'il existe une constante C €]0,cof et un entier N tels que pour tout
n> N,

E[H (Xns1)Fa] < H(Xn) ~ Z52 (H'(Xa))” + Co?yy.
III-3) Montrer que H{X,) converge presque sfirement.

II1-4) Montrer que E[Y, vnt1(H'(Xn))?] < oo. En déduire que presque siirement,
Zn’yn-kl(H’(Xn))z < oo.

III-5) Montrer que X,, converge presque sfirement et que lim,_,o, X, € E.

Fin de I’épreuve



