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Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur
sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Le sujet comporte 6 pages

Rappels et notations

On admettra sans démonstration les résultats suivants qui concernent la transformation
de Laplace d’'une fonction d’une variable. Soit v € [0,+o¢[ et ¢ : 2, — C une fonction

holomorphe dans le demi-plan ©, = {z € C, Re(z) > v}. On suppose qu’il existe une
constante C > 0 telle que :

c :
l9(2)] < —5, pourtout z€Q, . W
|2|

Etant donné z € R, 2 > v, on définit G : [0, +oo[ — C par
1 r+ico a1 +00 )
G(t) = — | e*g(z)dz = = gz +iyydy, t>0. (2)

2 S ioe T Jeoo

Alors G : [0,+o0[ — C est une fonction continue, qui ne dépend pas du choix de
I’abscisse 2 > v du chemin d’intégration dans (2). En outre, pour tout réel p > v, il
existe une constante C,, > 0 telle que |G(t)] < C,e#* pour tout ¢ > 0. Enfin,.

g(z) = / e G(t)dt, pourtout z€ 8, . (3)
0

On dit que g est la transformée de Laplace de la fonction G, et G la transformée de
Laplace inverse de g. En particulier, si & € N* et

! tF
9(3) = T alors G(t) = i
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Dans cet exemple, on peut prendre v = 0.

Dans le probleme ci-dessous, on utilise la détermination suivante du logarithme d'un
nombre complexe. Si z € C\ {0}, il existe ¢ € |-, 7| unique tel que z = |z|&®; on
pose alors In{z) = In(|z|) + i¢. Ainsi définie, la fonction z +» In{z) est holomorphe dans
le plan complexe privé de la demi-droite |—o0,0]. Si z € C\ {0} et si & > 0, on note
2% = exp(aIn(z)) = |z|® e*®.

Enfin, on rappelle la formule de Stirling pour n € N*:

1
n! = n"e "V2mn (1 + O(E)) , lorsque n — 4+ . (4)

Premiére partie

Soit 2 € un ouvert non vide dont ’'adhérence ) contient I'origine, et soit f : @ — C.
On dit qu'une suite {az }ren de nombres complexes est un développement asymptotique
de la fonction f & l'origine {(dans le domaine ) si, pour tout entier n > 0, on a

z—0
141

1 n—1
lim sup W‘f(Z) - Zakzk’ < 0.
k=0

(8i n = 0, la somme sur k est nulle par convention.) En d’autres termes, pour chaque
n € N, on peut écrire

n—1
flz) = > ard® + Ral2) | (5)

k=0

et il existe une constante €', > 0 telle que
‘Bn(2)| < Calz[ (6)

pour tout z € £\ {0} suffisamment petit.

I.1) Montrer que, si une fonction f : £ — C posséde un développement asymptotique
a Porigine (dans le domaine §2), alors ce développement est unique.

1.2) Pour tout réel R > 0, on définit
Dr = {zeC\{0} Re1>l}. (7)
7z R

Vérifier que Dy C C est un disque ouvert dont la frontiére contient 'origine. Préciser
le centre et le rayon de ce disque.

I.3) Soient R et o des réels strictement positifs. On considere la fonction f, : Dp — C
définie par

£u(z) = exp(Azla) . 2eDn. 8)

Sia > 1, vérifier que f.(2z) ne posséde pas de limite lorsque z — 0 dans Dg, et en déduire
que f, n’admet pas de développement asymptotique & ’origine (dans le domaine Dg).
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I.4) Si0 < & < 1, montrer que la fonction f, : Dr — C définie & la question précédente
posséde dans le domaine Dg un développement asymptotique a origine identiquement
nul (a = 0 pour tout k& € N). En déduire que deux fonctions différentes peuvent avoir
le méme développement asymptotique.

Deuxieéme partie

Dans cette partie et la suivante, on montre que 'on peut reconstruire, sous certaines
conditions, une fonction holomorphe dans un disque du plan complexe & partir de son
développement asymptotique en un point du bord.

Soit R un réel strictement positif, et soit f : Dp — C une fonction holomorphe dans le
disque Dg défini par (7). On suppose que f posséde un développement asymptotique a
Vorigine de la forme (5), et qu’il existe des constantes réelles A > 0 et p > 0 telles que,
pour tout n € N,

|Bn(2)| < Ap™nl|z|™, pourtout z€ Dp . (9)

{Sin =0, alors n! = 1 par convention.)

I1.1) Montrer que les coefficients ay € C du développement asymptotique de f vérifient
lax| < ApFk! pour tout k£ € N. En déduire que la série entitre

Z ¥y (10)
k=

converge absolument pour |2} < 1/p. La fonction holomorphe B définie par (10) est
appelée la transformée de Borel de la série formelle > ar2”.

I1.2) Soit v = 1/R, et ©, = {z € C, Re(z) > v}. Vérifier que la fonction g : 2, — C
définie par

o) = ~(f01/5) o), =€, (1)

est holomorphe dans 2, et vérifie (1). On peut donc définir une fonction b : [0, +00] — C
par

b(t) = a0 + - /Hm (1/z) _ ag) dz, t>0, (12)

ol & > v est une abscisse réelle quelconque.

I1.3) Montrer qu’il existe une constante K > 0 telle que
|b(t)] < Ke** pour tout >0 . (13)

En utilisant les résultats sur la transformation de Laplace rappelés ci-dessus, vérifier
que
1

flz) = ;/ e t2b(t)dt , pour tout z € Dg . (14)
0
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I1.4) Vérifier que, pour tout n € N*,

n—1 z4ioo
1 1
b(t) = % tk + 2_71".’, . etzZRn(l/z) dz, t>0, (15)
ko x—ioa

oll R,(z) est défini par (5).

I1.5) Montrer que, pour tout réel x > 0 et tout réel s > 1,

+eoo
oo (22 +y2)3 .’1325—1

I1.6) Si¢ > 0 et si n € N vérifie n > vt, montrer que

z+ioo n
1 !
/ e ~R,(1/2)dz| < 7AS "
- 2 n

—200

(pt)™ .

Indication: Sit > 0, on choisira z = n/t comme abscisse d’intégration.

En utilisant la formule de Stirling (4), en déduire que

b(t):Z%tsz(t), pour 0<t<1/p.
k=0

Troisiéme partie
On reprend les notations de la partie précédente.

INI1.1) Soit m € N. En utilisant 'expression (15) avec n = m + 1, montrer que la
fonction b : [0, +00 — C est de classe C™ et que

1 zr+ioco
b(t) = ay, + m/ e 2™ R 1(1/2)dz, t>0,
2wy T—100C

ol x > v est une abscisse réelle quelconque. En déduire que la fonction b : [0, +o00[ — C
est de classe C°.

IT1.2) Montrer qu’il existe une constante K’ > 0 telle que, pour tout m € N,

B (8)] < K'p™H (m+1)1e”t, pourtout t>0.

IT1.3) En déduire que, pour tout ¢ € [0, +00[, la série de Taylor
<0
bm (¢
> e
m=0 m.

converge absolument pour tout £ € C tel que |t — to] < 1/p, et que sa somme coincide
avec b(t) lorsque t > O et |t —to| < 1/p.



I11.4) En déduire que la fonction B définie par la série entiere (10) se prolonge en une
fonction holomorphe dans le domaine

S, = {z € C, dist(2,R}) < 1/p},

ol dist(z, R, ) = min{|z — ¢|, ¢ > 0}. On notera encore b le prolongement holomorphe
de B & S,.

On a ainsi démontré le théoréme de Watson-Nevanlinna: si f : Dp — C est une
fonction holomorphe possédant un développement asymptotique de la forme (5) dont
le reste vérifie 'estimation (9), alors la fonction B définie par la série entiere (10) se
prolonge en une fonction holomorphe b dans le domaine S, et la fonction f peut étre
reconstruite & partir de b par la formule (14).

ITL.5) Soient B > 0 et 0 < a < 1. On consideére & nouveau la fonction f, : Dg — C
définie par (8). On sait de la question 1.4 que f, possede dans Dr un développement
asymptotique de la forme (5), (6), avec gx = 0 pour tout & € N. Sin € N est assez
grand, montrer que

]. 1 (=9 [ n/a
sup —— z¥| > su (——e_l/’" ) = (u) e~
ZEI?R |2|™ fal2)] 0<r<£:)R r® o

En déduire que le reste R,, du développement asymptotique de f, ne vérifie pas Uestima-
tion (9), quelles que soient les constantes A et p.

Quatriéme partie
Soit Q = {z € C, Re(z) > 0}. On considére la fonction f : 2 — C définie par

f(z) = /-Ooo e e dx, ze(l. (16)

IV.1) Montrer que f est continue dans le demi-plan fermé Q et holomorphe dans le
demi-plan ouvert 2.

IV.2) Montrer que, pour tout z € et tout n € N¥,

n—1
=Py
k! - nl

n

e
k=0

IV.3) Soit R un réel strictement positif. Montrer que la fonction f posséde dans le
domaine Dg défini par (7) un développement asymptotique de la forme (5), dont on
précisera les coeflicients ax. Montrer que le reste de ce développement vérifie 'estimation
(9) avec A =1l et p=4.

IV.4) Vérifier que le rayon de convergence de la série entidre > apz® est nul. En
revanche, montrer que la série entiére (10) converge dans le disque {z € C, |z| < 1/4}
et que

oo P 1
B(z)zi — 2 = e 2] < 1/4.
!
— k! V1+4z
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IV.5) En appliquant le théoréme de Watson-Nevanlinna (c¢f. la question I11.4), en
déduire que

L[ g, 1 |
= — F——dt €. 17
fe) =2 [ et a7)

Lorsque z est un réel strictement positit, vérifier directement que les expressions (16) et
(17) définissent bien le méme réel f(z).

F'in de I’épreuve



	

