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A. PROBABILITES ET STATISTIQUES

Aucun document personnel n’est autorisé

L’usage de calculatrices électroniques de poche a alimentation autonome, non imprimantes et
sans document d'accompagnement, est autorisé, une seule a la fois étant admise sur la table ou le
poste de travail. .

Les parties B, C et D sont indépendantes entre elles ; la partie E peut étre traitée indépendamment |
des autres en admettant le résultat de la question D(1)b

Notations et rappels '

Pour toute fonction de la variable réelle f, on note f(z—) la limite & gauche de f au point z,
lorsque celle-ci existe. : '

Pour toute pa.rtié A non vide de R%, muni par exemple de sa normé Ieuclidienne, on note 94 la
frontiere de A, diam(A) le diamétre de A (c’est-a-dire la plus grande distance possible entre deux
éléments de A) et 14(z) la fonction indicatrice de A au point . |

On note z V y le plus grand des deux réels z et y, et z Ay le phis petit.

On se donne un espace probabilisé (Q2, F, P). Une propriété est vraie P — p.s. si elle est vraie
pour tout w € © hors d’un ensemble N tel que P(N) =0. ' o

Les variables aléatoires rencontrées dans ce probléme sont, sauf mention expresée du contraire,
définies sur Q et & valeur dans la droite réelle R ou dans un espace R? ; en particulier, elles sont
toujours presque sﬁ'renient finies. Pour_toute' variable aléatoire (en abrégé v.a.) X, on note Px la loi
de X. Si X est & valeurs dans R, on note Fx sa fonction de répartition, c’est-a-dire que pour tout
T €R, Fx(z)=P(X < :z';)'. Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on pourra simplifier I’écriture en
posant Fx = F. On rappelle que FX détermine la loide X : par exemple, si Fx(z) = (1—e~%)1g+(z),
la loi de X est la loi exponenti,elle' de parametre 1.

On rappelle que si (X, )nen est une suite de variables aléatoires, X, converge en loi vers la v.a.
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X (ce que 'on note X, —£5 X) si et seulement si la suite de lois P}{" vcom}erge éiroitément vers lé
loi Px, et que cela est écjuivalént A la convergence de Fx, (z) vers Fx‘(':z.) en tout point z our Fx est -
continue. ‘ v » v - | - -

On rappelle aussi que la fOIlCthIl caractensthue go d’une varla.ble aléatoire reelle est deﬁme pa.r
p(t) = E(eX), te R

Une procédure de test est définie comme suit : on. considére une variable -aléatoire S de loi a
priori inconnue, et on fait une hypothése Hyp qui détermine la loi de S (pa.r exemple, supposons
que S est la somme de n variables indépendantes ; si Hp dit que ces variables sont toutes de loi de
Bernoulli de paramétre 1/2, Ho détermine la loi de S comme étant la loi binomiale de parametres
n et 1/2). Pour a €]0, 1], une région de_ rejet de Hy au niveau a est une partie de §2 de la forme
{S € E} telle que, si ’hypothese Hy est vraie, P(S.€ E) = c.

A. Dans cette partie, on suppose que X est une v.a. réelle.

1. Montrer ciue Fx est continue & droite et admet une limite & gauche en tout point.

2. On note Gx(t) = inf{z, Fx(z) > t}. Montrer que Gx est une application croissante, continue

a gauche et admettant en tout point une limite & droite. Montrer 1'égalité -
Gx(t) <z <= Fx(z) >t

3. Soit U une v.a.. de loi uniforme sur [0, 1] Mohtrer que la v.a. Gx(U) a méme loi que X
4. On suppose dans cétte questio-n que Fx est continue.
(a) Montrer que Gx esti une invérse a droite de Fyx.
(b) Montrer que Hx(t) = sup{z, Fx(z) = t} définit également une inverse a droite de Fx.
(c) Montrer que Fx(z) <t < z < Hx(t), et en déduire la loi de la v.a. Fx(X).

' B. Dans cette partie, X;,--- , X, désignent des v.a. réelles, ihdépendantes, de méme loi et de

fonction de répartition F. Pour z € R fixé, et pour tout entier 1 < i < n, on note §; = 1ix,<z) et

e, .
=;iz=;€i-

1. Montrer que &y, - ,&, sont des v.a. indépendantes dont on précisera la loi, 'espérance et la

variance en fonction de F et z.

2. Répondre & la méme question, mais avec les v.a. (; = 1jx;<z)-

3. Montrer que, pour tout z € R, lim, 400 F™(z) = F(z) P—p.3., et limp_y 400 F*(z-) = F(z-)
P —-p.s. ' _

4. On se propose & présént de démontrer que la convergence prouvée a la question précédente est
en fait uniforme en z ; pour cela, on se fixe un entier positif M, et on définit une subdivision
de R comme suit :

To = —00, Tar41 = +00, et pour 1 < k < M, zx = inf{z, F(z) > k/M}.



(a) Montrer que la proposition :
H n — n =) — — —_
VE< M, lim |F"(zi) = F(zp)| VIF" (T4 ) = F(zx+1-)| =0

est vraie P — p-s.
(b) Montrer la relation
1

sup |F™(z) — F(z)| < sup (IF"(mk) — F(zi)| V |FM(zk41-) — Flze+1-)]) + w
z€R k<M

(c) Conclure.

C. Dans cette partie, on reprend les notations de la partie précédente, et on suppose en outre que
la fonction de répartition F' est continue. On s'intéresse & la loi de la v.a. Sy = supgeg |[F"(z) —
F(z)|. ’

1. H désignant I'inverse & droite de F définie & la partie A(4)b, montrer que

1 n . )
Sp =sup|— Z (X:i<H(F@)) — F(z) P-ps,
z€eR =1
puis que _
S, = sup ir(x)<y} — P —p.s.
n=sup | Z (FX0<0)
2. On considére n'v.a. Uy,--- ,Uy, indépendantes, de méme loi uniforme sur [0,1]. Déduire de ce

qui précéde que la v.a.

Z {Uigy} —

=1

Dy = sup
yelo,1] |1

a méme loi que Sy,.
3. On suppose dans cette question que 7 =2

(a) Montrer que, pour tout 0 < a < 1/2,

Sz>1-—\>/ =a.

(b) On veut faire le test de .l?hypothése Hy : "F est la fonction de répartition de la loi
exponentielle de paramétreil”. Montrer que E = {X;VX; < In(10/9)}U{X1AX> > In10}

est une région de rejet de Hp au niveau a = 0,02. Interpréter.

D. On s'intéresse dans cette partie au probleme suivant : si (4n)n est une suite de lois de probabilité
convergeant étrontement vers la probabilité u, existe-t-il des v. a. X de loi p, telles que Xn

converge presque slirement vers une v. a. X de loi p 7

1 Da.ns cette questlon, les Un sont les lois de varla.bles reelles Xn, et p est la. loi d’une v.a
réelle X, toutes deﬁnles sur l’espace probablllse (Q,F,P). On utilise les fonctlons Gx, et Gx

defimes ala questlon A2.

(a) Montrer que Gx, (t) — Gx(t) pour A— presque tout ¢ € [0, 1]
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(b) Conclure qu’il.existe, sur I'espace de probabilité [0, 1]'muhi de ses boréliens et de la mesure
de Lebesgue A, une suite de variables aléatoires (Zn)n et une varlable a.lea.toxre Z telles

que Zp soit de 101 [T Z de loi p, et Zn— 7 presque sirement. -

. Proposer une critique de l’argument suxvant

»On suppose que X, =+ X et Yn =£3Y. Alors d’apres la question précédente on peut trouver
des vaa. X;, X',Y, et Y/, de meme,lm que Xn, X, Y, et Y respectivement, et telles qu’on
ait X}, = X' et Y, -Y presque siirement. Par suite, on'a convefgence presque siire, donc
aussi en loi, du couple (X},Y;!) vers le couple (X',Y"), et on en déduit la corivergence en loi
de (Xn,Ys) vers (X,Y).” ' ’ ' '

. On se propose dans cette question de prolonger le résultat obtenu en D(1)b & des variables

aléatoires & valeurs dans un espace‘ Re, d > 1. Pour cela, on considére donc des lois de
probabilité u; sur R4, et on suppoée qu'on a cohvérgence étroite de p; vers une probabilité u
quand ] — +00.
On construit ensuite une suite (A")n>1 de partltlons infinies de R%; A" = {AR }x>1, vérifiant
les propriétés suivantes : '

e Pour tout’ A}: € A", il existe [ tel que A} C A;"‘l. .

« Sik<Ket ADC APl et AT, C AN alors [ < 1.

e Pour tous j,n et k, p;(0A}) =0et p(0AF) =0

e Pour tous n et k, diam (A7) < 1/2°71,
Les deux premiér‘és propriétés indiquent que chaque élément de la partition d’ordre n est
inclus dans un élément de la partition d’ordre n — 1, et que 'ordre dans léquel on numérote
les éléments de la partition d’ordre n est cohérent avec celui dans lequel on a numéroté les
éléments de la partition d’ordre n — 1.
A chaque entier j > 1, et & chaque élément A} de .A", on associe l’1nterva.lle réel B" =
(o, B[ défini par :

LIS " =0

e pour tout k, ak” —,Bk"’ :

o Bp7 ot = pi(A).
De rha.niére analogue, B} = [a}, Bp| est défini par :

e ol =0;

e pour tout k > 1, o}, = B¢ ;

o B} - of = u(4p).
Enfin, pour tous n et k, on fixe un z} € A}
(a) Montrer que, pour tous entiers n et j, klggo B ni=1et hm /9,c = 1.
(b) Montrer que pour tous entiers n et k,

Jim (B — oY) = B — of

et en déduire que hm ak” = af et Jl_l-g]b B’ = Bp.
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Pour tout y € [0, 1] et tout couple (n,j) d’entiers, il existe donc un unique k > 1 tel que
y € B,'c"j . On définit alors une variable aléatoire X™/ sur [0,1[ muni de la mesure de
Lebesgue ), & valeurs dans R® et constante sur chaque B,':’j en posant X™/(y) = z? si
y € B,'c"j (z} est I'élément fixé précédemment de maniére arbitraire dans le A} auquel est
associé¢ Bp).

(c) Montrer que, pour tous n, p et j entiers, et pour tout y € [0,1],

. . 1
1X™ (y) = X" (y)|| < T

La suite (X™7(y))n>1 est donc une suite de Cauchy dans R?. On note X7(y) sa limite.
(d) Montrer que, pour tout n entier et pour tout y € [0, 1[—(U,{af }U{1}), la suite (X™I(y))j>1
est constante a partir d’un certain rang.
On note alors X™*(y) la limite de cette suite.
(e) Montrer que, pour n et m entiers,
: 1 1
IX™%() = X™C W < o3 + gm
(f) Dédﬁire de ce qui précéde que X™® converge A — p.s. vers une v.a. X* quand n — oo, ‘
puis que X7 converge A — p.s. vers X* quand j — oo.
" (g) Montrer que si f est une fonction continue et bornée, définie sur

R? et & valeurs dans R, on a pour tout entier j
) .
i n,J - ,
Jm [ i) [ sdus.

En déduire que X7 est de loi u; ; déterminer de méme la loi de X*°.

(h) Conclure.

E.:Cette partie vise essentiellement 4 donner une application du résultat vu en D(1)b.

" 8i Z est une 'v.a. réelle, on dit que Z* est une symétrisée de Z si la loi de Z* est la méme que

- celle de Z'— Z' ou Z' est une v.a. de méme loi que Z, et indépendante de Z.

L. Soit Z une variable aléatoire réelle, et ¢ sa fonction caractéristique. Calculer la fonction
caractéristique p* de Z*, oil Z* est une symétrisée de Z. Montrer que la loi de Z* ne dépend

que de la loi de Z et que, si b € R, Z* est une symétrisée de la v.a. Z +b.

2. On se donne désormais une suite de réels (bn)n>1, une suite de réels strictement positifs
(an)n>1 €t une suite de variables aléatoires réelles (Zy)n>1. On suppose jusqu'a la fin du

probléme que 7
=2 b, -5 U
Gn

quand n — +o00, ou U est une variable aléatoire réelle non P — p.s. constante.
Si Z;, et U* désignent respectivement des symétrisées de Z, et U, montrer que
, . .
In L, p*
Gn

quand n - +oo. .




3. On suppose désormais qu’il existe une '-suiﬁe de rééls (,Bh)nlzn_l,‘ uné' suite de réels strictéme.nt
positifs (an)n>1 et une variable aléatoire réelle non P- p.s. constante U’ telles que
o AU
quand- n — +00. |
Montrer qu’il existe, sur un. 'eSpace de probabilité adéquat, des variables aléatoires X, de
méme loi que Z, et T' de méme loi que U telles que ' |

X

_l—bn—)T b-s.
.Gn )

Montrer de méme qu’il existe des va,riab'les aléatoires Y, de méme loi que Z;; et V de méme

loi que U* telles que : _
Yo -V | s

a p.S.

4. En déduiire que si a est une valeur d’adhérence (éventuellement infinie) de la suite (an/an)n>1,

et si U™ est une symétrisée de U’, alors U™ a méme loi.que aV'

En déduire que a ;é 0, a # +o0, et que

5. Soit enfin une valeur d’adhérence b (éventuellér_nent infinie) de la suite

(anbn - an,Bn)

Déduire de la question précédente qu'’il existe une sous-suite (ng)x>1 pour laquelle
q 2

Z .
Zre _ B, —raU + ab.
Qn,

En déduire que la loi de U’ est celle de aU + ab, et que b est en fait la limite de la suite

(anbn - anﬁn) :
an 'n._>_1

6. Résumer le résultat obtenu dans cette partie.



