B. ANALYSE NUMERIQUE

Aucun document personnel n’est autorisé

L’usage de toute calculatrice est interdit

Notations

De maniére usuelle, on désigne par N ’ensemble des entiers naturels et par N* I’ensemble des
entiers naturels non nuls. La droite réelle est notée R.

Dans tout le probléme, f désigne une fonction R — R de classe C*® sur R. On suppose que la
fonction f est lipschitzienne sur R et on note L une constante de Lipschitz de f :

|f(u) = f(v)| < Lju—v], Yu,veR.

On supposera L > 0.
On définit la fonction g : R? — R par la formule

9(u,) = 5(7(w) +2L0) + 5(f(0) = 2L2) .

Partie 1

Soit u, € R un zéro de f :

flus) =0.

Cette partie du probléme est consacrée a 1’étude de 1’existence d’une suite (wi)i>o solution du
systéme

g(wi,wiy) = 0, VieN,
w = 0, o
w; L~ Ux .

1) On note f_ et fi les fonctions de C*°(R,R) définies par les formules

o) = () - 2Lw),

Felw) = 5(F()+2Lu).

a) Soit u,u’ € R avec ¢’ > u. Montrer que ~

P - f @S- ) e fal) = frl) 2 o - w).

3
b) En déduire que f_ (respectivement, fi) est strictement décroissante (respectivement, stricte-

ment croissante) sur R et que ces fonctions induisent des bijections de R sur R.

2) On considére le systeme suivant, d’inconnue (w;);>o :

{ g{wi, wit1) 0, VieN,

wo = 0.

@

a) Montrer que la fonction g est strictement croissante par rapport & sa premiére variable et
strictement décroissante par rapport & sa deuxiéme variable (on pourra exprimer g en fonction

de f_. et f+).
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b) Montrer que le systéme (2) admet une unique solution (w;).

3) Montrer que f-(wit1) — f-(wi) = f+(wi—1) — f+(w;) pour tout > 1. En déduire que la suite
{w;) est monotone puis montrer que (w;) est décroissante dans le cas ot f(0) < 0, croissante dans
le cas ou f(0) > 0.

Soit M > 0. On suppose que u. € [0, M].

4) On suppose f strictement croissante sur [0, M]. Montrer que si (1) admet une solution, alors
u, = 0.
5) On suppose f' < 0 sur [0, M].
a) Montrer que (w;) est bornée par les nombres 0 et u,.
s

b) Montrer que weo = liin w; existe puis montrer que (1) a une solution, c’est-a-dire que Weo = Us.
[oe]

c) On suppose que u, est non nul (donc u, €]0, M]). Soit a = 0<mi<n (=f'(s)). Justifier & > 0 et
<s<u.

montrer
L

U = Wip Sy -, v =

d) En déduire _
|ua — wi| < usy', Vi>0.

Partie I1

On rappelle que g désigne la fonction définie par la formule :

g(u,v) = %(f(u) +2Lu) + %(f(v) —2Lv),

la constante L étant une constante de Lipschitz strictement positive de f sur R. Soit &, h deux

réels strictement positifs tels que le rapport A = s vérifie
k 1
=< —. 3
A h = 2L 3)

Etant donné une suite (u)i>1 (dite condition initiale discréte), on définit de maniére itérative la
suite (u?) par la formule: Vn € N, Vi > 1,
B

“?+1 —u? | g(uf,uly,) — g(ul,,uf) _ 4
P B =0 “)

ol on a posé
ug =0. (5)

1) On rappelle (cela a été prouvé & la question 1-2-a) que la fonction g est croissante par rapport a
sa premiere variable, décroissante par rapport a la seconde. Montrer que, d’autre part, la fonction

3L _. . R . s s
g est ?-Llpschltmenne par rapport a chacune de ses variables, c’est-a-dire montrer que :

pour tout u,v,u’,v' € R,on a

l9(,9) = 9, < Tlo—v'] et lg(w,v) = g(a/, 0] < Splu—wl.




2) a) On suppose que u} = 1 pour tout i > 1. Calculer (u})i»1 et (u?)i»1 danslecas f =0, AL = 1/2.

b) On suppose encore que u? = 1 pour tout i > 1 (sans faire d’hypothése particuliére sur f).
Montrer que, pour n € N, on a u} =1 pour tout s > n+ 1.

3) a) Montrer que, pour tout n € N,i > 1, on a u?*! = H(ul_,,u},ul,) o H € C°(R3,R),
H(u,u,u) = u pour tout v € R et

H(u,v',w) = H(u,v,w) = (1= 2AL)(v' —=v), V(u,v,v',w)e R

En déduire que, sous I’hypothése (3), H est une fonction croissante par rapport i chacune de
ses variables.

b) On suppose u{ € [0, 1] pour tout i > 1. Montrer que u? € [0,1] pour tout n € N,i > 1.
4) Soit (') une suite vérifiant (4)-(5), associée & une condition initiale discréte (%?);.
a) Pour a,b € R, on note aTb = max{a,b}. Montrer que

n+lT~n+1 n ~n nT~n n ~n
T Tw T < H(w TU, ul TA7, uly Tal )

pour tout n € N, ¢ > 1.
b) De méme, montrer que
uptiiaptt > H(uf_y LU, uf LU, uly, LU7)
ou alb = min{a,b} pour tout a,b € R.
c) En utilisant la formule |a — b| = aTh — aLb, Va,b € R, en déduire
™t — @ < Juf - @]+ (AR, — A7),

ou A} = AMg(uP Tu?, ul Tal ) — g(ul Laf, ufy Ll ), puis

I I
VIEN, SRt - @t < 3 jup - @+ A7 - A7
i=1 i=1
d) Montrer que A% < 0.
e) Montrer que A} > —|uf,, — 4}, |
f) En déduire : pour tout N € N, pour tout | € N,

I I N-1
Zl“fv—~fvl < Z|u?—ﬁ?|+ Z [ufy — U4l
i=1 i=1 n=0 -
5) On suppose dorénavant f' < 0 sur [0,1] .

Soit (u') la suite définie par (4)-(5), associée & la condition initiale discréte (u’) donnée par
w=1, Vi>1.

a) En utilisant les résultats de la partie I, montrer qu’il existe une unique solution (w;);>¢ au
q q >

systéme
g(wi,wiy1) = f(l), VieN,
wo = 0,
Wy S — 1,

et qu’il existe v €]0, 1] tel que .
H-w|<9y', Vi>0.
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b) Montrer que la suite (a?) définie par &? = w; pour tout n € N,¢ > 1 vérifie (4)-(5).

c) En utilisant les résultats des questions II-2-b et II-4-f montrer que, pour N € N*, on a

> N
dolt—uM<2) 1w+ N1~ wnpl.

i=1 i=1

oo
d) En déduire que la quantité Z |1 — ul| est bornée indépendamment de N € N*.

i=1

Partie ITI

cos(f)

sin(4)

Pour N € N*, on désigne par My (R) ’ensemble des matrices N x N & coefficients réels, on note
Iy la matrice identité de My (IR). Soit A € My (IR) définie par

Pour # € R, sin(f) # 0, on note cotan(f) =

0+ o -0
boo
A= 0 ; 0 0 (6)
. . .. 1
: . . 3
0 -0 L 0

On note (X,Y) le produit scalaire de deux vecteurs de RV (i.e.

N
(le) =ijy_1a VX=t(xlyy:cN))Y=‘(yl, syN)ERN)
j=1

et on désigne par || - ||2 la norme euclidienne associée (]|X||2 = /(X, X)).

1) Justifier l’existence d’une matrice P € My(R) orthogonale (i.e. ‘PP = Iy) et d’une matrice
diagonale D réelle (D € My (R)) telles que A = PD'P.

On va maintenant calculer D et P.

2) On note ||-||oo la norme sur RV définie par ||X||oo = JBax, |z;| pour tout X =¥z1,---,zn) €RN.
<ig
Montrer que ||AX|leo < ||X||oo pour tout X € RV,
3) Soit 1 € R une valeur propre de A et X = {z,---,2x) € RY un vecteur propre associé.

a) Montrer que |p| < 1.

Il eziste donc un unique 0 € [0, ] tel que p = cos(6).

b) Montrer que zj+2—2pzj4+1+z; = 0 pour 1 < j < N—2. En déduire que z; = a cos(j#)+0 sin(jf)
pour 1 < j < N ot a et B sont des constantes réelles.

c) En utilisant les identités z2 = 2uz;, et zy.1 = 2pzN, en déduire o = 0 puis 6 =

N+1’
1<k<N.




Pour k € {1,...,N} on pose donc 0 =

A. On note aussi

ol on note py = cos(fx) la k-iéme valeur propre de
X = ﬂk‘(sin(ek),sin(%k), s ,SiIl(Nek))

le vecteur propre de A associé a la valeur propre pi, le réel By étant choisi positif et tel que
[|Xkll2 = 1. Soit enfin P la matrice de vecteurs colonnes Xi,...,XN.

4) Montrer que P est une matrice orthogonale et montrer que P diagonalise A.
5) a) Montrer la formule
0 si  k pair,

N
Vke{l,...,N}, ZSin(jgk): cotan (9—k> si k& impair.
=1 2

b) Montrer que fx = MN?{-I pour tout 1 <k < N.

c¢) On note 1 le vecteur de RY dont toutes les composantes sont égales a 1: 1 = H1,---,1).
Montrer que les composantes du vecteur ‘P1 sont données par la formule suivante :

0 si j pair,

t  — .
(P1); = ‘/N——i_—Icotan (ﬁﬁ) si j impair. ®)

Partie IV
Soit (u?)i>1 la suite définie par uf = 1 pour tout ¢ > 1.

Dans la partie II, on a étudié la suite (ul*) définie & partir de (u?) par les relations (4)-(5) et on a en
o0

particulier montré que, dans le cas ot la fonction f vérifie f < 0 sur [0, 1], la quantité Z(l —ul)
i=1

est bornée indépendamment de V'entier N.

On s’intéresse ici au cas ot la fonction f est nulle. On fixe la valeur du produit AL & 1/2, de sorte

que la suite (u});>1 est définie par la relation de récurrence

1
upt! = '2'(1‘?-1 +u1), i>1,

ol on a posé u§ = 0 pour tout n € N.
On rappelle qu’on a u? € [0, 1] pour tout n € N, > 1 et que u} = 1 pour tout n € N,i>n+1.

On se propose maintenant de montrer le résultat suivant : il existe deux constantes positives co et
¢1, il existe Ny € N*, tels que, pour tout N > Ny,

co\/ﬁgi(l—ufv) Scl\/ﬁ. (9)

i=1

On fixe NeN, N > 2.
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1) On pose U, = {u},---,u%) € RY. Montrer que, pour tout n < N,
Un+1 = AUn + V

ou A est la matrice définie par la formule (6) et V =40,---,0,1/2) € RV.
On rappelle qu’on désigne par 1 le vecteur 1 = {1,---,1) € RY (de sorte que Uy = 1). Montrer

N-1
que Uy = AVN1 4 Z A™V puis
n=0
N-1
2(1 ~ul)=((In - AM)1,1) - Y 4"V 1). (10)
n=0
2) Montrer que
>0 - uf) = 5((In ~ AY)L1). (1)
i=1

3) a) En utilisant les résultats de la partie I1I, montrer que

E (1-u})= " o't} ~(12)

JE€IN

avec . )
N _ 2 ™ N _q_ N [T
a; = N+1cotan (2(N+1)) y b =1—cos (N+1) ,

={je{l,...,N},jimpair }.

et

On partitionne Jy en Jy = Ky U Ly avec

Kn={jeJn,1<j<VN+1}, Ln={j€Jn,VN+1<j},

[e.0]
et on pose YN = Z a;vij, N = Z a?’ij, de sorte queZ(l—u?):YN-FZN.

JEKN JELN i=1
oo
b) Minoration de Z(l —u):
i=1 ~

i) Montrer que cotan(z) > pour tout z € [0, -:-;—] En déduire

7
N5 2N +1)

af > =, YN23, €Ky




ii) Prouver les inégalités

In(cos(z)) < —%, vz € [0,7/2,

l—e ¥ >e ™ /2y, VYuel0,n?/2].

En déduire
by rle n?/2 sz

V>
7 = 2 (N+1)2’

VN >3,j€Kn.

iii) Montrer que
e~ n2/2

NN
a; b’ > 5

. . o 1 (1
Montrer que, pour N > 15, le cardinal de Ky est minoré par et en déduire que,

pour N > 15,0on a
e—?rz/2

VN .

Yy >

iv) Justifier Zy > 0 pour tout N € N* et en déduire

o e—fr’/2
Si-ud) > VN, VN >15.
i=1
c) Majoration de Z(l —uMN):
i=1
i) Prouver les estimations
In(cos(z)) > —2?, Ve €0, %],
l1—-e ¥ <u, Yu>0.
En déduire que
2N ;2
W< 2 YN>15,VieKn. 13
J_(N_H)Z,V_ , Vj€ Kn (13)
i1) Montrer
0 < cotan(z) < g;, Vz € [0,%],
. NIN niN ) g )
puis a;'b;’ < N1 pour tout N > 15, j € Ky. En déduire

Yy <mVN, VN>15.

iii) Montrer que

N
a;

IA

i 1 2 nl "
/1_1N+1°°ta“ (2(N+1)> dt, Vj€{2...N}

En remarquant que 0 < bj-v < 2 pour tout N €N, j € {1,..., N}, en déduire

Z <—2——/N otan? (————ﬁ—) dt
NENFL mma AN+1)/
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En calculant cette intégrale, montrer

4 (VN +1-1)
Zn < —cot —_— ]
N=Zee a“( 2N + 1)
En déduire V’existence de constantes ¢; > 0 et Ny € N* (dont on précisera les valeurs) telles
que
Zn < ¢sVN YN > Ny .

4) Donner des valeurs de cg, ¢;, Ng pour lesquelles (9) a lieu.




