A. PROBABILITES ET STATISTIQUES

Aucun document personnel n’est autorisé

L’usage de toute calculatrice est interdit

Notations et rappels
On note R le corps des réels et C celui des complexes. Le complémentaire d’une
partie A C R est noté A°. La partie réelle d’un nombre complexe z est notée Re(z).

1) Les variables aléatoires de ce probléeme sont a valeurs dans R et définies sur un
méme espace probabilisé (2, F,P). L’opérateur d’espérance est noté E.

Si X est une variable aléatoire, sa loi sur R est notée Px et sa fonction caractéris-
tique fx. Par définition fx(t) = E(e"¥), t € R. La loi Px d’une variable aléatoire
X est dégénérée s’il existe r € R tel que Px({r}) = 1.

Sim € Ret o € [0,400], la Loi Normale de moyenne m et de variance o? est
notée N(m,o?). Sa fonction caractéristique est t — e™=7"%*/2 ¢ ¢ R.

Si (Xn)n>1 et X sont des variables aléatoires telles que X, converge en loi vers X
quand n — 400, nous notons Px, — Px. Une suite de lois de probabilité (Py)n>1
sur R est tendue si Ve > 0, il existe un compact K C R tel que P,(K°) < ¢, pour
tout n > 1. Rappelons les faits suivants :

- Si (Xn)n>1 et X sont des variables aléatoires, alors Px, — Px si et seulement si
fx, converge simplement vers fx.

- Une suite tendue de lois de probabilité admet une mesure de probabilité comme
valeur d’adhérence en loi. Par ailleurs, toute suite de lois de probabilité convergeant
en loi est tendue.

- Si (Xn)n>1 sont des variables aléatoires telles que (fx,)n>1 converge simplement
dans un voisinage de 0 vers une fonction continue en 0, alors (Px, )s>1 est tendue et
par conséquent admet une sous-suite convergeant en loi vers une loi de probabilité.

2) On note log I'application définie sur C\{0} et & valeurs dans 'espace quotient
C/2im telle que si z = re', avec r > 0 et 6 € R, alors log 2= logr + i mod (2ir).
Dans ce cas :

V(z1,22) € (C\{0})?,1log(2122) = log z; + logz; mod (2im).

Si z € C\] — 00,0], nous notons Arg(z) l'unique réel —m < 6 < = tel que z =
|z|e. Mentionnons qu’aucune connaissance en Analyse de la Variable Complexe
n’est requise.
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Théme du probléme
Le Théoreme Central Limite indique que si (X,)n»1 sont des variables aléatoires
indépendantes, de méme loi et admettant un moment d’ordre 2, alors n~V?3(X; +

v+ X, —nE(X,)) converge en loi vers (0, Var(Xy)).

Nous envisageons la question du comportement en loi de sommes de variables
aléatoires indépendantes, lorsque I’on ne suppose plus qu’elles ont la méme loi ou un
moment d’ordre 2. La partie I concerne des préliminaires. La partie I considere
tout d’abord une situation de non-identique distribution. La partie 111 présente
le probleme de la “convergence des types”. La partie IV introduit ensuite les lois
infiniment divisibles et les lois stables, puis la partie V' débute une étude plus précise
des lois infiniment divisibles.

Les parties I1I, IV et V sont indépendantes de la partie II. La partie V est
indépendante de la partie I11.

1 Préliminaires

1. Soit X une variable aléatoire. Les trois questions suivantes sont indépendantes.
a) Montrer que fx est une fonction uniformément continue sur R.

b) On suppose que X admet un moment d’ordre p, avec p > 1. Vérifier que fx
est de classe C?, puis établir 'inégalité :

r—-1 (Zt)k ltlp
fx(t) — Z TE[Xk] < ;rE[|X|p], teR.
k=0 ’ :

c) Montrer que si fx est de module constant dans un voisinage de 0, alors Px
est dégénérée. On pourra considérer fx en des valeurs u et v rationnellement in-
dépendantes.

2. Soient (X, )n>1 €t X des variables aléatoires vérifiant Px, — Px, quand n — +00.

a) Soit J C R un intervalle borné. Montrer que pour tout entier n > 1 et tous
réels t et h :

Ifx.(t+h) = fx. ()] € sup leh® — 1] + 2P, (J°).
€

b) Pour h > 0, posons 8() = supyy, ecr |fxa(t + h) = fxo(t)]. Montrer que
§(h) = 0 quand h — 0.

¢) Soit I C R un intervalle borné. En découpant par exemple I en un nombre
fini d’intervalles de longueur plus petite que h, établir que fx, converge vers fx
uniformément sur /.




3. Définissons la fonction £ : R — R par £(t) = sin(t)/t, si t # 0, et £(0) = 1. Soit
X une variable aléatoire.

a) Vérifier que :

[ inf (1—5(t))]>0.

teR, [t|>1

b) Fixons ¢t > 0. Montrer que :

7 [ 1= Reixtun au = [ (1~ e(t2)) dp(e).

¢) En déduire qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout ¢ > 0 :

Pe (23] ) <2 [ - et

II Cas d’une loi non uniforme : un exemple

Soient (X,)ny1 des variables aléatoires indépendantes et admettant chacune un
moment d’ordre 3. On fait ’hypotheése que E(X,,) = 0 pour tout n > 1. On pose

ensuite 02 = E(X?) et on suppose que o7 > 0. On introduit également V;, > 0 tel

2 %\ 2
que V' = )k O

1. Vérifier que Vn > 1, 0 < V, < 400. On impose dans toute la suite la condition :

lim !
n—+oo VT‘?

Y E(X:[*) =0.
k=1

Prouver que V,, - 400 quand n — +00.
2. Soit t un réel fixé jusqu’a la fin de la partie I1.
a) Etablir que pour tous entiers 1 <k <n:

2 42
t“ o}

t
— -1l < ==k
ka (Vn> 1| — 2 Vn2 et

b) Montrer que V"' sup; ¢4<, 0k — 0, quand n — +00. En déduire que :

t 2 op | _ P E(Xk[?)
LN I T ) I Ll e Lol B
f"*(m) S5 v

sup |fx,(t/Vn) —1| = 0, quand n — 0.
1<k<n

3. On pose S, = X; + - + X,.
a) Montrer que pour tout nombre complexe z tel que [z| < 1/2, il existe a(z) tel

que |a(z)| €1 et log(1 + z) = 2(1 + a(z)z) mod (2im).
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b) Montrer que si n est assez grand, il existe des (ax)1<k<n tels que lak] < 1let :

log( fs,/va(t)) = Z (ka (Vi) - 1) + kZ:;ak (ka (é-) - 1)2 mod (2im).

k=1

c) Vérifier que :

n

> el

k=1

2 t2
< & sup
2 1<k<n

() <5l ()

d) En déduire que S,/V; converge en loi vers A'(0,1).

III Convergence des types et application

Soient (Xn)n>1, X et X' des variables aléatoires. Supposons qu’il existe des
suites réelles (an)n>1 €t (bn)n>1 telles que Px, — Px et Po x.+b, — Px:, quand
n — 4o00. On fait ’hypothése que les lois Px et Px: sont non dégénérées.

1. Montrer sur un exemple que la suite (a,)n>1 peut ne pas converger.

2. On suppose a présent que a, > 0, pour tout n > 1.

a) Montrer que |fx,(aqt)] = |fx/(t)| et [fx.(t)] = [fx(t)], uniformément en
t € I, si I est un intervalle borné.

b) Supposons qu’il existe une sous-suite d’entiers (p(n))n31 telle que ay(ny —
+00, lorsque n — +oco. Montrer que |fx,,, (t)] = |fx:(0)], pour tout ¢ € R. En
déduire que la suite (an)n>1 est bornée.

¢) On suppose qu’il existe deux valeurs d’adhérence finies a’ < a” de la suite
(¢n)n»1. Montrer que pour tout ¢ € R, on a |fx(a't)| = |fx(a"t)| = | fx(t)|. Etablir
une contradiction, puis que (@,),>1 converge.

d) D’apres la question précédente, la suite (a,)n>1 converge vers un réel noté a.
Montrer que fx,(ant) = fx(at) uniformémentent € I, o I est un intervalle borné.
Soit € > 0. Prouver qu’il existe § > 0 tel que €'**» converge uniformément sur {0, §]
vers une fonction 6(t) telle que |0(¢) — 1| < e. ~

e) En déduire que la suite (b,)n>1 converge (on pourra effectuer une intégration
bien choisie). Conclure qu’il existe des réels a et b, avec a > 0, tels que a, — a et
b, — b, puis que Pxr = P, x 4.

3. Soient (X,)n>1 des variables aléatoires indépendantes, de méme loi et ayant un

moment d’ordre 2. Soient des suites réelles (n)n>1 €t (6n)n31, avec v, > 0 pour tout
n > 1 et posons :

1
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On suppose qu’il existe une variable aléatoire X telle que Py, — Px et que Px, et Px
sont non dégénérées. Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que v, ~ c\/n,
quand n — +o00.

IV Lois infiniment divisibles et lois stables

La loi Px d’une variable aléatoire X est dite infiniment divisible si pour tout
n > 1, il existe des variables aléatoires indépendantes et de méme loi (Xkn)ick<n
telles que Px = Px, 4. tXpn-

1.
a) Soient m € R et ¢ € [0, +00[. Montrer que N (m,o?) est infiniment divisible.

b) Soient deux réels A > 0 et s # 0. Une variable aléatoire Y suit une loi
de Poisson P(),s) de paramétre A avec saut s si Py({ns}) = e *A*/nl, n > 0.
Montrer dans ce cas que fy(t) = ¥~V ¢t ¢ R. En déduire que P(},s) est
infiniment divisible.

c) Soient un réel L > 0 et X une variable aléatoire telle que Px([—L,L]) = 1.
Supposons Px infiniment divisible. Pour tout n > 1, écrivons Px = Px, . 4..4Xnn»
avec (Xkn)i1<k<n des variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Montrer
que :

Vn > 1, Px, ([-L/n,L/n]) =1, puis que Var(Xy,) < L?/n®
En déduire que Px est dégénérée.

2. Pour tout n > 1, soient (Xkn)1<k<n des variables aléatoires indépendantes et de
méme loi. On pose S, = Xy, + -+ Xpn. Soit X une variable aléatoire telle que
Ps, — Px. Fixons un entier k£ > 1 et écrivons :

Skn =Yin+ -+ Yin, avec Yin = Xi—tyng1,en + -+ + Xinkn, pour 1 <1< k.

a) Montrer que les (Yi,)1<i<x sont indépendantes et de méme loi. On note P,
leur loi commune. Montrer que la suite (P,) est tendue.

b) En déduire que Px est infiniment divisible.

c) Montrer qu’il existe un voisinage V de 0 dans R et § > 0 tels que Re(fs,(t)) >
§,pourt € V et tout n > 1.

d) Prouver que si t € V, alors Arg(fs,(t)) = nArg(fx,.(t)), pour tout n > 1.
On pourra par exemple montrer que, pour tout n > 1, cette relation est vraie dans
un voisinage V;, de 0, puis qu’elle reste vraie dans V.

e) Montrer que fx, , converge simplement vers 1 sur V. En déduire que la suite
(Px, , )n>1 est tendue, puis que X , converge en loi vers 0 et que fx, , converge vers
1 uniformément sur tout compact.
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La loi Px d’une variable aléatoire X est dite stable si pour tout n > 1, il existe

des constantes réelles a, > 0 et b, telles que si (Xi)i<k<n sont indépendantes et de
meéme loi Py, alors Py, 4..+x, = Pa,Xx+b,-

Soient (X )n>1 des variables aléatoires indépendantes, de méme loi et des suites
réelles (Cp)n>1 €t (Dn)np1, avec Cy > 0 pour tout n > 1. Posons :

1

Un= &

(X1 4+ +Xy) — D, (1)

3. Montrer que si la loi Px d’une variable aléatoire X est stable, alors X est limite
en loi de sommes de type (1).

4. Soit X une variable aléatoire telle que Py, — Px. On suppose les lois Px et Py,
non dégénérées.

a) Montrer que Px est infiniment divisible. En déduire que C,, = +ooet D,,/n —
0, quand n — +o00.

b) Soit £ > 1 un entier fixé. Pour tout entier 1 < ¢ < k, on pose S¥ =
X(i-1)n+1 + + -+ + Xin. Montrer I'existence d’une constante F,; telle que :

S S Cn
<C _Dn)++(0 -D, =—c—y—k'Unk+Fn,k-

¢) L’entier k étant toujours fixé, montrer que les suites (Cri/Chn)n>1 €t (Frnk)n>1
convergent. Etablir que Py est stable.

' onction caractéristique d’une loi infiniment divisible
V Fonct t

Soit X une variable aléatoire telle que Px est infiniment divisible. Par définition,
pour tout n > 1, il existe une variable aléatoire X, telle que fx = (fx,)".

1. Montrer que |fx(t)| > 0 pour tout ¢t € R. En utilisant la partie IV, vérifier qu’il

existe un voisinage V de 0 dans R et une suite de fonctions (t — 1,(t)) définies sur
R et tendant vers 0 uniformément sur tout compact, tels que :

log(fx(t)) = n(fx.(t) = 1)(1 4 na(t)) mod (2ir),sit €R

et

log |fx(t)| +iArg(fx(t)) = n(fx,(t) = 1)(1 + na(t)), sit € V.

On introduit la mesure m, = nPx,. En déduire 'expression :
log(fx(t)) =1+ nn(t))/(eit’ —1) dm,(z) mod (2i7), t € R.
R
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a) Montrer quesit € V :
Jim_n(1 — Re(fx, (1)) = ~log | fx (1)

b) Soit L > 0 tel que [0,1/L] C V. Montrer qu’il existe une
que l'on ait 'inégalité :

constante M telle

1/L
limsupm, ([~ L, LI') < ML ] |1og | fx ()] du.

n—»400

¢) Montrer qu'il existe une constante 8 avec0 < 8 < oo, telle que cosz < 1—fz?,
pour |z| < 1. Soit ¢ > 0, avec ¢ € V. Déduire de ’égalité n(1 — Re(fx,(¢))) =

Jg(1 = coseu) dmy(u) que :

1/e
lim sup/ z? dmp(z) < +oo.

n-—++400 1/e
3. Pour n > 1, on définit I, = [pz?(1 4 2?)~! dmn(z) > 0 et

On = / z(1 + 2®)7! dmy(z),
R
ainsi que la mesure de probabilité P, sur R telle que :

2

1 T

P.(B) = — /B 12 dm,(z), pour tout borélien B.

I,
a) On introduit la fonction suivante sur R x R :

% 1+ 22
1+ 22 2

((z,t) = (e’"—-l , stz #0,et ((0,1)

Montrer que ¢ est continue sur R x R et que :

VA>0, sup [¢(z,t)] < +oo.
z€R, |t|I<4

b) Vérifier 1’égalité : -

= —t?/2.

log(fx(t)) = [(1+nn(t))1,, /R ((z,t) dPn(x)} +i(1 4 1,(t))Bat  mod (2i7).

c) Supposons a présent que ci-dessus le premier terme entre crochets du membre
de droite converge uniformément sur tout compact. Montrer qu’alors (3,) converge.
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a) Montrer que si liminf, 4o I, = 0, alors Px est dégénérée.

b) On suppose que liminf, 4o I > 0. Vérifier que la suite (/n)x>1 est bornée,
puis que la suite (P,)n>1 est tendue.

c) En déduire que si Px est infiniment divisible, alors il existe des constantes
réelles 3, o et une mesure finie 1 ne chargeant pas l’origine telles que :

o2

log(fx (1)) = ift — T~ + /R ((2,t) du(z) mod (2ir).




