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On définit C I’ensemble des fonctions continues F : [0, +oo[—+ C. On rappelle
que P'on dit que

o0
/ F(t) dt converge et vaut L € C
0
lorsque

X—+00
On rappelle le critére de Cauchy : cette limite existe si et seulement si

X
lim / F(t)dt=L.
0

Y
Ve >0, 3X, > 0tel que VX,Y, X, < X <Y, l/ F(t)dtl <e.
X
Par ailleurs, lorsque

s o)
/ |F(t)| dt converge,
(i
on dit que
o0
/ F(t)dt est absolument convergente.
0

On rappelle également que si h : U — C est une fonction holomorphe sur un
ouvert U de C et si I est un chemin contenu dans U, admettant un paramétrage
v : [a,b] = U continu et de classe C! par morceaux (ot [a,b] est un intervalle de
R), alors l’intégrale curviligne de la fonction h le long du chemin I' est définie par

b
/h(z)dz = / h(y(w))v' (u) du.
r a

Pour tout F € C, on définit f = LF par

() = (LF)s) = o+°° Floe— dt,

pour les nombres complexes s tels que cette intégrale impropre converge. On dit
que f = LF est la transformée de Laplace de F'.

Le but de ce probléme est ’étude de quelques propriétés et applications de la
transformation de Laplace.

On notera £ la transformation de Laplace et on notera en lettre majuscule (par
exemple F) les fonctions originales (fonctions de la variable réelle t) et en lettre

minuscule (par exemple f) les fonctions images par £ (fonctions de la variable
complexe s). '

On utilisera librement les résultats suivants :

Théoréme de Stone-Weierstrass. Soit [a,b] un intervalle de R (avec —oo <
a < b < 400). Alors, pour toute fonction continue f de [a,b] — C, il existe une
suite P, de polynémes de R — C telle que P, converge uniformément sur [a, b] vers
f lorsque n — +o0.

Théoréeme d’holomorphie d’une intégrale 4 paramétre. Soient U un
ouvert de C et I un intervalle de R. On considere g : (s,2) € U x I - g(s,t) € C
une fonction de deux variables vérifiant :
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(i) Vs € U, la fonction t € I - g(s,t) appartient & L!(I). On note alors g la
fonction définie sur U par :

VseU, j(s) = /g(s,t)dt.
I

(i) Pour presque tout t € I, la fonction 8 € U +— g(s,t) est holomorphe (ou
C-dérivable). On note s € U — £g(s,t) sa dérivée au sens complexe.

(#ii) 1l existe h € L'(I) telle que pour tout 8 € U et pour presque tout ¢ € I,
1% 9(s,)] < R(2).
Alors la fonction § est définie et holomorphe sur U et sa dérivée au sens complexe
est donnée par :

VseU, §(s) = /ig(s,t)dt.
I Os

PARTIE I. DOMAINES DE CONVERGENCE ET REGULARITE

Domaine de convergence absolue

Pour tout F € C, on définit le domaine de convergence absolue de LF par
+o00

A(F) :== {seC| F(t)e™*t dt converge absolument },
0
et I’abscisse de convergence absolue de LF par
a(F) := inf{c €R | 0 € A(F)}.

1. Soit F € C. On suppose que A(F) est non vide. Soit so € A(F). Montrer que
{s € C | Re(s) > Re(so)} C A(F).
2. En déduire que, pour tout F' € C, on est dans 'un des cas suivants:
(i) A(F) =G
(i) A(F) =0
(iii) A(F) est un demi-plan ouvert & préciser;
(iv) A(F) est un demi-plan fermé a préciser.
3. Donner un exemple de fonction correspondant a chacune des quatre situations
précédentes. *

Domaine de convergence simple

Pour tout F € C, on définit le domaine de convergence de LF par

+00
C(F) = {seC| F(t)e~** dt converge },
0

et l’abscisse de convergence de LF par
y(F) = inf{foecR | c € C(F)}.
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4. Soit F € C. On suppose que C(F) est non vide. Soit so € C(F). On introduit

+00
Vi>0, G(t) = —/ F(r)e=*" dr.
t

a. Montrer que G(t) = 0 quand ¢t — +o00, et calculer G'(¢t).
b. Soit X > 0 et s € C fixés. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que

X X
/ F(t)e-'t dt = G(X)e(vo—a)x - G(0) - (so — 8)/ G(t)e(ao-s)t dt.
0 0

c. En déduire que
{s € C | Re(s) > Re(s0)} C C(F),
et que pour tout s € C tel que Re(s) > Re(so), on a

+00
(1) £(8) = f(s0) + (s — 50) /0 G(t)e~ =)t g,

ou f désigne LF.

5. Montrer que, pour tout F' € C, on est dans I'un des cas suivants:
(i CF)=GC
@) CWF)=0
(iii) Pr C C(F) C Pr ou Pr est le demi-plan complexe ouvert

Pr:={se€C | Re(s) >~(F)}.

6. Montrer que 'on a toujours y(F) < a(F).

7. On consideére la fonction
sint .
Fl(t)=T si t>0, Fi(0)=1.
a. Soit X > 1. Montrer que
X ez’wt ein eiw 1 X eiut

1 t twX w w 1 t2

b. En déduire que {s € C | Re(s) =0} C C(F).
c. Soit X > 1. Montrer que

/" |sinT] dT>‘fX1—cos2r i
1 “h

T 2r

d. Déterminer A(F}), et comparer A(F1) avec C(Fy). -

8. On considére la fonction continue F, : R, — C affine par morceaux telle que
pour tout n € N, n > 1,

Inn+In(n+1)y _ 2(-1)"
2 ) " In(n+1)(In(n+1)—Ilnn)’

Donner une allure du graphe de F;. Montrer que 0 € C(F,), et que 1 ¢ A(F2).
Qu’en déduit-on sur y(F2) et a(Fy) ?

Fy(Inn) =0, et F2(




PARTIE II. PROPRIETES FONDAMENTALES

Régularité et dérivée de la transformée de Laplace

1. Soit F € C. On suppose que C(F) est non vide. Soit s € C(F).
a. Soit 7 > 0. On note Pr 4, le demi-plan complexe suivant:
Pr .= {8 € C | Re(s) > Re(so) +n}.
A Paide de (1), montrer que f est holomorphe sur Pr s 5.

b. En déduire que f est holomorphe sur le demi-plan Pp (défini en 1.5.) et
montrer que

Vs€ Pp, f'(s)=~- /0 = tF(t)e™* dt.
2. Soit F € C. On suppose que C(F)\ Pr est non vide. Soit 8o € C(F)\ Pr. Pour
tout 8 € [0, 7/2[, on note
Sp(s0) := {8 € C | 8 = 50 ou |arg (s — s0)| < B},
ot pour tout z € C*, arg (2) désigne 'unique argument de z situé dans [—m, x[.
a. Dessiner Sg(so) et montrer I'inégalité
Vs € Sp(s0), Re(s — 80) > |3 — so| cos(f).

b. Soit (s5,) une suite de points de Sg(sp) qui converge vers so quand n — oo.
Déduire de (1) que f(s,) = f(s0) quand n —= co.
Comportement a I'infini
3. Soit F € C. On suppose que C(F) est non vide. Soit 39 € C(F).

a. A l’aide de (1), montrer que
+00
(2) f(8) = (s — s0) /o (G(t) — G(0))e~(s—*0)t dt.

b. Soit A € [0,7/2], et soit (s,) une suite de points de Sg(so) telle que Re(sn) —
+00 quand n — oo. Montrer que

f(sn) = 0 lorsque n — +o0.

(Pour 7 > 0 & choisir, on utilisera un découpage de I'intégrale apparaisant dans (2)
en une intégrale sur le segment [0, 7] et une intégrale sur le segment [y, +00[.)

Transformée de Laplace de la dérivée
4. Soit F : [0,+0co[— C de classe C! sur [0, +0o[ (c’est-a-dire F’ € C). On suppose
qu’il existe un réel oo > 0 tel que og € C(F').
a. On introduit .
Vt>0, H(t) := / F'(1t)e™?°7 dr.
: ]
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Montrer (3 I'aide d’une intégration par parties faisant apparaitre la fonction H)
que

X
Vs € C tel que Re(s) > oo, e"‘x/ F'(t)dt -0 si X — +oo.
0

b. En déduire que
Vs € C tel que Re(s) > a0, e *XF(X)—=0 si X = +oo.

c. Montrer finalement que, si go > 0 est tel que op € C(F"), alors ¥(F') < 0o et
Vs € C tel que Re(s) > g0, L(F')(s) =3sL(F)(s) — F(0).

Propriété d’unicité

5. a. Soit ¢ : [0,1] = C une fonction continue et soit (Py), une suite de polynémes
de R = C qui converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction notée ¢». Montrer
que

1 1
/ @(z)Pp(z)dz — / p(x)y(z)dz lorsque n — +oo.
0 0
b. Soit ¢ : [0,1] = C une fonction continue telle que

1
Vn € N, / p(z)z™ dz = 0.
0

Démontrer que ¢ est nulle sur [0, 1].

8. a. Soit F' € C. On suppose que C(F) est non vide et qu’il existe 8o € C(F) tel
que f(s) = 0 pour tout s € C tel que Re(s) > Re(sp). A l'aide d’un changement
de variables et de (2), montrer que G(t) = 0 pour tout ¢ > 0, puis que F(t) =0
pour tout ¢ > 0.

b. Soient F, et F, deux fonctions de C et soient f; et fo leurs transformées
de Laplace respectives. On suppose que C(F;) et C(F2) sont non vides, et qu'il
existe un réel 8o € C(Fy) N C(F) tel que fi1(s) = f2(s) pour tout s € C tel que
Re(8) > Re(so). Montrer que Fi (t) = F3(t) pour tout £ > 0.

¢. Le résultat précédent est-il encore vrai si on suppose seulement qu’il existe
80 € C(F1) NC(F;) tel que f1(s) = fa(s) pour tout s de la forme s = 5o + nA ou n
décrit {1,2,3,...} et ol A est un réel strictement positif fixé ?

PARTIE 11I. EXEMPLES ET PREMIERE APPLICATIQN

Calculs élémentaires

1. Calculer la transformée de Laplace de la fonction définie par F3(t) = 1 pour
tout ¢ € [0, +oo.
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2. a. Soit F € C telle que C(F) est non vide et soit f = LF. Pour tout o € C, on
considere la fonction G, : t € [0, +oo[— e®*F(t) et on note go = LG 4. Déterminer
go en fonction de f pour tout s € C tel que s —a € C(F).

b. En déduire les images par £ des fonctions suivantes (pour « € C et w € R):
(i) t€[0,+oo[ €  (if) t€[0,+oo[ sin(wt);  (iii) t € [0,+o0[— cos(wt).

Etude relative a la fonction F}

3. a. Soit F; la fonction définie 3 la question I.7. On note f; sa transformée de
Laplace. Calculer £ puis f, sur {c € R | ¢ > 0}.

b. En déduire la valeur de I'intégrale

+00 o3
/ sint g
0 t

¢c. On note I le chemin fermé (parcouru dans le sens trigonométrique direct),
composé des quatre morceaux suivants :

- T, est le demi-cercle de centre O et de rayon R > 0 dans le demi-plan Zm(z) >
: 0;

- T est le segment [—-R, —1] ;

v - T'3 est le demi-cercle de centre O et de rayon r > 0 dans le demi-plan Zm(2) > 0;
- T'4 est le segment [r, R]. ,

% En considérant Vintégrale curviligne de la fonction complexe g(z) = e** /2 le long
? du chemin T, retrouver le résultat précédent

z PARTIE IV. CONVOLUTION ET APPLICATIONS

% On définit C, ’ensemble des fonctions continues F : ]0, +oo[— C telle que, si F
¢ n’est pas prolongeable par continuité en 0, alors I'intégrale impropre

B / F(t) dt converge absolument,

% c’est-a-dire lorsque

: 1

lim / |F(t)] dt existe.

% e—~0 J,

5 Pour cette partie, on admettra que les résultats démontrés pour les fonctions de
& C, dans les parties précédentes, sont encore vrais pour les fonctions de C..

2 Convolution

i 1. On considére F et G deux éléments de C. que I'on prolonge par 0 sur ] — o, 0f.
% On rappelle que la convolée de F et G est la fonction définie par

+00
% VteR (FxG)() = / F(r)G(t - 7) dr,
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lorsque cette intégrale converge. Montrer que F % G est bien définie sur R et que
t
VER, (F*G)(t) = / F(G(t - 1) dr.
0

2. Soient F,G € C, et soit 8o € A(F) N A(G). Montrer que sg € A(F % G) et que
Vs € C tel que Re(s) > Re(so), L(F *G)(s) = L(F)(8)L(G)(s).

Equation intégrale d’Abel
L’objet de cette partie est la résolution de ’équation intégrale d’Abel :
3) / t Ci(I) = F(t) pourt >0,
ou F est une fonction donnéeosur R} et G une fonction inconnue sur R, .

3. a. A l'aide d’un changement de variables, montrer que

t
1
vt > 0, / ——dr
o VT(t—T1)
b. On note K la fonction définie par K (t) = ;}; pour tout ¢ €]0, +oof. Vérifier
que K € C, et déterminer a(K).

c. On note k la transformée de Laplace de K. En calculant de deux maniéres la
transformée de Laplace de K * K, en déduire

_ VT

k(s) = m

ol R désigne la détermination principale de la racine carrée complexe (i.e. R est

définie de C\] — 00,0[— C telle que Vz € C, R(z)*> = z et telle que Vz € [0, +oc|,
R(z) = Vz.)

4. a. On considére le cas particulier F(t) = sin(t) pour tout ¢ € Ry. En trans-

formant 1’équation (3) par £, démontrer que (3) admet une unique solution G € C
donnée par

pour tout s € C tel que Re(s) > a(K),

G(t) = 1 / cos(r) dr pour tout ¢ > 0,

b. Soit F € C telle que F(0) = 0. On suppose de plus F' dérivable sur )0, +oof,
F' € C, et A(F') non vide. Montrer que (3) posséde une unique solution G € C
que ’on exprimera sous la forme d’une intégrale en fonction de F'. (On utilisera la
question IL.4.c.).




PARTIE V. FORMULE D’INVERSION

Dans cette partie, on s'intéresse au calcul de la transformée de Laplace inverse.
On rappelle que P'on note L' (R) I'ensemble des fonctions G : R = C mesurables
telles que

+00
/ |G(2)| dt < +o0.

o]
Pour toute fonction G € L*(R), on définit sa transformée de Fourier, notée G, par
+00
VyeR, Gy := G(t) e~ dt.
—00
Par ailleurs, lorsque G € L!(R) et G € L!(R), on rappelle que la formule de Fourier
inverse est valable :

1 [t
G(t) = o / G(y)e*dy pour presque tout : € R.
-0

Formule d’inversion complexe

Soit F € C telle que a(F) < +00. On prolonge F par 0 sur] — oo, 0f et on note
encore F la fonction ainsi prolongée. Pour tout réel ¢ > a(F'), on définit la fonction
G, par

VteR, G,(t) := F(t)e "
1. Montrer que, pour tout & > a(F), G, € L'(R) et que

Vo > a(F), VyeR, Go(y) = f(o +ip),
ot f désigne la transformée de Laplace de F'.

2. On se place sous les hypotheses précédentes et on suppose de plus qu’il existe
deux constantes k > 1 et C > 0 telles que

Vs € C tel que Re(s) > a(F), |f(s)] < l—s%

a. Montrer que G, € L'(R) pour tout o > a(F).

b. En déduire que, pour tout o > (lx(F),
1 +00 )
F(t) = o et f(o +iy)eVtdy pour presque tout t € R.

—00

c. Montrer que, pour tout ¢ > a(F), la fonction
400 .
teER = / flo +iy) eV dy
-0

est continue sur R. Que peut-on en déduire de plus concernant la relation obtenue
dans la question précédente ?

Tournez la page S.V.P.
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d. On note A, le chemin représenté par la droite verticale A, = {s € C |
Re(s) = o} parcourue de bas en haut. Montrer que, pour tout ¢ > a(F),

VE>0, F(t) = 5%/ f(z)e* dz.
Aq

Formule de Heaviside

Dans cette partie, on considére F' € C telle que a(F) < 400 et 'on note f = LF.
On fize 0 > a(F) et on suppose que F vérifie les propriétés suivantes:
(i) il existe deux constantes k > 1 et C' > 0 telles que

VseC tel que Re(s) > a(F), |f(s)| < %;

(i) il existe une suite (si)ren+ de C telle que f soit prolongeable de maniére
holomorphe sur C\ {s1, s2, 33, ...}, oli 81, 82, 83, ... sont des singularités isolées de f;
(i) il existe (pn)nen une suite de réels telle que
pn — +0o  lorsque n — +o0,
VneN, Vke Z:., 8k ¢ Ca,m
et
ton = sup {|f(s)]} — 0 lorsque n — +oo,

a.n

ou C,,n, désigne le demi-cercle (parcouru dans le sens trigonométrique direct)
Com = {8€C | |8—0|=pn, Re(s) <o}

L’objectif de cette partie est démontrer la formule de Heaviside:

+00
Vt>0, F(t) = ) Res(g,3),
k=1
ou, pour tout t > 0, la fonction g; est définie par

Vs € C\ {s1,82,83,--}, 9:(8) = f(s)e*,
et ot Res (g¢,sx) désigne le résidu de la fonction g; au point s.
3. Dans quelle partie de C sont situées les singularités (s )xen de f 7
4. a. Montrer que, pour tout ¢ > 0,

1 2t UBonPn ot " cos(0)t
vn e N, |§E f(2)e gizl < _7; € efn dh.
Con /2

b. Montrer que
Vo € [g,‘n‘], cos(d) < 1 - %o. .

c. En déduire que, pour tout t > 0,
1

%/cm f(z)e**dz = 0 lorsque n - +oo.

5. Soit Ag,, le segment vertical (parcouru de bas en haut)
A, = {8€C | Re(s) =0, Im(s) € [~pn,pn]}-
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On note I', , le chemin (parcouru dans le sens trigonométrique direct) constitué de
’union de A, €t de Con.
a. Montrer & P’aide du théoréme des résidus que, pour tout ¢ > 0,

3 1 zt —_ =
Ham ﬁ.[‘,,,. f(z)e*dz = g Res (g¢, 8x),

lorsque cette limite existe.
b. En déduire que, pour tout t > 0,

+00
F(t) = Y Res (g,8%)-

k=1




