C 33122

ANALYSE NUMERIQUE

On s'intéresse dans ce probléme & la résolution numérique du probléme de Poisson avec
conditions aux limites de Dirichlet par la méthode des éléments finis dans un domaine avec
un coin rentrant.

On considére un ouvert polygonal 2 du plan avec un coin rentrant en O i.e. danglew =2
supérieur & w, de sorte que 3 < a < 1 (voir figure ci-dessous). On considére un arc de
cercle B de rayon R centré en O et on décompose le domaine €} de frontiére polygonale
' =T, Ul UT'3 Ul UT; en deux parties ouvertes §2; et {22 délimitées par B. On notera
I'; et T's les parties respectivement de I'; et de I's faisant partie de la frontiere de €;. Les

notations sont explicitées sur le dessin suivant.
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Etant donnée f € L2(2), on cherche u solution du probléme suivant

—Au =f dans Q, (1)
u =0sur T, (2)
R . . . . ’u  du
oli A désigne I’opérateur laplacien, c’est-a-dire que Au=—=+ - .
x|  ox3

Notations : On introduit les espaces fonctionnels suivants : C%(£2) est I’espace vectoriel
des fonctions continues en tout point de 2, C(f2) est I'espace des fonctions indéfiniment
dérivables et & support compact dans {2,

HY(Q) = {u e L}(@) | Vu € (L),

ot Vu est le vecteur de composantes g% et %‘1—‘;’, les dérivées étant calculées au sens des
distributions. Bien que les fonctions de H({?) ne soient en général pas continues, on peut
définir la restriction de u € H'(}) sur le bord . On admettra que v : u — ujp est une
application lindaire continue de H'(?) dans L%(T'), appelée trace, qui étend l'opérateur de
restriction défini pour les fonctions continues sur Q. On peut alors définir

HY(®) = {w e HY(®) | ur =0},

Et plus généralement, en notant & = (o4,...,a,), @; € N un multi-indice et |o| = a1 +
- o+ 4+ (ty, on définit par

H™Q) = {u € L}Q) | 8*u € (L3(Q)), V|a| < m},

ce qui signifie que toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal & m au sens des distributions
sont dans L2(2). Pour m € N, et u € H™(Q) on note

1
2

Nellma=| 3 fﬂ (@u)de |

laj£m

la norme canonique de u dans H™(£2). En particulier |uflo,n désigne la norme de L*(2) et
lullie = (luldq+ ||Vu|]3lg)% désigne la norme dans H!(Q).




On note v = (¥, 15) la normale sortante & I' définie en presque tout point de I Pour
u € H%(Q), ses dérivées partielles ;%”T et g;__% sont dans H1(Q), on peut donc définir leur
trace sur I 4 ’aide de 1'application linéaire v. On définit alors sur I’

ou du o du
—_— = —
dv 139:1 232:2

On admettra la formule de Green suivante

—fmud;c=fvu-vvdx—f?ﬂvda Yu e HHQ) Yve HY(Q). (3)
Q Q r ov

Partie 1.

1. Pour f € L?{(Q?) donnée, on considére le probléme suivant :
Trouver u € H}(Q) vérifiant

f VuVvdz = / fvdz Vv e Hi{). (4)
Q Q

Montrer que le probléme (4) admet une solution unique.
2. Montrer que u solution de (4) est solution du probléme (1)-(2).

3. Pour v & support compact dans (), on définit ¥ le prolongement par 0 de v & R?
Montrer que v € H(Q) & 7 € H(R?).

4. Soit u la solution de (4) et ¢ € C()). Soit w = wu et w son prolongement par 0 &
R2.

(a) Montrer qu'il existe une fonction g € L%(R?) telle que @ vérifie —Aw = g.

(b) En déduire que @ € H%(R?), puis que w € H*(Q). On pourra utiliser que
@€ HYRY & k— (14 [k))b(k) € L2(RY),
ol w désigne la transformée de Fourier de .

5. (a) Soit ¢ € C°(£?). Montrer que
& 3y 3y
2 _ 2 2 2
I8¢lhe = 5510+ 155180+ 252 3o

(b) En déduire, en admettant que C®°(f2) est dense dans H2(§}) N H}() pour la
norme de H%(f2), que pour u € H3(Q) N H}(), on a

2
u o

&%y 8%y
2 _ 2 2
|Aullg g = ||@||o,n + ||a—y2||o,n + 2||m||o,n-

{¢) Montrer que pour u € H2(£2) N H ()

llullz,0 < CllAufloq.
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6. En déduire que A : H2(Q)NH(Q) — L?(N) est injective et que son image est fermée.
On note alors N l'orthogonal de A(H?(Q) N H(Q)) dans L*(Q2).

7. Soit u € L2(Q).

(a) Montrer que u € N = Au=20.
(b) Montrer que pour u € H%(Q) et v € H¥(Q) N H(Q), on a

]uAvdw—/‘vAud:c=/u@dcr. (5)
Q Q r o

(c) Montrer que si v € N N H*(Q) alors wr = 0. On admettra que I'image de
H?(Q) N H}(?) par Papplication u = %h. est dense dans L2(T).
(d) Qu'en déduit-on sur N 1 H3(Q) 7

(e) Pour u € L?(9) telle que Au € L?(Q), par extension par rapport au cas de
fonctions de H2(2) on dira que uyr =0si

fQuAvdx _ '[Qmudm =0 Ve HYQ)NHAQ).
Montrer qu'avec cette définition on a bien
u€EN =y =0.
(f) On vient de montrer que
uEN=Au=0etyr=0.

Peut-on en déduire quelque chose sur les éléments de N ?

Partie II. Dans cette partie, on cherche une expression analytique d'un élément de NV au
voisinage du coin rentrant.

1. Donner l'expression du Laplacien en coordonnées polaires (r,8) €]0, +oo[xR telles
que r=rcosf, y=rsinf.

2. Chercher sous la forme u(r, §) = v(r)w(8) les solutions de Au =0 et 2 = 0 sur ['1UTs.

3. Pour n € Z, on pose 4, = r"*sin(nad). Pour quelles valeurs de » a-t-on u, € L?(f2},
u, € HY(Q), un, € H3() ?

4. On cherche § € L%() vérifiant AS =0 et S = 0 sur I'; UT's sous la forme

S(r,8) = Z Apr™®sin(nabd), avec A_; #0. (6)

nz—1
On suppose que la série 3", .., |An|r"® est convergente pour tout r € [0, R].

(a) Montrer que la série ), -, An7™* sin(naf) est convergente pour tout (r,8) €
[0, R] x [0, 2x]. N




(b) Montrer qu'on a
/o T
pour m > 2, / Z A, R™ sin(naf) sin(maf) df = —R™"Ap,
0 n>—1 2a

T/
pour m =1,-1, f Z AnR™ sin{naf) sin{maf) dé = l(R'“’A__l + R*A4;)
0

20
n>-—1

{c) En déduire, pour n > 1, I’expression des A, en fonction de S(R,8) et de A_;.
(d) Exprimer pour r €]0, R[, S(r,8) en fonction de S(R,8) et de A_;.

Partie III. Le but de cette partie est de construire la restriction & 23 d'un élément de N
en prolongeant S)q, défini dans la partie précédente.

1. Calculer %g(R, 8) en fonction de S(R,8) et de A_;.

2. D’aprés la question I1.4.d, 'opérateur S est entiérement déterminé dés que S(R, 8}
pour @ €]0, Z[ et A_; sont connus. Pour A_; fixé, on notera donc T, l'opérateur qui
a ¢ = S(R,6) associe T(q) = §2(R, #). Donner l'expression de T.

3. On s’intéresse maintenant au prolongement de S)o, dans (1, qu'on définit comme
étant la solution p de

Ap = 0 dans €, (M)
p=0sur (T4\['1) UTy UT; UL, U (Ts\T's), (8)

dp _
5 T = Q sur B. (9)

On note Ty Vopérateur T correspondant & A_; = 0. Le lien entre p et S se fait &
travers 'opérateur T qui a été déterminé en fonction de S. Dans cette question on va
montrer ’existence de p solution de (7), (8), (9).

(a) Montrer que p solution de (7), (8), (9) vérifie

VpVadz + f To(p)gdo = L(g) Ya € H*(D), (10)
Qa B

ou L est une forme linéaire que I'on précisera.

(b) Montrer que
[ﬂ To(p)gdé > 0.
0
{c) Montrer que (10) admet une solution unique p € H{(fy).
4. Recollement d’espaces. On définit p tel que pio, = p1 et pin, = P2

(a) Soit p; € H (D) et p2 € H(Q) tels que pyjz = pyp- Montrer que p € HY(Q).
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(b) Soit p; € H2()) et pa € H?(s) tels que pyB = pos et pour i = 1,2 g%}

5=

g‘:ll_ 5 Montrer que p € H2(().
(c) Soit p; € H?() et pz € H2(Q) tels que P18 = Py et er—l 5= Qﬁ 5 Montrer

que p € H2(Q)).

Partie IV. Résolution du probléme dans (ls par une méthode d’éléments finis @, o Q;
définit I'espace vectoriel des polynémes de deux variables de degré au plus un par rapport
& chacune des variables.

On décompose le domaine ()3 en un maillage de quadrilatéres de sorte que tous les cotés
n’appartenant pas au bord de (7 soient communs 3 exactement deux quadrilatéres. Lors
de cette procédure, on approxime B par une ligne polygonale. On note (a;}1<i<n les som-
mets n'étant pas sur la frontiére ot p est nul. Les sommets de cette frontiére ne sont pas
numérotés. On note Kj, j = 1,.., M les quadrilatéres du maillage et

Vi = {v | vk, € Qi(Kj;), v continue en a; pour 1 < ¢ < n, v est nul sur les points de T'oUl'3Uy}.

1. Quelle est la dimension de @, ?
2. Montrer que V}, est un espace vectoriel. Quelle est sa dimension ?
3. Montrer que Vj, C C%(§)), puis que Vj, ¢ H(Qy).

4. On construit p, € Vi une approximation de la solution du probléme (10) qui vérifie

[ VnVada+ fB To(pr)ando = Lign) Van € Vi, (11)
2 ) .

(a) Montrer que (11) admet une solution unique.

(b) Soit (¢1,...,¢n) une base de V. Exprimer, en utilisant cette base, le probléeme
{(11) sous la forme d’un systéme linéaire.




