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Le but de ce probleme est de démontrer deux théorémes de point fixe, et d’en
donner des applications en topologie et dans la théorie des équations différentielles.

Dans la notation, il sera tenu compte de la qualité de la rédaction.

Notations. Dans tout le probléme, on utilise les notations suivantes:
-siz= (21, ,zn) €RY, y = (31, ,yn) € RY, on notera
z-y=np+--+INYN
le produit scalaire euclidien canonique entre z et y, et
llzll o= (o + -+~ + =)'/
la norme euclidienne associée;
- on notera
By :={zeR" |zl <1}
la boule unité fermée de RV centrée en 0,
By = {z e RV, jiz|| < 1}
la boule unité ouverte de RV centrée en 0, et
SN = {z e RN, |zl =1}
la sphere unité de RV centrée en 0; de manidre générale, si F' est une partie d’'une
espace vectoriel normé E, on notera F son adhérence;

- si U est un ouvert de RV, et 4 : U — RY est une fonction de classe C! sur U,
on notera Dile) la différentielle de 1 en a € U; c’est une application linéaire de
RN dans RV;

-8i L: RY — RN est une application linéaire, on notera ||| - ||| sa norme:

LY == sup{"l—f;-“f}-',z e B \ {0}}

(et on rappelle qu’on & aussi
IIZA| = sup{||Lzl, = € Bn} = sup{[|Lzl|,z € Bn} = sup{|| L],z € S¥~'});

- on rappelle que par définition un "espace de Banach” est un espace vectoriel
normé complet.

On démontrera tout d'abord le théoréme du point fixe suivant:

Théoréme 1. Soiert N € N, N > 1, C une partie convere compacte non vide de
RY et f: C — C une application continue. Alors f admet au moins un point fize:
il existe 2 € C tel que f(z) = 7.

On étudiera ensuite sa généralisation aux espaces de dimension infinie:

Théoréme 2. Soit C une partie convere fermée non vide dans un espace de Banach
E et f: C — C une application continue telle que f(C) soit une partie compacte
de E. Alors f admet au moins un point fize: il eziste z € C tel que f(z) = .

Les parties I, II et III concernent la preuve du théoréme 1. On le prouve d’abord
lorsque C est la boule unité de R (partie II), puis dans le cas général d’'un convexe
compact (partie HT).

La partie II est indépendante de la partie I, dans le sens ol pour traiter la partie
II, on n’a besoin que des propriétés de la fonction ¢ construite au 1.3.e), et ces
propriétés sont rappelées au début de la partie II. On rappelle ci-dessous deux
résultats trés classiques (le théordme de Weierstrass et celui d’inversion globale)
dont on se servira au cours des parties I et II. Pour traiter la partie III, on n’a




besoin que de connaitre le théoréme 1 dans le cas particulier de la boule unité de
RN (démontré en partie II).

La partie IV concerne des applications du théoréme 1. Pour étre traitée, on n’a
besoin que du théoréme 1.

Dans la partie V, on démontre le théoréme 2. La preuve est basée sur le théoréme
1

Enfin dans la partie VI, on donne une application du théoréme 2. Pour &tre
traitée, cette derniére partie ne requiert que le théoréme 2.

Rappels. Enfin on rappelle les deux théorémes suivants, utiles dans les parties
TetII:

Théoréme 3. (Weierstrass) Soient K une partie compacte non vide de RV, et ¢ :
K — R une fonction continue. Alors il eriste une suite de fonctions polynomiales
(P,) qui converge uniformément vers ¢ sur K, c’est-a-dire:

sup{l¢(z) ~ Po(z)|,z € K} — 0 quand n — co.

Théoréme 4. ("Inversion globale”) Soit U un ouvert de RV, et ¢ : U =+ RV
une fonction de classe C* sur U. On suppose que

(i) ¢ est injective ,

(i) en tout point a € U, la différenticlle de ¢ en a: Dy(e) : RY — RV est
inversible.
Alors w(U) est un ouvert de RN et 4 est un difffomorphisme de classe C* de U sur
W)

1. PRELIMINAIRES POUR LA PREUVE DU THEOREME 1

1.1. Cas N =1.
Prouver le théoréme lorsque N = 1.

Dans le reste de cette : partie, on suppose que N > 2 et que l'on dispose d’une
application continue f : By — By qui n'a pas de point fixe: notre hypothése est
que f(z) # z pour tout z € By.

1.2. Construction préliminaire pour N > 2.

Le but des questions a) & c) est de construire une application continue r : By —
By telle que

(*) pour tout z € By, |jr(z)]| =1,

(**) pour tout z € SN, r(z) ==z.

a) On se place dans le cas N = 2. Pour tout £ € B3, on considire le point
r(z) € S! qui appartient aussi & la droite passant par T et f(z) et qui est tel que
z appartient au segment [f(z),r(z)]. Faire un dessin.

b) Soit N > 2. Soit z € By fixé. Pour tout A € R, on considére le point y(\) de

RN défini par
¥(A) := f(z) + Alz — F(2)),
et la fonction p: R = R définie par
2(A) = ly(WIF - 1.

Montrer que la fonction p s’annule pour exactement deux valeurs de ), notées Ag(z)
et A;(z), telles que

Ao(z) <0< 1< A ().

Tournez la page S.V.P.




Donner I'expression de Ag(2z) et A;(z). Placer les points y(Ao(z)) et y(Ai{x)) sur le
dessin fait pour N = 2.

¢) On considére I’application: r : z € By = r(z) := y(A1(z)). Montrer que
cette application est continue sur By et vérifie les propriétés (*) et (**).

1.3. Comnstruction d’une fonction plus réguliére ayant des propriétés si-
milaires.

Dans cette question, on va construire une fonction 1 définie sur un voisinage
ouvert O de la boule unité fermée, de classe C! sur O, et qui vérifie aussi les
propriétés (x) et (wx).

On considére 1'application ¢ : £ € By + r(x) —z.
d) Montrer qu’il existe p €]3/4, 1] tel que

s llll € [n, 1}, alors l9(a) < 7.

e) A l'aide du théoréme 3 de Weierstrass, montrer qu'il existe des fonctions
polynomiales P,,--- Py : RY - R tels que
- 1
Vz € BN1 "P(ﬂ:) _¢(3)|E S Z;

ol on a noté P(z) := (Py(x),--- , Pa(x)). :
f) Soient p € N, et @ : R — R la fonction polynomiale définje par

Qy) :==1-y".
Montrer qu’on peut choisir p € N tel que
Yye 0,0’ $<Qy) <L,

Vye[p%,1), 0<Qy) <1,
QL) =0.

g) On considére alors ’application g : RV — RY définie par
9(z) := z + Q(|l=l*) P(=).

Montrer que g est une application polynomiale. Montrer que si |jz|| = 1, alors
g(z) ==z.
h) On suppose que p < ||z]] € 1. Montrer que

lota)l > 3.
i) On suppose maintenant que ||z|j < p. Vérifier d’abord que
9(2) = r(=) + QUIzI*)(P(z) — é(z)) + (Q(lI=II*) - 1)é(z).
En déduire & nouveau que
otz > 5-

j) En déduire qu'il existe une fonction 1 définie sur un voisinage ouvert O de la
boule By, de classe ! sur O, et telle que pour tout z € O, ||¢(z)|| = 1, et pour
tout z € SV, y(z) = 2.




2. PREUVE DU THEOREME 1 DANS LE CAS DE LA BOULE

Dans toute cette partie, on suppose toujours que 'on dispose d’une application
continue f : By — Bn qui n'a pas de point fixe. Grace aux constructions de la
partie I, on sait qu’il existe une application y définie sur un voisinage ouvert O
de la boule unité fermée, 4 valeurs dans la sphere SV¥—1, de classe C1, et telle que
Y(z) = z si 2 € S¥1. On considere alors une fonction ¢ ayant ces propriétés (et

- on ne se préoccupe plus de la manitre dont la fonction v a été construite dans la
4 partie I).

2.1. Construction d'un C!-difféomorphisme de la boule unité ouverte sur
elle-méme.

On considére ¢ (z) := (1 — t)z + t36(z) pour t € {0,1].

2.1.1. La fonction 9, est un difféomorphisme de By sur son image si t est positif
et assez petit.

Le but des questions k) & 0) est de montrer que ¢ est un difféomorphisme de
By sur son image si ¢ est positif et assez petit.

k) Montrer que ,{Bn) C By sit € [0,1], et que ¥,(By) C By sit € [0,1].

1) Montrer qu'il existe M € R tel que

Vze By, [IDy(2)lll £ M.

m) Montrer qu’il existe t; €]0,1] tel que ¢ : By — By est injectivesit € [0,1].

n) Montrer qu'il existe ¢; €]0, ¢1] tel que, si t € [0,22] et pour tout point z € By,
la différentielle de ¥y en 2 est inversible, et son déterminant est strictement positif.

o) A I’aide du théoréme 4 d'inversion globale, en déduire que si t € [0, t2], ¥:(BN)
est un ouvert de RV (inclus dans By) et que ¥ est un C}-difféomorphisme de By
sur son image.

2.1.2. Limage de la boule unité ouverte par 1, est la boule unité ouverte.

Dans les questions p) & u), on suppose gue 'on dispose de ¢2 > 0 tel que, pour
tout t € [0, 3], ¥:(Bn) est un ouvert de R (inclus dans Bn) et que 1, est un C-
difffomorphisme de By sur son image. Le but des questions p) & u) est de montrer
que ¥ (Bny) = By sit€ [0, ta].

p) Montrer que By \ ¥:(Bn) # 0.

q) Soient e € By \ ¢s(Bn) et z € 4¢(Bn). On considére

O == suP{e € [Or 1]1 bg := (1 =0}z + 8¢ € Y(Bn)}.
Montrer que 8, > 0.

r) Montrer qu'il existe une suite (8,), telle que by, € ¥(Bn) et 8, —+ 8 quand
D — ¢o.

s) En considérant la suite (bg,)p, montrer qu'il existe yoo € By tel que by =
Yt (Yoo)-

t) En déduire que yoo € SV, puis que e € S¥-1.

u) En déduire que, si t € [0, 13}, alors 1 est un difféomorphisme de classe C! de
By sur elle-méme.

2.2. Fin de la preuve du théoréme.

On suppose maintenant qu’il existe t2 > 0 tel que, si ¢ € [0,22], alors 9, est
un difféomorphisme de classe Ct de By sur elle-méme. On va montrer dans les
questions v) & x) que c'est absurde.
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v) On considére
() = f det Diy(z) dz.
By

montrer que I est un polyndme en t.

w) Montrer par changement de variable que I(2) est égal au volume de la boule
By pour t € [0,¢2]). En déduire que I(1) > 0.

x) Pour t = 1, on a 91 = 1. Vérifier que pour tout € By, ¢(z) - t(z) = 1.
En déduire que pour tout £ € By, le déterminant de la matrice Dy(z) est nul.

(On pourra montrer que les N vecteurs colonnes de la matrice Dy(r) sont liés.)
Conclure.

3. PREUVE DU THEOREME 1 DANS LE CAS GENERAL

Dans cette partie, on suppose que C est une partie convexe compacte non vide
de RV, et qu’on & une fonction f : ¢ =+ C continue.

a) Montrer qu'il existe R > 0 tel que la boule fermée centrée en O et de rayon
R (qu'on notera By (0, R)) contienne C.

b) Montrer qu'il existe une application 7 : By (0, R) — C continue telle que pour
tout z € C, m(z} ==.

¢) En considérant I’application g définie sur By (0, R) par g(z) = f(n(z)), mon-
trer que f admet un point fixe dans C.

4. UNE APPLICATION DU THEOGREME 1 EN TOPOLOGIE ET INTEGRATION

1) Soient a,b,¢,d € R, avec a < b et ¢ < d. On considére dans R? le rectangle
Ef{a,b,c,d) := [a,b] X [c,d]. On suppose qu’on a deux applications continues h, v :
[—1,1] =+ E(a, b, ¢,d) (appelées chemins’) telles que

- le point h(—1) est sur le cdté gauche du rectangle (c’est-a dire 'abscisse de
h(—1) vaut a),

- le point A{1) est sur le c6té droit du rectangle (c’est-& dire 1'abscisse de h(1)
vaut b),

- le point v(—1) est en bas du rectangle (¢’est-3 dire 'ordonnée de v(—1) vaut
c),

- le point v{1) est en haut du rectangle (c’est-a dire 'ordonnée de v(1) vaut d).

Le but de cette question est de montrer que les chemins h et v se coupent,
c’est-3-dire qu'il existe ¢, 3 € [0,1] tels que A(t) = v(s).

a) Faire un dessin. Graphiquement, semble-t-il possible que les chemins h et v
ne se coupent pas ?

b) On suppose que les chemins A et v ne se coupent pas, c’est-3-dire

Vi,s € [~1,1], h(t) # v(s).
On note h = (hy, h2), v = (v1,v2),

N{t,s) := sup{]h1(t) — v1(s)], |ha(t) —v2(9)[}
et

_ (v(8) — ha(t) ha(t) — va(s)
F(t,9) = ( NGs) ' NG@s) )
Montrer que F est bien définie et continue sur [—1,1]2.
c) Montrer que F([~1,1]?) est inclus dans le bord du carré [-1,1]°.




d) Montrer que F a un point fixe (£, so) sur le bord du carré [-1,1]%. En déduire
que ou |tg| =1, ou |sg] = 1.

e} Enfin, en étudiant les quatre cas possibles, montrer que cette situation est
impossible. Conclure. .

2) Soit f : [0,1] -+ R une fonction continue. On suppose que

/;lf(t)dt=1.

Montrer qu’il existe deux réels a et 3, 0 < a < 8 <1, tels que

A 1
/; f(t)dt= 5

3) Soient f,g: [0,1] = R deux fonctions continues. On suppose que

folf(t)dt=1=folg(t)dt.

Le but de cette question est de montrer qu'il existe deuxréelsaet 5,0 <a <8 <1,
tels que

8 1 8
(%% ) / FHydt= 3= / g(t)de.
-4 o
a) On prolonge f et g de fagon 1-périodique sur R, et on note

: T
Fz) = f f)d, et Glz)i= [ o) dt.
) o
On considire Papplication «y : R — R? définie par
v(z) := (F(z),G(z)).

Montrer que trouver § < a < 8 < 1 tels que (* * *) soit satisfaite revient & trouver
0<a< f<1tels que
¥(a) + (- -) =(B).
b) Montrer qu’il existe a,b € [0, 1] tels que
A= F(a)~G(a) = sup (F(z)-G(z)), et B:=F@b)-G®)= inf (F(z)-G(z)).
z€[0,1] z€[0,1]

c) Tracer sur un graphique les droites (A4) et (Ap) d’équations respectives
(Ag) :y =z~ Aet (Ag) : y = x ~ B. Dans quelle région du plan se trouve le
graphe de la courbe v, ¢’est-2-dire 'ensemble {y(z), z € R} ? Et dans quelle région
du plan se trouve 'ensemble {y(z) + (1/2,1/2),x € R} ?

d) Soient M, N, P,Q les quatre points de R® déterminés par:

M :=v{a), N:=~x(b), P:= M+(2 2), et Q:=N- (% )

Placer ces quatre points sur le graphique précédent.
¢) Montrer que P et (Q sont sur le morceau de courbe {¥{z)}+(}, ),z € [b—1,4]}.
f) Déduire de la question 1) {de cette partie) qu’il existe o € [b—1,a} et yo € {a, b]
tels que ;
¥(zo) + (- ) = 1(vo)-

g) Montrer qu’alors ou o :=zg et § := yo, ou a:= yg et f:= zo + 1 vérifient la
propriété (* x «),
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5. PASSAGE A LA DIMENSION INFINIE

5.1. Contre-exemple au théoréme 1 en dimension infinie.
Soit E Pespace £1(N): E est 'ensemble des suites = (tn)n, tin € R, telles que
la série 3 |u,| converge; on munit E de la norme:

lelf := Y lun.

n=0

a) Montrer que (E, || - ||) est un espace de Banach.
b) Soit f 'application définie pour tout u = (un)n € E par:

_f(u) = (1 - E I“nl’uﬂsulru%“ ')‘

n=0
Montrer que f est bien définie, continue de E sur E, que f envoie la boule unité
fermée de E sur elle-méme, mais n’a pas de point fixe sur E.

5.2. Preuve du théorzme 2.

Dans la suite, on démontre le théoréme 2. Soit E un espace de Banach. On
notera || - || la norme sur E. Soit C une partie convexe fermée non vide de E, et
f : C = C une application continue telle que f F(C) soit une partie compacte de E.

a) Soit £ > 0. Montrer qu'il existe p € Net wy, - ,w, appartenant & C tels que

—Ej C LPJ B(wkae)!

k=1

ol B(wy,€) désigne la boule ouverte de E de centre wy et de rayon €.
b) On note

.- P :
C. = {tiwy + -+ tpwp,t; > 0 et th =1}.
i=1

Montrer que C. C C.
¢) Pour tout = € C;, on définit

sup{é‘— |I.f (=) — will, 0}
fela) = }_:1 57, suple - /(@) — w10}

Montrer que f. est bien définie et continue sur C., et que fe(Ce) C C; C E, oun
E, désigne le sous-espace vectoriel de F engendré par wy,- -, Wp.

d) Montrer qu'il existe z. € C tel que fe(ze) = 2.

e) Montrer que pour tout z € Cs, [|fe(z) = f(z)]] < &. (On pourra examiner
d’abord le cas ol f(x) appartient 3 une et une seule boule B(wj,£).}

f) On considére maintenant n € Nyn > 1, et € = 1/n. En faisant tendre n vers
Pinfini, montrer qu'il existe y € C tel que f(y) =




6. UNE APPLICATION DU THEOREME 2 AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Le but de cette partie est de démontrer le

Théordme 5. Soient NeN, N> 1, et f: RY — RY une application continue.
Soit up € RN . Alors il existe T > 0 et u:[0,7] — RY une application de classe C*
sur [0,T] telle que

(6. 1) {u'(t) = f(u(t)) pour tout t € [0,T],

u(O) = Ug-

a) Comparer les hypotheses avec celles du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
b) Pour simplifier, on va prouver le théoréme 5 dans le cas up = 0. On note

M = sup{|| f(=)ll,= € BN},

et T:=1/M.
La valeur de T étant ainsi fixée, on considére ’ensemble E des applications
continues v définies sur [0, 7] et & valeurs dans R¥:

E := ([0, T),R")

muni de la norme
ileo = sup [lv{#)f}-
te[o

Montrer que (E, || - ||} st un espace de Banach.
¢) On considére I'ensemble F des applications continues v définies sur [0,T] et &

valeurs dans By
F:=C([0,T],Bn).
Montret que F est une partie convexe et fermée de E.
d) Pour tout v € E, on considére I’application w, définie sur [0, 7] par:

t
vt e [0,T], wolt) = [o F(o(r)) dr.

Montrer que 'application w, ainsi définie est continue sur [0,T). Montrer que si v
appartient & F, alors w, est aussi un élément de F.

e) On consideére l'application ¢ : F' — F définie par ¢(v) := w,. Montrer que
$ est continue de F' dans F, c’est-3-dire quesie > 0et ¢ € F sont fixés, il existe
7 > 0 tel que pour tout v tel que

veFetllv—9e<m
ona

ll¢(v) — ¢(@)lleo < &

f) On suppose que v € F est un point fixe pour 4. Montrer que v est alors une
application de classe C* sur [0, 71, et qui est solution du probleme (6. 1).

g) On va donc s'attacher & montrer que ¢ admet un point fixe dans F. On
suppose pour l'instant que ¢(F) est une partie compacte de E. Montrer qu’alors ¢
admet un point fixe dans F.

h) Reste & démontrer que ¢(F') est une partie compacte de E. Pour cette derniére
information, on rappelle cette conséquence du théoréme d’Ascoli: m est une par-
tie compacte de E si et seulement si ¢(F) est une partie uniformément équicontinue,
c’est-A-dire: pour tout £ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout v € F, pour tous
t,t' € [0,1] tels que |t — &'} < 7, alors {|$(v)(¢) - #(e)(tY} < £ (la valeur de n est
donc indépendante du choix de v dans F). :

Montrer que ¢(F) est une partie uniformément équicontinue. Conclure.




