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B. ANALYSE NUMERIQUE

L'usage de calculatrices électroniques de poche a alimentation autonome, non imprimantes et
sans document d'accompagnement, est autorisé, une seule a la fois étant admise sur la table ou le
poste de travail.

Analyse et approximation de I’équation des ondes en
dimension 1

Nous nous intéressons dans ce probleme au déplacement transversal u{z, ) d’une corde sup-
posée infinie: z € IR désigne I'abscisse le long de la corde, ¢ = 0 le temps, p(z) la masse
linédique de la corde et p(z) sa tension.

Les variations de « sont régies par I'équation des ondes unidimensionnelle:
Fu 3 du
rl— — | =0, . t>0.
(1} p(x) ETER (,u(:c)am) zeR >0

La premiére partie étudie équation (1) dans le cas d’un milieu homogéne (i.e. & coefficients
constants): calcul de la solution exacte et analyse de Fourier de 'équation. La deuxiéme par-
tie est consacrée & 'étude d'un schéma aux différences finies pour 'approximation de (1)
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en milieu homogéne: 'accent est mis sur I'analyse de Fourier discréte du schéma, qui “suit”
I'analyse de Fourier du probléme continu. Dans la partie IIL, nous introduisons la méthode
de I'énergie qui permet d’analyser Péquation (1) en milieu hétérogene (i.e. & coefficients va-
riables). C'est I’équivalent discret de cctte technique qui est utilisé dans la partie IV pour
étudier la convergence et la stabilité d’un schéma numérique, version “hétérogéne” du schéma
étudié dans la partie IT.

Partie I: Propagation des ondes en milieu homogéne

Nous considérons ici le cas o les fonctions p(z) = p et u(x) = p ot p et p sont deux constantes
strictement positives. Nous introduisons la vitesse de propagation:

auquel cas 1'équation (1) devient:

u Py

(2) = — s
ot oz

Nous nous intéressons dans cette partie 4 la solution classique du probléme de Cauchy qui

consiste a étudier I’évolution de la corde lorsque sa déformation initiale ug € C?(IR) et sa
vitesse initiale u; € C'(IR) sont données (dans ce qui suit Rt = [0, +-00]):

=0.

[ Chercher u € C*(IR x R*) telle que
2 2
(_?_E_CQQ_E::[), sur R x IR*,
(3) ) a2 Oz
u(x,0) = up(z), YzelR,
\ %(m,g)=m(m), VreRR,

Question 1: Formule de d’Alembert.

Démontrer que le probleme (3) admet une solution unique u donnée par la formule de d’Alem-
bert:

T+ct
u(z,t) = -él-[ug(m +ct) + uoz — ct)] + 2icf~ t uwy (£) df

Indication: on pourra utiliser le changement de variable £ = z+ ¢t et 7 = x — ¢t pour montrer
que u(x,t) solution de (2) est nécessairement de la forme

(4) u(z,t) = flz — ct) + g(z + et).

Question 2: Propagation a vitesse finie.

Nous supposons dans cette question que les supports des fonctions ug et u; sont inclus dans
un intervalle fini [e, b].

a- Montrer que pour tout ¢ € R*, le support de u{.,t) est inclus dans V'intervalle fa-ct,b+ct]
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b- Montrer que pour ¢ > (b — a)/2¢, la fonction u(..t) est constante sur l'intervalle [b-ct,
a-+ct]. Préciser Ja valeur de cette constante.

Indication: un raisonnement s’appuyant sur un graphique est conseillé.
Question 3: Ondes planes harmoniques.

Nous appelons onde plane harmonique de pulsation w > 0, de nombre d’onde £ € R et
d’amplitude A € C, une solution particuliére de (2) de la forme (il s’ agit ici d’une solution
u & valeurs complexes mais, ’équation des ondes étant 3 coefficients réels, on construit des
solutions réelles en prenant la partie réelle ou la partie imaginaire de u):

(5) u(z,t) = A exp i(wt — ka).

Une telle onde est, en particulier, périodique en espace et la période A = 2x/|k| s’appelle la
longueur d’onde.

a- Justifier pourquoi la quantité V = % s'appelle la vitesse de phase.
b- Trouver la relation de dispersion qui doit relier w et & pour que u, défini par (5), soit
solution de (2). En déduire les valeurs possibles de V.

Question 4: Analyse de Fourier et Stabilité L2

Pour tout « € L'(IR) on note % = Fu la transformée de Fourier de u définie par
(6) Fulk) = ilk) = _\/_?2_; /m w(z) exp(—iks) dz.

On rappelle en particulier que cette transformation se prolonge en une isométrie de L?(IR)
dans lui méme (théoréme de Plancherel-Parseval) et qu'on a la formule d’inversion, pour peu
que @(k) appartienne également & L'(IR):

1 . .
(7) w(z) = E/Ru(k) exp(ikz) dk.

Dans ce qui suit, on supposera que les données initiales ug et u; du probléme de Cauchy (3)
sont de classe C? et & support compact et i(k,t) désignera la transformée de Fourier suivant
la variable z de la solution u(z,t) de ce probléme.

a- Ecrire I'équation différentielle vérifiée, pour chaque k par la fonction t — 4(k, t).

b- En déduire la formule:

. sin(ckt
(8) (k,t) = Go{k) cos(ckt) + 1 {k) __(k—)
c
¢- Montrer formellement (c’est & dire sans donner de justification sur les diverses manipu-
lations d’intégrales) & partir de la formule d’inversion (7) que la solution w(z,t) s'écrit
sous la forme:

9 wlx,t)= 51; /IR e (k) expik(z — ct) dk + % flR a” (k) exp ik(z + ct) dk

Tournez la page S.V.P.




ol on exprimera les amplitudes a* (k) et a~(k) en fonction des données initiales. Au-
trement dit, Ia solution se représente comme une “superposition infinie” d’ondes planes
(5). Un tel résultat montre que les ondes planes constituent en guelque sorte un systéme
fondamental de solutions.

d- Expliquer succintement comment on peut retrouver la formule de d’Alembert & partir
des propriétés de la transformation de Fourier.

e- A l'aide du théoréme de Plancherel, établir Iestimation a priori (il s’agit d’un résultat
de stabilité en norme L?):

(10) lfules )22 < lluollze + ¢ ludll g2,

£ Retrouver Pestimation (10) directement & partir de la formule de d’Alembert.

Partie II: Le schéma saute-mouton explicite en milieu homogéne

On s'intéresse a I'approximation par différences finies du probléme de Cauchy (3). Pour cela
on considére une grille régulitre de discrétisation du demi-espace {(z,t) € R x R*} de pas
respectifs 6z > 0 et §t > 0. On pose:

r;=jéx, jFE€Z, e t"=nbt, neckN

Dans ce qui suit u;‘ représentera une approximation de la solution exacte » au point Ti &
I'instant ¢*. On approche I'équation des ondes par le schéma saute-monton:

UL W R wl o — 2uT 4 u”
] 3 3 275+l g j=1 _ y
(11) E —c =3 =0, Vj€Z, ¥Ynzl
On introduit le nombre adimensionnel (souvent appelé coefficient CFL):
5t
(12) a = 6(5—.’;.

Dans la suite, lorque 'on s’intéressera a la stabilité ou 4 la convergence du schéma en faisant
varier &t et 4z, on considérera que le rapport o reste constant. Par ailleurs, si p est un
entier positif, on notera §t¥ et §zP pour (&t)? et (5z)?.

Question 1: Montrer que le schéma (11) permet de calculer explicitement la solution dés
que l'on connait les suites ug et u} pour tout j € Z.

Question 2: Soit u(z,?) une solution réguliére {au moins de classe C° en espace et en temps)
de I'équation des ondes (2). On pose U} = u(jdz,nbt) et on introduit erreur de troncature

n
&

7+l _ g=n | =n-1 N T I )
ET.I _ uj 21"3 + uj _ 62 Uj+1 Q’U,] -+ u]*-'l .
J 12 bz? ’
a - Démontrer que, lorsque a = 1, ef =0 Vj€Z Vn 21, autrement dit le schéma est
“exact”. (On pourra utiliser par exemple la forme générale de la solution de I'équation
des ondes)

VieZ, Yn>l

Rermarque: ce résultat est relativement anecdotique car spécifique 4 la dimension 1.




b - Dans le cas général, démontrer I'existence d’une constante C{a), qu’on explicitera, telle
que:

34
ef = C(a)a—;{(mj,t") oz’ +o(bz?), Yji€Z Ynzl (lorsque éz — Q).

On dit qu'on a affaire & un schéma d’ordre 2.

Question 3: Schéma de démarrage.

Pour compléter le schéma, on utilise le schéma de démarrage suivant:

0 .
’U.j = Ug,;,

13 Viekz
13) 7 22l - 2+l

2 b ’

ou on a posé ug,; = ug(x;) et uy; = ui(x;). Justifier le choix d'un tel schéma.

1_ .0 _
uj = u; + 0t uy;+

Question 4: Vitesse de propagation numeérique et condition CFL.

On suppose que les fonctions up et u) sont & support compact inclus dans [a,b]. Démon-
trer que la soluticn u;‘ du schéma posséde la propriété de propagation & vitesse finie suivante:

]
{14) VieZ, Yn2zl, (:rjﬁ[a—-(ﬁ—::) tﬂj—i—(i—?) tn] = u;’.‘z(])_

La notion de convergence minimale pour un schéma numérique est la notion de convergence
faible. Elle fait appel 4 la fonction “constante par morceaux” wus a¢(z,t) définie par:

upar(z,t) =] si(z,t) €lz; — 6x/2,z; + 6x/2) x |t — 8t/2,t" + 6t/2].

On dira alors que le schéma converge faiblement si, pour toutes données initiales, la fonction
un,At{T, t) converge vers la solution exacte u(z,t) au sens des distributions. Déduire de ce qui
précede que le schéma numérique ne peut converger (méme au sens faible) que si la condition
dite de Courant-Friedrichs-Levy:

ot
(15) a=ce <1,

est satisfaite (on pourra se contenter d’exhiber des exemples de données initiales pour les-
quelles la convergence n’a pas lieu lorsque (15) est violée).

Question 5: Ondes planes numériques.

On suppose dans cette question que la condition (15) est satisfaite. Par analogie aux ondes
planes harmoniques, on s'intéresse aux solutions particuliéres de (11) qui sont de la forme:

(16) uy = A exp i{wt” - kz;),
ol £ et w sont des réels auxquels on peut imposer que:

lw 6t €7, |k bzl <.
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En particulier, les longueurs d’onde A = 27 /|k| vérifient:
A =26z,

Dans la suite on introduira le nombre adimensionnel (qui relie la finesse du maillage & la
longueur d’onde A)

o
T2 A Yo"

a - Montrer que la relation de dispersion du schéma, c’est A dire la relation entre k et w
pour que (16) soit solution de (11), s'derit:
4 2 w6t 7 .2 k5$

- 4
(17) g S = =g sin® ——

b - Si h désigne le couple (éx, 6t), on désigne par wy (k) I'unique solution de ’équation (17)
située dans l'intervalle [0,7/éx] (ol w est 'inconnue et k est considéré comme un
paramétre) et on introduit la vitesse de phase numérique:

Montrer que I'on peut écrire:

cn(k) = c- gle, k)

ol g{ex, k) est une fonction que l'on précisera. Calculer le développement limité & ordre
2 de la fonction & — g(a, k) au voisinage de x = 0 et commenter le résultat obtenu.

¢ - Montrer que g(a,x) < 1 (c’est 4 dire que la vitesse de propagation des ondes planes
harmoniques est approchée par défaut) et que la fonction & — g(a, %) est croissante.
Commenter ce résultat.

Question 6: Analyse de Fourier et stabilité L2.

Le point de vue que nous adoptons ici est celui de considérer le schéma comme une équation
d’évolution discréte dans un espace de suites:

(18) L,Ql = {uh = (U.j)j;_: Z,Uj € C/ Z|’uj|2 < +OO}
J

muni de la structure d’espace de Hilbert avec la norme:

(19) fiunl| = /Z fuy)? bz

L’équation (11) peut alors se réécrire sous la forme, si u}, = (u})je z:

n+l n n—1
wp = 2ul oy

(20) 5t

+ Ahuﬂ = {),




oll Ay est I'opérateur linéaire et continu dans L,2l défini par:

_ 2 Mt T U
dx? ’

vp=Apup, = Vi€Z, vj =

et le schéma de démarrage (13) se réécrit (avec des notations évidentes) :
u?l = UQ,h;

(1) 6t

u}t = TL?L + 4t Ui h — ——Z—Ahug

Par définition, le schéma est dit L?-stable si et seulement s'il existe une fonction positive C(.)
telle que, pour tout (ugp,u; ;) dans Lg X Li:

(22) [l < CE™) {Hluonll + fuyail }.

Pour analyser la stabilité du schéma, nous allons utiliser Ia transformation de Fourier discréte.
Nous rappelons pour cela que les fonctions:

{Wj : }—%s%[—@/Wj(k):—\/%—;exr)(ikwj), j€ Z}

forment une famille orthogonale totale de I'espace L2( ] 61’ %D dont la norme sera notée
T
[[.]| 2. De plus

Vi€Z, |wilp=(6z)"'/2

En conséquence, la transformation de Fourier discréte (en quelque sorte un équivalent discret
de la transformation de Fourier continue (6)):

= At — (15
définie par:

(24) VupeLl, Fhu,= Zuj w; O, (série convergente dans L* (] T [) )
J

R
: : 2 N A ” ; BN AT
est un isomorphisme de Lj dans L (] o D dont I'inverse est défini par:
iz
(25) up = .7::,1_1 Uy = u;= f iip (k) w; (k) dk.
De plus Fj, est une isométrie:
(26) p=Frur = |l@nlgz = [lunl-
a - Montrer que
4 L (ké
(27) Yup € LE, Fr(Ap up)(k) = &L%smz (—QE) an(k).
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b - Ecrire 'équation aux différences homogéne (Ej) que doit satisfaire la suite 47 (k),
oll 4y = Fp uy, pour que uy vérifie (20).

¢ - Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que les solutions des équations
aux différences (Ey) soient toutes bornées sur {k € |- £, E[/ k # 0} n’est autre gue
la condition CFL (15).

d - On suppose que (15) est satisfaite. Montrer que I’espace des solutions de (Ey) est en-
gendré par les suites cos(wy(k)t") et sin(wy(k)t"). En déduire que la solution de (20},
(21) est donnée par:

(28) (k) = dou(k) cos(wn(k) £") + d1,u(k) S?iai((wzfl(fk))g‘:))

St.
En déduire la stabilité L? du schéma ainsi que Pestimation de stabilité:
(29) ' upll < fehll + ¢ llusll -

e - On suppose que (15) n’est pas satisfaite. Montrer que dans ce cas le schéma est L2-
instable. Indication: on pourra exhiber un élément @, € L%, tel que si upp = @p,
u1, = 0 et 6t = t/n, t étant fixé,

o el

= +00
s2—0 gl

Partie III: Propagation des ondes en milieu hétérogéne

Cette fois les fonctions p et 4 ne sont plus constantes mais sont continuement dérivables. On
s'intéresse au probléme de Cauchy A coefficients variables:

5 a du
o - = = R, ¢
plz) 5 (z,1) P (,u(a:) ax) (z,t) =0, zeR ¢t>0,

(30) u(z,0) = up(x),

du
at
ol1 on suppose gue:

(.’L‘, 0) = ul(m)}

p~ = inf p(z) >0, p* = sup p(z) < oo,
(31) zelR zclR
p~ = inf p(r) >0, pt = sup u(z) < 0.
zelR zelR
On définit la vitesse de propagation au point x par:
()
(32) olz) =4/ —.
@ =y o
On admettra ici que, sous les hypothéses:
d
(33) (uo,ur) € HA(R)?, p5 € H'(R),




le probléme (30) admet une unique solution classique u(z,t) telle que:

ou

(34) u € C*(RY; L (R) NCHRY HU(R)), - € C°(RY; H'(R)).
Dans la suite, on associe & cette solution la densité linéique d’énergie ¢:
1 du 2 1 du 2
t) = = = O
efz,t) = 5p(e) |5 (@ 8)| + gulz) |5 (20

On définit I'énergie E(Q,t) de la solution u contenrue dans le domaine © C IR A Pinstant ¢
par:

E(Q,t) = /e(m,t) dx.

Ja
Question 1: Conservation de 'énergie.
Montrer que I'énergie totale
E(t) = E(R, ¢),

est indépendante du temps. Expliquer pourquoi ce résultai peut étre interprété comme un
résultat de stabilité de 'équation des ondes.

Question 2: Propagation & vitesse finie

On introduit une fonetion X 7(t) satisfaisant:
X
L =x), >0,

et on pose £ = [X(t), +oo|.

a- Démontrer que %E(Qt,t) <0

b- En déduire que si uo et vy sont nulles pour z > b, la solution u(.,t) est nulle dans
Vintervalle [X*(t), +oo[ ot X*(t) est une fonction que 'on caractérisera.

c- Etablir que si les supports de up et u; sont inclus dans un intervalle [a, 5] alors, pour
tout ¢ positif, le support de la solution «(.,#) & Uinstant ¢ est inclus dans un intervalle
[X~(t), XT(1)] ot X~ (¢) et X+(t) sont deux fonctions que I'on caractérisera. Comparer
ce résultat & celui de la question I) 2-a.

Partie I'V: Le schéma saute-mouton en milieu hétérogéne

On s’intéresse maintenant au probleme de Cauchy (30). On suppose dans ce qui suit que
les fonctions p et p sont réguliéres. On considére le schéma suivant, qui généralise {11) aux
milieux hétérogeénes:

n+l __ 9,n n—l no_ n n_ .n
U iZuJ + 115 1 11,r,le u) Uy - Ui\ 0
J+3 -

Yy - e
(35) pj 512 S 8z B3 ™ %z
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ol nous avons posé:
1 Ej+1 1 Tjt+1
pj = 5@/ ple) dz, py1 = g;f p(x) dz.
zj-1 j

Le schéma (35) cst complété par le schéma de démarrage (up; = uo(z;) et uy; = uy(z;)):

40 = .
U'] = U0,

(36) §2 1 uwl, -l ud — 40
1 __ .0 v 2 Jj+1 3 _ J J=1 1 _
U =ty Ot u 2p; Oz (#jJr% bz Fi-3 x ) =0.

Question 1: Réécrire le schéma ((35}, (36)) sous la forme abstraite ({20), (21)) en précisant
la définition de 'opérateur Ap.

Question 2: On munit Li du produit scalaire & poids
(Uh,Uh)p Zp] uj v; O,
et on note [ - ||, la norme associée. Démontrer la formule de Green discréte:

(37) YV (up,vp) € LE x LY, (An un,vn)p = anlun, vn),

ol la forme bilinéaire ay(.,.} est définie par:

‘ Uil — Uy Vjg1 — V;
(38) \4 (uh,vh) € L%L X L%, u}n Uh ij+2 J+5$ 3, J+6l 7 s

En déduire que l'opérateur Ay est symétrique défini positif.

Question 3: Soit u? € L la solution du probléme ({20}, (21)). Démontrer le résultat de
conservation d’énergie discréte:

)
oll Nous avons posé:
1 "H —ul 1
(39) E," —n LR, + Zan(up ' uf)
Commenter ce résultat.
Question 4: On introduit la quantité:
an(up, u
{Anll = sup _E(_h’__h_)

wers lunl2
a - Montrer que:

4(C+)2
bx?

(40) Anll <
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b - Montrer que:

X S|\ Apll, it —u? 1
(41) 25, > (- LAy T m e oyt
oll nous avons posé
Tl.+% n+1. +uh
u, = t—2
2
i
¢ - BEn déduire que Vénergie E‘;:+2 est une quantité positive sous la condition:
&t
42 cT—<1
( ) 61’ — ?

de telle sorte que le résultat de conservation d’énergie discréte correspond alors bien &
un résultat de stabilité.

Question 5: Convergence et estimation d’erreur.
Dans cette question, on suppose qu'on a l'inégalité stricte:

bt
= :+_
(43) T=c < 1.

On suppose également que les données initiales ug et u; sont régulidres et & support compact,
de telle sorte maintenant que la solution de (30) est de classe C* en espace et en temps et
vérifie:

3a+ﬁ
() Illos@Rxoiry = arggs (x, t)EsIIFIK.X[O T) ]3$a3t5 < e
On introduit 'erreur de troncature:
(45) Eyzpjﬁ?_kl*gﬁg—i—ﬁj*l . (,LL+ j+l_ﬁ?_”‘_lﬁ?_ﬁn"j —l)a
6t sz \"i*a 6z E) 8z

ol on a posé
T o__ . 1
uj = u(z;, ")

1l est alors facile {mais pénible) de montrer 'existence de deux constantes C; > 0 et Cy > 0
ne dépendant que de p et 1 telles que:

(46) tnfﬁezlsﬂ < Cy (68 +62%) [lull caRxjo, 7y
{47)
0 0 0 0
1 Ujpy — Uj Ui = Uj_q 1 B Ay
i ) —_—tJ R A <
sup | - R CR sy e v Gl G R 82 ffuoll pa(m,-

a - Justifier pourquoi, pout tout entier n, la suite ¢} = (5;-1)]'EZ appartient & l'espace Li et
satisfait:

leilly < € VIHT fubcsraqo.qyy (68 + 62°).

ot ¢ > 0 ne dépend que de p, p et de la taille du support des données initiales.
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b - Onintreduit Perreur e} = u{z;,¢")~u}. Ecrire I'équation reliant la suite e} & la suite .

On dira que le schéma converge en norme L>(0, T, L?) si:

48 li M, =0.
(48) A, sup llexll, =0
11, et —ep 1
¢ - On pose 8::“ = 5” h 5 Ch ||fJ + §ah(eg+1,e’f;). Montrer que:
nti.l 3.1 0
(49) (€} < ehd + Y el ot

d - En déduire I'estimation d’erreur:

(50)
sup |lepll, < T éa’ ( ol +(1+0°) TVI+T jjuf )
tnSI;; hllp o2 Olles(IR) c+(IRx[0,1}) /-

ol la constante C' ne dépend une fois de plus que des fonctions p et p.
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